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1. Utilizarea practicd a formulei de interpolare a lui Lagrange
f(x) = L(xll Koy wves Xyt flx); (1)

unde in membrul al doilea avem polinomul lui Lagrange de gradul # care
f ia valorile functiei f(x) ps nodurile (distincte) de interpolare %, (i =1, 2, ...,
| n +- 1), depinde in mare misurd de forma sub care este pus acest polinom.
‘ Acest lucru este mai cu seamd important atunci cind este vorba de cal-
‘ culul efectiv al valorilor polinomului pentru diferitele valori ale variabilei
%. Aici ne ocupdm numai de cazul cind variabila x si functia f(x) sint reale.
In acest caz, pentru aflarea valorii polinomului trebuie efectuate un nu-
mir finit de operafii elementare de adunare, scidere, inmulfire si impartire
asupra unor numere reale, deobicei fracti zecimale limitate, si intr-o ordine
determinatd. Forma sub care se pune polinomul lui Lagrange este in legi-
turd tocmai cu aceastd ordine a operafiilor, In ceea ce priveste opera-
tiile, ele se executd, pe baza unor procedee cunoscute, direct sau cu
magina, si care in mod practic revin la determinarea succesivi a cifre-
lor zecimale ale rezultatului fiecirui calcul parfial, exact sau aproxi-
mativ, in parte.

Procedeul de calcul intrebuintat comportd erori inerente datoritd
faptului cd calculele succesive se fac cu aproximatie, de exemplu din cauza
limitdrii la un anumit numir de zecimale ale rezultatelor parfiale ob-
tinute. Aceste erori se reflecti asupra rezultatului final, determinind
o corecfie care, in problema de interpolare considerati, va trebui
addugatd la corecfiile determinate de erorile de care sint afectate datele
problemei.




se aplicd si formulelor (6), (22), (24).
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Vom presupune intii ci nodurile nu sint neapdrat echidistante si ne
vom ocupa de calculul membrului al doilea al formulej (1) pentru x = x,,
cu ajutorul formulei lui Newton

Ly %y, o Xy WAEDES 2 (%o — %) (% — ) ... (%o — ;) Rl (2)

unde coeficientii D, {0 ] 5 K n), se obtin din tabloul 1 al diferen-
telor divizate in care avem in general
D} = Di[f] = [% %y, ..., %ivi; fl, Di = f; = f(x), (3)

folosind mnotatiile obisnuite pentru diferentele divizate ale functiei f(x).
Formarea tabloului 1 al diferenfelor divizate se face calculind succesiv
coloanele cu ajutorul formulei de recurentd

b S 2 e

I (D3 [f1 = F) 4)

(1':1,2,...,n+1—j; --':l,2,...,n).

Se vede ci acest caleul necesiti Impéarfiri (cu diferente de noduri)
din care cauzi, in general, diferentele divizate nu se pot calcula, de exemplu,
sub forma practici de fractii zecimale limitate, decit cu o anumits aproxi-

matie, chiar daci nodurile si valorile funcfiei pe aceste noduri sint date
sub aceastd forma.

Diff] =

Tablonl 1
X f(x) Dl D2 DI} D""] Dn
Y1 A 1
D]
Xy /2 Dy
It B
%5 D2 C Dy
; ' D
. . D:,I—l
xn—l fn—l Dﬁ,z )
D,_, D;_,
x” f” D’zl—-]
Dl
J““n-}-l fn+l

*) Pentru i = 0 termenul corespunzitor al sumei se reduce la D?, O conventie analoags
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Daci insd elementele tabloului 1 se calculeazd aproximativ, erorile comise
se transpun asupra polinomului de interpolare. . ‘

Pe de altd parte, Inmulfirile care intervin in calculul valorii polino-
mului de interpolare se fac de asemenea cu erori. iil cele ce urmeazi ne
propunem si examindm pe rind efectul acestor doud feluri de erori, care
se suprapun. Pentru simplificare vom presupune ci nodurile §i punctul x,,
unde se interpoleazi, nu sint afectate de erori.

2. Ne ocupidm in primul rind de efectul erorilor ce apar la calculul
diferentelor divizate, presupunind cid inmulfirile indicate in formula (2)
se fac exact,

Coloanele tabloului 1 se calculeazi succesiv cu anumite aproximatii.

Fief, §=1,2, . .;n+ 1), niste valori aproximative ale Valorilor.
functiei pe noduri, ¢, (1 =1,2, ..., n + 1), corectiile respeg:clive,ﬂ__decl
fi=i+¢c” (=12 ...,n+1). Fie apoi, in general, Di= D [/1,
6=1,2°...,5+1— 1), valorile aproximative ale elementelor coloanei
7, calculate cu ajutorul elementelor deja calculate ale coloamnei g — 1 i
i =12 ...,m4+1—9), corectiile respective. Vom avea atunci

it o oo DEE L S
Dided=—t— (=) (5)
X‘.‘_ﬁ_}'fxi
¢t=12 ...,84+1—4, 5=1,2, ..., %)

Tabloul 1 al diferenfelor divizate se inlocuieste atunci cu tabloul 2
al valorilor aproximative calculate ale diferentelor divizate.

Tabloul 2
x Jw D D2 Dy ... D Dn
%1 .71 Lo
D s
Ty fa @ D} 2
D; Dl ‘e ~n—1
o 235 . s
?3 '.f3 ‘ l.)Z : Dl 5?
: : . Dy
Xn—1 _}:—1 " D:_z — j
D;_l DE—Q
o= 7 " D
D,
Tn-t1 fn+1
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O valoare aproximativi L a expresiei (2) se obfine atunci cu ajutorul
tabloului 2 cu formula

"

L= E (% — %) (% — %) - . . (% — ) D (6)

i=0
si vom avea
L(xl, xz, 5 & vy ,15,,.,.1; f|x0) == E _]_ )\, (7)
A fiind corectia respectivi. '
- In vederea delimitirii corectiei A se introduc functionalele liniare
D}"[f], definite astfel (k< #) :
_ DiTL kg _ pi-Lk
Dit[f] = Zir f1= D7 f] ’ . (8)

Fitite —%i

pentru §=1,2, ...,2—k, ¢=1,2, ..., +1— %k —{si

D*[f] = fa . (9)
pentru ¢ =1,2, ..., n 4+ 1 — k. In lucrarea [1] se stabileste formula
ik 7y kt+j—r[ yi—1 :

D=0 [DIM ] 0 <r <), (10)

care se mai scrie simbolic
D°+ Bk __ D% ﬁ-HfDﬂ.k

Notafia folositd se bazeazi pe observatia ci orice sir de » -+ 1 numere
P1» P2+ -+, Putr poate fi considerat ca fiind format de valorile ¢, — o(x,)
$ = 1,‘2: ..., # +1 ale unei functii ¢(#), definite pe nodurile o By x,,;}:

Tinind seama de formula (10) s-a obfinut in lucrarea citati urmi-
toarea expresie pentru corectia A :

A= o=t — ) . (g — ) [0

Pentr_uk a delimita corectia A avem nevoie de o delimitare convenabild
pentru D} “[f].

. S i C o
. Diferenta divizati Di = [xy, %3, ..., %y4y; f] se delimiteazid usor
tinind seama de formula binecunoscutd

v

bl %

(%1, % - - o) Tni1; [l = 2

i=1

i) !
unde X(x) = (¥ — %)(¥ — %) ... (¥ — %,,,). Avem

|DTI<N(371: Fgs o vey Xnir) M,
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unde
N( ) n4-1 1 12)
Ris By oo s Hgl) —
1 2 +1 '—Zl |l'(.¥;')| (
si M= max  (|f:]).
i=1,2,..., #41
O delimitare analoagd a lui D} ™"[f] se poate scrie
1D 1 K Nl %o ooy Bnga) M, (13)
unde, de altfel, M se poate inlocui cu max (£ ).
i=1,2,0.. 01—k
in formula (13) avem
Ny, % oos gr) = SUP DI A
=
1=1,2,...,8+1—k
si deci
Nk(x]_, Koy = oo xﬂ‘l"l) == Dfl'_k’k [f]’
cu condifia si alegem toate numerele f;,1=1,2,...,n+1—&, egale

cu 1 sau —1, in mod convenabil.
Avem
No(%y, %5, -« vy Fnga) = N(%y, %, ..oy Tnt1)s

membrul al doilea fiind dat de (12). Pentru k& >0, expresia lui
Ny(%1, %, ..., %nyq) este insd mai complicata.

in formarea lui D} ®*[f] intervin efectiv numai nodurile x; pentru
i=1,2 ..., n—k k4+2, k+3,...,n+ 1. Dacd deci 2%k <n—1,
vor interveni toate nodurile. Daci insi 2k ># — 1 nu vor interveni decit
primele # — % si ultimele n — % dintre nodurile %, %y, ..., %ut1. Deducem
de aici urmitoarea foimuld :

Nk(xll Koy + vy xu+l) = NHAk—l(xlx Koy oo e Xn_po Xk+2s X3 = s Jﬂ""’l) (14)

daci 2k >mn — 1. Este suficient si presupunem £k < #, deoarece avem
evident

Nal#,, %3, o505 Fukl) — L= (16)
in cazul particular
X Xy =S e = Ty (16)
se arati ci are loc formula
Ni(%y, %goeo o Xiphid) = allel o xj:k) = Ni(iw o Pybi) , @7
E+k+1 1

15 — Studii §i cercetdri de matematicd (Cluj), anex#/1961—1962
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Formulele (14), (15), (17) determing complet pe N,(x,, x,, ..., x;) si avem

,D{’km , "< Nk(xi'! Xitg) = xi-l-j-l-k) M!
unde M = max (I7,1).

=i, i+1, ..., i4+j

fn particular 5 iile ¢ 3
P , daci toate corecfiile ¢;” rdmin, in valoare absoluti

cel mult egale cu ¢, pe baza formulei (15) avem _,

K fy i—r i
. [D; [C(‘ ’»].-I| | < Nt‘—r(xb Har - ooy xi'+1) €
$1 putem scrie

2] < V(m)e, (18

unde

40 :_z (v — )5 — &) .. (o— ) | %

X [ E(, Ni_ (%, %, ..., x,;,_l)]. (19)

Cind valorile functiei sint exacte, deci cind ® — . —
se poate lua chiar i ec1cmdc,_0,1,‘_ bl comatt ot 1,

V®) =3 | (x—a)(x —z) ... (*— )|

=i
i
X [; Wi s e x,-H)]. (20)

3. Ne vom ocupa in continuare de i
,\ Ne vom X efectul erorilor ce provin de la
Inmultirile indicate in formula (2), presupunind ci diferenlgele divjzat:

Dl‘ s = ” v - A e
1 care 1nlervin in aceasti formuli sint calculate exact. Pentru aceasta

-ler x\l]l LGl ) xv,’+1 . (21)‘

a nodurilor

Y1 Xay o vy Xpgq (22)
va corespunde o formuli de interpolare de forma

f(%) = ;ﬂ (5 —2) (& —2) ... (5—m) X

% [ me b Fviys s J1+ R(x). (28)
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Bineinfeles cd restul R(x) nu depinde de permutarea considerati
si se poate scrie

Rix) = Ha) [% % % 50 s Bugip e 0 (24)

_unde

M) = (3 — 1) — %) . (8 — ). (25)

Utilizarea practicd a formulei de interpolare (23) va depinde de rapi-
ditatea si exactitatea calculului coeficientilor

[0S ST Byipy s Tl = (O Rty (26)

ai acestei formule.
Acesti coeficienti se vor gisi pe latura superioari (descendentd) a

tabloului de diferente divizate corespunzitor nodurilor luate in ordinea
(21). Insi, pentru formarea acestui tablou, va fi avantajos ca nodutrile
(21) si fie agezate in ordinea crescdtoare a valorilor lor numerice, céci
atunci toate tmpirtirile ce se fac cu diferente de noduri in vederea formérii
tabloului, se fac cu numere pozitive. In felul acesta sint eliminate erorile
care ar putea proveni din neatentie la semmnele diferentelor de mnoduri.

Pentru simplificarea mnotatiilor, si presupunem ci nodurile, pe care
le considerim distincte, sint luate in ordinea crescidtoare, deci ca

:c1<x2< <xu+1‘

Atunci, pe baza observatiei precedente, tabloul 1 este cel mai avan-
tajos dintre toate cele (» + 1)! taplouri analoage obtinute permutind
in toate modurile cele # + 1 noduri.

Observim cd nu numai formula (2) se bucurd de proprietatea cid tofi
coeficientii sdi sint cupringi in tabloul 1. Si gisim atunci toate formulele
(23) care au tofi coeficientii lor in tabloul 2. Vom zice cd aceste formule
apartin tabloului 1. Pentru aceasta este necesar si suficient ca pentru orice
¢+ =0,1, ..., n punctele ,,, %,, ..., %, o sd fie 7 + 1 puncte consecutive

(luate intr-o anumitd ordine) ale sirului (22), deci ca permutarea
Vi Va, - o0 Vo (27 )
a numerelor 1,2, ..., # 4 1 si se bucure de proprietatea ci orice secfiune
Vis Vas ey Vap & =105 15000

a sirului (27) sd fie formatd din ¢ - 1 numere naturale consecutive, luate
intr-o anumitd ordine,

Dacd convenim a spune despre o astfel de permutare (27) cd este o
permutare consecutivid permutirii inifiale 1,2, ...,# 4+ 1, vedem cd:

condifia necesard §i suficientd peniru ca formula de interpolare (23)
sd aparting tabloului 1 este ca permutarea (27) sd fie o permutare consecutrvd
permutdris initiale 1,2, ..., n + 1 [permutdrii cu care s-a format tabloul 1].

S4 numim elemente vecine unui element al tabloului 1, acei termeni
ai tabloului, care se gisesc in coloana imediat precedentd i in coloana
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imediat urmaitoare, situate imediat deasupra si imediat dedesubtul ele-
mentului considerat. Elementele vecine elementului [%;, %,,,, ..., Tigi s 1]
sint atunci figurate in schema

{-‘V(i; T . x,-+j_1 ,f1 [-xiulr xj; vy Xt f:]
%, B e Hog o L]

[xi"l"‘ll xi+2! Ly x'i‘i‘]; f] [x" xi+l’ vy x£+]‘+1 H f]

Coeficientii (26) ai formulelor (23) care aparfin tabloului 1 sint atunci
caracterizafi de proprietatea ci doi coeficienti consecutivi oarecare sint
elemente vecine in tabloul 1.

Numirul formulelor de interpolare (23) aparfinind tabloului 1 se
poate usor determina. O formuld (23) se obfine alegind coeficienti, cite
unul din fiecare coloand, doi coeficienti consecutivi fiind vecini. Numaral
N, al acestor formule este deci egal cu numirul drumurilor ce se pot de-
scrie plecind din prima coloani pini in ultima, trecind numai prin ele-
mente vecine.

Sd presupunem cd (n + 1)! se divide cu 2” gi fie atunci (# + 1) = 2,
Se poate pune insi intrebarea daci nu pot fi gisite p tablouri de diferente
divizate, obfinute prin permutiri convenabile ale nodurilor (1), astfel
ca ele si confind toate cele (# + 1)! formule (5). In acest caz ar trebui
ca fiecare din cele (7 4- 1)! formule (5) si aparfini unuia si numai unui
s ngur tablou dintre cele p tablouri considerate. In lucrarea [2] se arati
cid acest lucru este imposibil, afard de cazul banal n — 1.

Tot in lucrarea [2] se mai arati ci numdirul formulelor (23) apar-
$inind tabloului nr. 1 in care primele j noduri sint x;, Wigeta ety Hppg—y INETEO

. Sl
ordine oarecare, este egal cu 2/7'(}Z{1}),

Cu aceste considerafii introductive ne propunem si determinim per-
mutarea (21) a nodurilor, astfel ca efectul erorilor ce provin din inmul-
tirile (2) sd fie cel mai mic, atunci cind aceste inmulfiri se fac ca deobicei
dupid schema

a9(DY + a)(D 4 ... + au_y(DI T+ 0, DY) L)),

unde s-a notat o; = %, — %;, + =0, 1, ..., n. Aceasta revine la deter-
minarea permutdrii (21) astfel ca sirul

|xﬁxvi|’ lx—x"‘z'! vy |x (28)

_ x"'»Jrl |

si fie nedescrescitor.

Prin aceastd proprietate, permutarea (2) nu este neapirat determi-
natd in mod unic, dar:

x fuind un punct dat al axei reale, ovice permutare (21) pentru care
sirul (28) este nedescrescitor este o permutare consecutivd permuldrii imifiale
1,2, ..., n31.

Proprietatea aceasta subzisti indiferent de faptul ci x coincide sau
nu cu un nod.
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Daci permutarea (21) se bucu:ur_ﬁ de proprie:tatea cd este pg51b11 fg
a gisi un «, astfel ca sirul (28) =4 flve nedescrggcetor, vem zice ca_aC_‘GIES
permutare sau formula (28) corespunzitoare verificd ?1 oprictatea de.mammwm.

Formulele de interpolare (23), pentr‘u care sirul (28) dev.zne ne-des;:
crescitor pentru un x C(él}venabll, auléar’,cm deci toate tabloului 1 forma

: i e in ordinea crescitoare. '
o HNOSUE(I)I;‘[;%SE 2» formule (23) apartinind tabloului 1 verificd proprie-

tatea de minimum studiata. I . -~
Se aratd in lucrarea [2] ci cel putin 2n dintre aceste formule verifica

rietatea de minimum. _ . ]
Propl"entru n—=1,2 cele 2, respectiv 4 formule aparfinind tabloului 1

ifica i ea de minimum. -
Vcrlfgzcgrgpiega; % + Xy £ % + %, T dintre cele 8vf01'n:u1e -?paxjcn:m’d
tabloului 1 verificd preprieteteca dfe minimum, iar dacd %; + %, = %, + %43,
toate cele 8 formule verifici proprietatea de minimum. K »
in cazul n =4, dintre cele _lﬁuformulq (22) aparfinind tabloului I,
cel putin 11 si cel mult 14 verificd proprietatea de minimum. i
Ar fi interesant de vizut, pe_,ntru " oarecare, ca;e este numi{u_ 111111;18;
(>> 2n) si care este numirul maxim (< 2% _d;aca n > 3) di perdmu arjlﬂici;)lum
cutive permutirii inifiale, care pot verifica prcprietatea 1e m e
Pentru o configuratie datd de noduri, numdrul formule ?II care \;crexq
fici proprietatea de minimum se poate de’germma usor. Peptr? ¢ et2e8rm1n Tt[:l
acestui numir nu este nevoie si examindm monotonta girulul ( )lpe_l 1
toate valorile lui %, ci, din motive de contulnultavteu, numai acszle VaAon 21;:,
lui & pentru care girul (28) este nedescrescator fard a fi crescator. ceaiem
revine la a examina valorile (in numar finit) ale lui », pentru care av

(r 7 5),

|x — %, = |% — %
egalitate care nu poate avea loc decit daca
5t %

2

o ——

Este destul deci si examinim numai punctele x care coincid cu mij-
i 4 noduri.
loacele segmentelor determinate de douaﬂ L
in pgrticular, daci nodurile (22) sint echidistante, plunc:fcleie xi 1(1:2;:
intervin sint nodurile insisi precum si mijloacele segmentelor determ
de cite doud noduri consecutive.
i a
O entimerare detaliatd, pe care nu o mal reproducem, ne conduce 1

rezultatul ci daci nodurile sint echidistante, numérul formulelor (23)

apartinind tabloului 1, care verificd proprietatea de minim, este egal cu

R

423 — 2n — 6,

unde [«] este intregul cuprins in o.
Pentru aplicarea formulei de interpolare,
acea formuld (23) care verificd proprietatea ca sirul (28)

in punctul x se va a}]ege
este nedescrescator.
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54 presupunem, in particular, ci nodurile sint simetrice fati de un
punct al axei reale. Acest punct poate fi originea 0. Trebuie atunci si dis-
tingem doud cazuri, dupi cum nodurile sint in numsr impar sau par. Dacj
presupunem cd se interpoleazd in vecinitatea originii, trebuie de asemenes
s distingem doud cazuri dupi cum punctul x este la stinga sau la dreapta
lui O.

Cazul I. Numdr impar de noduri. Nodurile in ordine crescitoare
se pot scrie atunci (n = 2&)

ol gy oy e O B

iar permutdrile care verifici proprietatea de minimum corespund urmi-
toarelor permutdri ale nodurilor :

0, —tl; —8, & Joby =t b,
IR T ST

dupd cum x este la stinga sau la dreapta lui O.

Dacd x este suficient de aproape de origine, acestea sint de altfel sin-
gurele permutiri care verifica proprietatea de minimum.

Formulele de interpolare corespunzdtoare sint generaliziri cunoscute
ale unor formule ale lui Euler, la care se reduc cind nodurile sint echi-
distante. Fidcind media aritmetici a acestor formule, se deduce o genera-
lizare cunoscutd a formulei de interpolare a Iui Stirling (inutil si scriem
aici explicit aceste formule).

Cazul II. Numdr par de noduri. Nodurile in ordine crescatoare se
pot scrie atunci (n = 2k — 1

— by by e =1, bisite, ety Urs

iar permutdrile care verifici proprietatea de minimum corespund urma-
toarelor permutiri ale nodurilor :

B by iy oy« s uy — b
by, —by by, — 4y, ..., U, — 1,

dupd cum x este la stinga sau la dreapta lui 0. Aceste permutiri sint
dealtfel singurele care verifici proprietatea de minimum daci # este
suficient de aproape de origine.

Formulele de interpolare corespunzitoare sint generaliziri cunoscute
ale altor formule ale lui Fuler, la care dealtfel se reduc daci nodurile sint
echidistante. Ficind media aritmetici a acestor douj formule, obtinem
0 generalizare cunoscuti a formulei de interpolare a lui Bessel (inutil si
mai scriem explicit aceste formule).

Proprietatea de minimum pe care am stabilit-o constituie o justifi-
care a utilizdrii acestor formule, in cazul cind se interpoleazi in mijlocul
tabloului diferenfelor divizate.
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4. Ne ocupim in continuare cu cazul particul_ar important al nodu-
rilor echidistante, studiat in lucrarea [3]. Atunci printr-o .tfagsformar.e
simpli, problema de interpolare se pune sub forma egalitdfii aproxi-

mative.

: 106 25 zi z(x — 1) ”(x — v 1) A:f(a), (29)
n=0

icienfii Ay a i lui de diferenfe
unde coeficientii A f(#) se calculeazd cu ajutorul tablou f
ale ?ralorilor fla —[-kvk), v=0,1, ..., n, ale funcfiei f(x) pe noduri.
Calculul valorii polinomului

Hy =5 Sttt i) 30)

v=0

pentru o valoare datd a lui x, se face pe baza schemei

o= ol = j —0). (31
Popr =4 vf(“) +myv- v=01...,7% (y=20) (31)

Atunci
Yutr = L(%). (32)

Intr-o astfel de schemi de calcul insd, in mod practic, fiecare nt_lm:;r
Y41 Se calculeazi aproximativ, folosind valorile aProxm}atlve dei]a ob{;mu o
ale numerelor precedente v, -+ s Y1, Yy. Dacd notim cu y, va oarea_.
aproximativd astfel calculatd a lui y, si cu ¢, corecfia respectivd, succe
siunea de calcule se va face, in loc de (4), pe baza schemei

Forr F o= A fl) +2=21V5 v—0,1,.m (3,=0).  (33)

n—vy-41 v
Avem atunci
L(x) =Yuwta + ¢ (34)
unde corecfia ¢ este datd de formula
R N TSN Gl 2 NS (35)
c= ‘g} " +1

Daci eroarea absoluti maximi in calculul wvalorilor aproximative
ale numerelor y, este < e, deci dacd

leo| = e, vi— L O] (36)
avem
le| < & &y(#), (37)
unde
K,(#) 2l EE—10 ... (—v+1) 4 (38)
(%) =

vl
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Formula de interpolare (29) este avantajoasd in special cind x este
aproape de 0. Aceastd afirmafie este justificati, de ex., de cercetirile

noastre anterioare asupra utilizarii practice a formulelor de interpolare [2].
Este deci suficient si studiem aici cazul cind 0 < % < 1. Avem atunci

Kg=g—0=2B-d b8 . .pq (39)

»
n !

si se vede cd K,(x) este crescitor in intervalul (0, 1). Rezulti ci

1=K\0) <K(x) <K(1)=2 xe (0,1), (40)
deci
el < 2e. (41)
Un tablou al valorilor lui K,(x) poate fi utilizat in practicd pentru
obtinerea unei delimitdri mai bune.

Dim mai jos tabloul valorilor Iui K\(x) pentru x =19 -10-1
v=1,2,...9 sin=234,5,6.

»

Tabloul 3
n ‘
2 3 4 5 6
X
0,1 145 1735 1941626 21027925 2234412625
0,2 28 328 3616 387136 4075648
0,3 405 4645 5046625 53438375 5576636125
0,4 52 584 6256 655552 6785152
0,6 625 6975 7265625 75390625 7744140625
0,6 72 776 8096 832448 8492032
0,7 805 8505 8766625 89392975 9063046125
0,8 88 912 9296 940864 9487488
0,9 945 9615 97016256 97553325 9792032625

In acest tablou valorile sint calculate exact $i nu figureazi decit par-
tea lor zecimald. Partea intreag} este evidert 1 Feste tot. Pentru o valoare
a lui x care nu figureazi in tablou, se delimiteazi superior K,(x) prin va-
loarea sa pentru valoarea imediat superioard a lui x care figureaz3 in tablon.
Este clar cid pentru 0,9 <x < 1 nu putem ‘obtine pe aceasti cale o deli-
mitare mai bund decit (41). In practici este suficient si luim nigte valori
aproximative convenabile ale valorilor care figureazd in tablou.

Formula (37) di pentru ¢ delimitarea

— eKy(x) < ¢ < eKy() (42)

inferioard si superioari. Cind natura calculului indici anumite conditii

suplimentare verificate de corectiile ¢y, o analizi mai amidnunfitd permite

A precizim aceste delimitiri.
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S3 presupunem ci sintem in cazul in care 0 < x <1 si, ceea ce se in-
timpla des in practicd, ci numerele y, sint pozitive. Aceasta va avea loc
i i ive.

aproape totdeauna cind Aif(a), v=20,1, ..., n sint numere pozit
Pentru a calcula produsul

x—?-z+vy (43)
n—v-4+1

se calculeazi totdeauna intli o valoare aproximativa, de exemplu prin
lipsd, a valorii sale absolute, care in cazul nostru este

i (44)

x—n+v

n—v+1
Acest caz are loc de exemplu dacid se calculeazd numerele (44) cu un nu-
mir oarecare de zecimale exacte. "
Dacd presupunem ci ¢ = 0, ceea ce pfiac 1
presupunem aici cid valorile funcfiei pt.a‘]no uri
a1 itii i corectiile ¢,, ¢, . .
vedem cd in conditiile de mat sus t 5 Ons
iat c,q >0 (5i< €).
Vom avea atunci

c este acceptabil, deoarece
nu sint afectate de erori,
., ¢, sint <0 (51> — &)

— e[K (%) — Ka(9)] < ¢ < el(4), (45)
unde
[u_;l:lx(l—x)(zﬁx),...,(2\;41—3') (46)
Kalx) = ; @y! '

Pentru delimitarea lui K,(¥) observam ci pentru n = 2 avem K(¥) = 1,
iar pentru # >2 putem scrie

Ky(x) = 1 4 xK;(%), 20
unde
Hlak= 7 (2v) !
v=1

i a in i Iul (0, 1) si vom putea
ia K,(x) este descrescatoape_ in interva , 1) 5 _bu
utilizf;uﬁ(;} tablgfl )de valori ale funciiei K,(¥) pentru delimitarea lui K,(x)

i formulei (47). \ J ]
E %:Eg.mflorrsgm un ‘Eab)lou al valorilor lui Ky(x), pentru valorile &,,

v=0,1,...,m—1 (m >1), ale variabilei, unde
0= E < .. =iy = S
azi in acest tablou, formula (47) ne dd delimitarea
Ky(x) < 1 + xK3(E),
presupunind ci & < & < &4y

(49)

si dacd x nu figure (50)
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Trebuie si observim ci din (13) si din faptul cf Ky(%) — Ky(x) >0
rezulti ci

Ky(x) < 2, (51)

asa ci pentru £ < x <, delimitarea (50) nu ne va da o delimitare
mai buni decit delimitarea imediats (51), decit daci 2K3(E) < 1. Deci
pentru ca tabloul construit si dea o delimitare mai buni decit (51) pentru
orice 0 << ¥ < 1, este necesar si suficient ca si avem

BB 1, S =0T, oot 1. (52)
In particular, prima condifie (52) se scrie

2]

care, din cauza divergentei seriei armonice, nu este verificats pentru »
destul de mare. Daci deci numerele £, v =0, 1, <.+, — 1, sint date,
pentru » destul de mare, conditiile (52) nu sint toate verificate. Aceste
conditii sint insi verificate daci, de exemplu, £, sint punctele care impart
intervalul (0, 1) in 10 parfi egale si daci # << 8. Pentru aceste valori ale
lui &, si # avem urmitorul tablou de valori ale functiei K,(x).

Tabloul 4
7
3.5 5,6 7.8
0,0 5 75 916
0,1 45 656625 788245125
0,2 4 568 670144
0,3 35 483875 561477875
0,4 3 404 461408
0,5 25 328125 369140825
0,6 2 958 2839253
0,7 15 187375 205053375
0,8 1 122 131856
0,9 05 059625 0637027916

In acest tablou valorile sint calculate exact si nu figureazs decit partea
lor zecimali, Partea Intreagi este peste tot egald cu 0. Pentru a delimita
pe Ky(x) cu ajutorul formulei (47) pentru o valoare a lui % care nu figureazi
In tablou, se ia din tablou valoarea lui Ky(x), pentru valoarea lui x imediat
inferioari si care figureazi in tablou. Se verifici cf condifiile (52) sint
satisficute in aceste cazuri. in Practicd, se pot lua bineinteles si aici niste
valori aproximative prin adaos, convenabile, ale valorilor din tablou.

16-—07 -
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Pentru # = 3, 4, in multe cazuri se poate obtine destul de usor di-

rect, delimitarea lui K,(x) cu ajutorul formulei

Ky) =1 2020+ 0C-2 (54)
2

Pentru delimitarea numdrului K,(x) — K,(x) observim ci el este

egal cu x pentru » = 2,3, iar pentru » >3 se poate scrie

K (%) — Ky() = xK,(x), ‘ (55)
unde L
[T] ) (56)
2 (1—22—2% ... 2v—x
S = @v + 1)1

v—1

este o functie descrescdtoare in intervalul (0,1). Se pot face observatii

i relativ la utilizarea unui tablou al valorilor

Ial.ﬁal?{a%ﬁeﬂ) Cgefl?clr?l eltmitoren Tu K,(%) — Ky(x) prin formula (55). Din
formula (40) si din K,(x) >1 rezultd h
K ~Hg <1, re il

si conditiile pentru ca ?abloul sd dea o (lielngiiciarz n;?;t bl;ﬁ?ﬂ ergfel o
Baci 1 Ros 1< gggasigltco(fdififtﬂ(:%)si:;ur-anjcé nu este verificatd pentru
i :dzza;ecé K = 1. In cazul acesta nu _poate fi deci vorba
816“:1;:% jcca tabloul sa ‘dea o delimitare mai buni decit (57) pentru orice

ol Conditiile necesare gi suficiente

O <% < EM41 §1 OI'iCE E.om—l ‘-—<.. x . Em_l
entru ca si fie astfel se scriu :
F E;+]K4(E¢)<1, ‘b=0, 1fn ,m—-2 : 3 (52
In tabloul 5 dim valorile lui K,(%) pentru valonl% lui ¥ care impa
intervalul (0,1) in 10 pirfi egale si pentru 4 < n 9.

Tabloul 5
3 4.5 6,7 8,9
3 53 6761804
8’(1) 385 4461675 5571044625
02 | 24 38288 _ 4675136
03 | 1983 29740083 36059174583
04 | 16 23488 2808064
05 | 125 1796875 2119140625
06 | 093 131413 15295573 B
07 | 085 0896675  1030525553571428
08 | 04 05408 0614016

0,9 0183 02430083 02727179583
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In acest tablou figureazi pirtile zecimale exacte ale i iei
K,(x). Partea intreagi este peste tot egali cu 1. Delimit;réla(.)r&(;réuﬁstim
— Ky(%) cu ajutorul lui (55), utilizind acest tablou, se face in acelasi fel
cum s-a procedat la delimitarea lui K,(x) cu ajutorul tabloului 2.

Conditiile (58) sint indeplinite in aceste cazuri. In felul aritat maisu
tabloul 5 dd o delimitare mai buni decit (57) pentru >

I 0 <x<0,9819% ... (n = 4,5),
l 0<%<0976275 ... (n = 6,7), (59)

' 0<x<0973452 ... (n = 8,9)
respectiv. ' '

5. Rezultatele precedente se pot extinde la l i drii pri
polinoame de doud variabile [4]. T R o

. ©d consideram (13@ + 1)(» + 1) puncte (v,9), ¢=1,2, ..., m +1
1=1,2...,n 41, in plan, formind o retea dreptunghiulari de noduri.
Pentru fixarea notafiilor vom presupune ci X < Xy < ... < H .
N <Y <....<Y,, Permutarea P(n,#,, ..., %y11; §,, ...,5 5”“:1’
refelei de noduri este definitd de o permutare 7,7, ..., r 5y a’in"cfi]cilor
1,2, ...,m 4 1, de o permutare s,, Sgs +0 0y Spgq @ indicilor 1,2, ...,4 4+ 1

g.i' de renumerotarea coordonatelor nodurilor retelei, astfel ca si avem
xi=2x,1=12...,m-+1, y':ys]., (= e
Sd introducem notatiile

i Koy Butps « o or Bgy
Dé:d ) —[ Py T ;f] (60)
Yw Yot oo 0 Yyuti
pentru diferenfele divizate pe punctele (x),,, Meknly o =01, . .

P=0,1,...,7, relative la functia f(x, y).
D.d. = (diferenta divizatd sau diferentele divizate).
Dyi[f], v=1, 2, cemy 1 —i4, p=1,2 ce, 1 —7,
- 1=0,1,...,m =01, ..., n (61)
constituie tabloul d.d. corespunzitor permutirii
a refelei de noduri.

. Pl Baioen Wi 51, g e ; A
Sistemul de (m + 1)(n + 1) d.d.
Dlili[f],iZO,l,---,nz;7':0,],...,n, (62)

formeazd un sistem Inlintuit de d.d.

Dacéd fiecare termen al unui sistem Inlinfuit d i

Dac : : e d.d. apartine unui
aceluiagi tablou de d.d. vom zice ci sistemul inlantuit considerr)at, apartirllle
g;:es’iu} Eal]);pu de Id.d. In particular, sistemul inlinfuit (€2) aparfine ta
loului 2. Bineinteles insd sistemul inldntuit (62 ine f : $imp
- alI!:OI‘ el fuit (62) apartine in acelasi timp

n  particular, tabloul 2, corespunzitor arii  initi

g g ! permutidrii  initiale

BALD, W, mel T e 1) a retelei de mnoduri, se wva Ifumi
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tabloul normal de d.d. si orice sistem Iinlinfuit de d.d. aparfinind
acestui tablou se va numi un sistem inlinfuit normal de d.d.. In cazul

permutdrii inifiale avem
. 4] 17 v+1 V-t |
v =1, S}'=]» DV.F[ﬂ=[ ' ’ +.|f]
Yw Yotrr -+ Yuti

pentru toate valorile posibile ale lui ¢, 7, v, p.

e

Permutirii P(#y, %oy -+ ) ¥mi1; S1 Sas - Suyy) @ Tepelei de mnoduri,
ii corespunde polinomul de interpolare de doud variabile, care sub forma

sa generald este [2]
L (%, 9) =

"

e i S (@ =) (x—x) . (= 2) (¥ — ) (Y —94) - (9—95) D)
= iz _ (63)

7

unde 0 =m; < n, 2 =0, 1, ..., m, iar pentru 7 = 0 respectiv j = 0 pro-
dusul (¥ — x,)(x — %,) ... (¥ — %) respectiv (3 — ¥5,)(y —¥s). .. (¥ — ¥5)
este inlocuit cu 1.

Pe un punct de interpolare dat (x, ¥), determinarea unei valori aproxi-
mative pentru f(¥, ¥) cu ajutorul polinomului (63) necesitd calculul va-
lorii numerice a acestui polinom. Acest calcul se face prin executarea,
exact sau aproximativ, a unei anumite succesiuni de operatii elementare :
aduniri, scideri, inmultiri si impirtiri. Deoarece operafiile se executd in
general aproximativ, va rezulta o eroare de calcul care depinde de preci-
zia cu care s-au executat calculele precum si, bineinfeles, de ordinea efec-
tudrii acestor calcule, adicd de programul pe baza ciruia ele au fost exe-
cutate. Nu vom lua in considerare erorile de care sint eventual afectate
datele problemei, deci coordonatele noduriler §i valorilor funcfiei f(x, )

pe aceste noduri.

*

Pentru a calcula valoarea numerici a polinomului (63), poate fi utila
si o modificare a expresiei lui, punind

X— Xr. y— Y
’;, Y():ll Y :_’_‘

i ]

X'):l, X,'=

unde %, (= 1), &, ks, s By Lo (= 1), I, Ly, ..., L, sint niste numere date,
diferite de 0. Avem atunci

Lz ) =33 XXy ... Xi¥oYy ... YiEy
i=0

] j=0
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care se calculeazd, deobicei efectuind suma
i XoXy ... X4, (64)
in prealabil fiind calculate sumele
A,—:iYOYl...Y,-E,-,j,£=0,1,...,m. : (65)
=

Fiecare dintre sumele (64), (65) este de forma

€oCo F €oe1Cy + o .. + 6464 ... Coll. (66)

Sd presupunem cd adundrile si sciderile nu comporti erori (ele se
efectueaza exact, sau, in orice caz, cu niste erori care se neglijeazd). Atunci

dacd calculdm suma (66) pe baza schemei
eolCo + ¢1(Cr + « .. + €a—3(Caey + caC) .. .)) (67)

aga cum se procedeazd de obicei, eroarea provine numai din efectuarea

celor a + 1 inmultiri succesive cu ¢4, Co_y, ..., ¢, Tespectiv. Liste usor de-

vazut cd dacd aceste Inmulfiri se efectueazd cu o eroare absoluti cel mult
egald cu ¢, rezultatul aproximativ obtinut va avea o eroare absoluti
mai micd decit
a—1
g(1 + 3 1l o l) (= & dack &« =0).
=0
In cazurile pe care le vom considera efectiv, inmulfirea prin ¢, nu comporti

erori (vom avea totdeauna ¢, — 1). In acest caz eroarea absoluti a rezul-
tatului este mai mici decit

oe—1
52 | €oy €15 -vvh ;] (=0, dacd a = 0).
=0
Sd aplicim aceastd schemi de calcul sumelor (64) (65). Suma (65)
este de forma (66), unde punem
“=ﬂ:‘pcv=ywcr:Ei,v V=0,1,...,ﬂ,—.

Deci, dacd efectuim calculele pe baza schemei (67), inmultirile fiind
executate cu o eroare absolutid < e, rezultatul obfinut 4; este cuo eroare

|
absolutd e |Y, Y, ... Y;| (=0, daci #n; = 0). Rezulti ci aproxi-
iZo
marea sumei (64),
XX, ... X4, (68)
i=0

are o eroare absoluti e | XX, ... X [2 | Yia¥s e o Y,-l).
i=o
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Suma (68) este de asemenea de forma
m:?n:cv=Xv:Cv:zvs VZO,I,-..,M.

Deci, daci si aici efectudim calculele pe baza schemei (67), inmulfirile
fiind executate cu o eroare absolutd < e, valoarea aproximativi obtinuti

n—1
pentru (68) va avea o eroare absolutd cel mult egald cu &30 XA il 2G|
=0
(=0, daca m =0).
In definitiv, deci, ficind calculele pe baza schemei indicate, obfinem
pentru L(x, y) o valoare aproximativd cu o eroare absoluti < eM, unde

m Lo EEE m—1
M=% XX, _..X,-|(2 ¥, ¥, ... Y,-|] +3 XX, ... Xl (69)
i=0 i=0 i=0

*

Ne putem pune problema de a gisi, pentru punctul de interpolare. dat
(%, ), aceea permutare P(ry, #;, ..., ¥piq’ Sis S 000y Sppq) & tetelei de
noduri, pentru care numérul M dat de formula (€9) este. cel mai mic po-
sibil. Dacid aceastd condifie este indeplinitd, vom considera ci polinomul
(63) este cel mai avantajos pentru calculele numerice (ficute pe baza sche-
mei indicate).
Atit sumele
#;—1
By= Y [¥o¥ .. ¥l (70)

i=o

cit 5i suma (69) sint de forma

So + 8v, Sy + 54,8, Sg - oo - SySv o 8y 50 (71)
unde Sg, Sy, ..., S, sint numere pozitive, iar sy, Sy, ..., Sy, este o per-
mutare a unui sir s, S, ..., S, de numere pozitive. ;

oirul (70) este de forma (71), unde
L 1, S, =i,

Viods se ]

a=n;—1, sj=|y—y;l, vi =s; S;
iar suma (69) este de forma (71), unde

a=m, ;= |x — x|, v; =7 S;

n:—1
1 : .
o e Y., Y—),
|kok1...k,-|( R 1YY il

flm —1

3 i s Y,-|), S

, 1
Gem Bl oy il 5,,,:—(
Vi v B Nt
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Avem acum urmitoarea

LeMA. Suma (71) isi atinge cea mai micd valoare a sa dacd sirul
Sy, Syy + s Sy, eSte medescrescdtor (cu alle cuvinte pentru o permutare ne-

descrescdtoare a siruwlui sy, Sg, ..., Sa).

Demonstratia este imediatd. Se vede ugor ci minimul este atins
numai pentru permutirile nedescrescitoare ale sirului s, S,, ..., Sa

Din lema precedentd rezultid atunci urméitoarea

. . ;
'lj:j,IOI{‘EM.Zﬂ.. Dacid permutarea P(ry, 75, .., Ymgx; S, Spy - -, Spyq) eSte
astfel incit sirurile

|2 — ., |2 — 2.0 ..lx— 2,15 1y =9l ¥ = 9,| s [y—,_, |
sd fie nedescrescditoare, numdrul M isi atinge cea mai micd valoare a sa.
*
Rezultd din cele precedente cd dacd sirurile
2= % | |8 =% ls o [B = 15 1Y =Y [ —5els oo os V=Y | (72)

sint nedescresciloare, polinomul (63) este cel mai avantajos pentru cal-
culul unei valori aproximative a lui f(x, ¥). In acest caz, pe baza unui re-
zultat anterior [2], permutarea #, #,, ..., 7,1, trebuie si fie consecutivi
permutdrii 1,2, ..., m + 1, iar permutarea s,,s,, ..., S,.; consecutivi
permutdrii 1,2, ..., n 4 1. Aceasta inseamnd ci pentru orice ¢ (t =1, 2,
cenymif 1, respectiv £ =1,2, ..., m 1) sirurile #,%, .o, % 81 5, 8,
., 5, sint formate din cite # numere naturale consecutive (intr-o anumiti
ordine). :
Cind sirurile (72) sint nedescrescitoare si, in acest caz, polinomul
(63) este avantajos prin calcule in sensul aritat mai sus, sistemul inlin-
tuit de d.d. corespunzitor este un sistem inlinfuit normal. Este deci su-
ficient sd folosim tabloul normal de d.d. pentru a putea construi toate poli-
noamzle (63) avantajoase, dupid diferitele pozitii ale punctului de inter-
polare. ’

Putem, ca si in cazul unei singure variabile [2], si studiem diferite
cazuri particulare, Dacd punctul de interpolare este in vecinitatea unuia
din nodurile extreme (xy, %), (%, Yut1)s (Bt Y1)» (Btss %uyq), gasim ca
cele mai avantajoase polinoamele ordonate dupa diferenfele ascendente
si descendente in raport cu %, ¥, deci acelea pentru care sistemul inlintuit
(62) corespunde permutdrilor P(1, 2, ..., m +1; 1,2, ...,n 4+ 1),
P12 ... m+1;,n+1,m....,1),Pm+1,m,...,1;1,2, ..., n41),
Pim 41, m, ..., 1;n 4 1,n,...,1). Dacd punctele ¥; si y; sint respectiv
echidistante, deci daci

xi=x1+(i_1)h’!7’-:1121"':””"{“1» yi=mwn+ (G — 1)&,
I I e ) (73)
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si daci punctul de interpolare este in vecindtatea centrului retelei de no-
duri, gisim ca cele mai avantajoase polinoame (63) acelea ordonate dupd
diferenfele centrale in raport cu x si y.

In inceiere, observim ci in locul tabloului normal de d.d., putem
folosi tabloul format cu numerele 2ok, ... R Lyl ... L D;; [f], d.d.
fiind referitoare la permutarea inifiald a refelei de noduri. Dacd ludm
k; = ih, I; = k', pentru orice ¢, j > 1, numerele considerate se reduc la
diferenfele An4, f(x, y) ale functiei f(x, y). Tabloul normal de d.d. se
poate atunci inlocui cu tabloul diferentelor a cirui formare este deose-
bit de simpli, deoarece nu necesitd decit scideri succesive.

in sfirsit, consideratiile precedente se pot extinde la cazul a mai mult
de doui variabile independente.
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