PROBLEMA INTERPOLARII SI NOTIUNEA
DE FUNCTIE CONVEXA
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Ideea de funcfie convexd obignuiti este legatd de o clasdi de ecuafii
functionale importante si de interpolarea prin polinoame de gradul intii.
Studiul functiilor convexe de ordin superior este legat de interpolarea
prin polinoame de un grad dat oarecare si se bazeazd pe proprietifile
diferentelor divizate.

Funcfia reald, de o variabild reald, f(x), definitd pe o mulfime liniara
E, se numeste convexd, neconcavd, polinomiald, neconvexd sau concava
de ordinul #, dupd cum [x, %, ..., Xu49; f] >, 2, =, < sau < 0, oricare
ar fi sistemul de puncte distincte %, 5, . .., ¥, ale mulfimii E. Aici prin
[%y, %9, - - - %uta, /] se intelege diferenta divizata de ordinul » + 1 a func-
tiei f(x) pe punctele x;, %, ..., ¥,4p, # poate lua valorile —1,0,1,2, ...,
iar mulfimea E confine cel putin # 4 2 puncte. Aceastd definifie este data
deT. Popoviciu [16]. Ea conduce la studiul comportarii functiilor definite
pe mulfimea E, fajd de mulfimea polinoamelor de grad cel mult egal cu
. Este firesc deci si ne propunem de a da o definitie analoagd, inlocuind
multimea polinoamelor de grad cel mult egal cu #, cu o alti multime de
functii, care are proprietdfi asemdnatoare.

DErrNiTIA 1. Multimea F, de funciv reale de o variabild reald, definile
pe o multime liniard E, spunem cd este interpolatoare de ordinul n pe mul-
timea E, dacd sint indeplinite urmdtoarele condifii :

(A) elementele mulfimii F, sint funclii continue pe muliimea E

(B) oricare ar fi sistemul de n puncte distincle ale multimii E,

Xyy Fgs v v 00 F (1)
st ori care ar fi numerele

Mys Yoy - - o5 Y (2)
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existd in mulfimea F, o funclic si una singurd g(x), care satisface velatiile
de egalitate

&%) =9, 1=1,2 ..., %

Pentru simplificarea limbajului, o multime interpolatoare de ordinul
n pe E o vom numi $i mulfime de tipul 7,{E). In particular, £ poate sa
fie un interval inchis [a, 6], sau un interval deschis (@, b), semideschis
(@, b] sau [a, D). Tipul corespunzitor se va nota prin I,[a, b], sau I,(a, b),
1,(a, b] sau I,[a, b). Tunctia g(x) din definifia 1, o notdm prin simbolul
By %y, X5y . ooy Fmi Vi3 You oov, Y| %) SaU, pentru a pune in evidenta
faptul cd numerele (2) sint valorile unei functii f(x) definite pe punctele
(1), f(x) =v:, ¢ =1,2, ..., n, vom folosi pentru g(x) mnotatia

L(F'J; ‘."‘.h x‘b s X f -“:)-

Multimile de functii interpolatoare au mai fost studiate de I. §. Pia s-
ker si E. P. Novodvorski [14], M. I. Morozov [13],
L. Tornheim [22]. Acesti autori s-au ocupat indeosebi de problema
celei mai bune aproximirii a unei functii (), supusi la anumite conditii,
prin functii dintr-o mulfime interpolatoare.

In lucrarea [2] (a se consulta de asemenea lucririle (4], [6] si [8])
s-au dat mai multe teoreme de medie, pe baza cirora s-au studiat unele
proprietifi ale functiilor convexe fati de o multime interpolatoare. Un
astfel de studiu a impus o prealabild examinare a proprietitilor unei mul-
timi oarecare de tipul /,[a, ]. In acest scop s-au introdus definitiile 2 si 3 :

DEFINTpIA 2. Se daw punctele M, (x,, v,), My(xy, vy), .. ., Moy (% Y o),
Yy, Xy, ooy Xy g fiind puncle distincte ale intervalului [a,b], iar F, o maltime
de tipul I, [a, b], n > 2. Multimea functiilor din F u tare pe punctele x,,
t=1,2, ...,n —1, iau respectiv valovile y;, 1 = 1,2, ..., n — 1, 0 numim
spic interpolator de ordinul n — 1 al multinai F,, relativ la punctele M;(x,, v,),
t=1,2,...,n—1 si il notdm brin

- Xegy Koy i v 5 Mg
S { F” : 1 2 H—1 }
:ylr 3’21 ey _vu—l

In lucrarea [6] (vezi de asemenea [8]) s-a ardtat cd daca intervalul
[, b] este finit, are loc urmitoarea proprietate : pentrn ca maliimea M
de functii apartinind spicului

X1, Koy ooy Xy l
yl! y‘z’ 2, .._’\",,,1 I

sa fie compactd, este necesar si suficient si existe un punct Xy € [a, b], %y = x,,
t=1,2, ..., n — 1 si unnumdr K, astfel ca pentru ori ce functie A(x) € M
sd avem | h(x)| < K.

S{ B

Un rol important in teoria functiilor convexe o are notiunea de functie
n-valentd fafd de o multime interpolatoare.
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DrriNttiA 3. O functie f(x), definitd pe inlervalul [a, b], spunem cri"
este n-valentd fatd de o multyme F, de tipul I,(a, b], dacd, oricare ar |
g(x) € F,, diferenta f(x) — g(x) nu se anuleazd de cil pe cel mult n puncte
din [a, b]. .

Notiunea de functfie n-valenta, in cazul cind multimea 7, din definitie
se Inlocuieste cu multimea P, a polinoamelor de grad cel mult egal cu
n—1, a fost introdusi de T. Popovici u [19}. In cazul n = 1,
regisim notiunea clasicd de univalentd pentru functii reale de o variabila,
reald, _ :

In lucrarea [6] (vezi de asemenea [8]) se stabilesc teoreme de medie
pentru functii definite pe un numdr finit de puncte si pentru functii con-
tinue pe un interval finit si inchis.

Dintre aceste teoreme le enun{dm pe cele mai frecvent utilizate in
restul expunerii. Fie F, o mulfime de tipul I,[a, b]. Fie E, multimea de
puncte

M e o 5T N, m =n + 1,
situate fn [a, 0], iar
i Wesea oo Vi
numere arbitrare. e x;, x,,, ..., x;, n puncte oarecare din E,, astfel
ol LTy gy < e < By S

TroriMA 1. Dacd x; < xy < b, atunci

y 5 2 A I e e [ ) =
min LT, & %, %51 o onine X orpmntls M DL B B ) F=
et A o U S
L L(Fy: %3 Figr v o0 Fr s Moo Vit oot s il
T L(F,; % %jers -0 Bipno13 Vs Yitas =+ 00 Yign—a | Fo):
J=tgde b Ly yiy — 01

Aceasti teoremd, prin aplicarea ei la mulfimea P, are drept conse-
cintd o teoremi de medie datd de T. Popoviciu [16] pentru diferenfe

divizate : diferenfa divizati a unei funcfii f(x) pe » + 1 puncte oar]e‘:car?
din multimea E, este o medie aritmetici generalizata

:Ut'l: Kiay «++ s xi'"+l 3 A iy
a diferentelor divizate ale lui f(x) pe cite #» + 1 puncte consecutive
iy Mgy = ey X PIESE W e R e T
: e Loaal
Dindu-se punctele x << 2, < ... <T Xy din |a, b] si functia [(x)
definitd pe aceste puncte, se introduce notafia
D[Fy; %y %y o« o5 Bigy Fakny = oo Bptys ¥e5 [ =
= fla) —L(F, ; %y, Xy oo o5 By Bppppeace ool By 5 f [x;).
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TrOREMA 2. Dacd f(x) e e :
Do 2 . ste contin / . .
doud sisteme distincte de (pﬂ)mzcte ua pe iniervalul [a, b] si dacd peniru

Xy =L Xy =7 s X=s Xngy s?: x{ o ol == gt
' ]. 2 ES i a e 2
din [ﬂ, b] avem k.
D{F , X X, g - =
na A Ae, oL, Ky, X +1 A. L[ X1, X %! s f /
t fJ [ wa A, A2, ..., Xy, :1+1 ’ . J 5

tar A | ovi ; i -
ook B;i % (I<If’lt::;t)?2, orz_c;zfeAm ]‘zlmmmml C cuprins intre A4 si B, (A < C < B
existd in cel wmai wmic 1 e
a . t mic intevval carve cont i
v Lo B onfine punctele x; si
‘ Ea v Mg is sestem den + 1 puncte x)' o 1 ’
astfel ca D[F,; x| x 1 e
j [ wl B Y e % x:,’ﬂ,' f] L n n+1,

td "o

TE i - . Y :
o l(z)f;l;Lg;'r;tei}, ggzcg i(«ll) ;ste ;J functie continug pe intervalul |a, b] si
2 ; uncte X, < A 2 s ¥
are loc relafia D[F,; x,, %,, . ’t ."}]< () <tx,, < %4y din [a, b]
N ] 1 = " 7 n+1 = atuncy 8x18tc"f .
7 Xy, X ¢ ! U

<oirr(,¥1/:zn+1), ant’fel ca 1 orice vecindtate a sa sd existe n + 1 puncte Zjﬁﬂg
,fI‘ SESN 1< Xa < .')-:,H_] ﬁg'nt?’u Cﬂ?’eD[Fn; xif’ 't;.l 'U” ,ru ) f 1 0
: - . R A DA T A s =
o anael?yrgmlg e % si 3 generalizeazi mai multe teoreme de ;;;edig lcungscute
za, Prinfre acestea se numadra t 1 : :

diviza ; eoremele de medie pentru diferen
it te, teoremele de medie pentru alte functionale caf ; ?[3
erentele divizate etc. e generalizeaza

Pe baza teoremei 2 se demonstreazi

TrorEMA 4. Dacd f(x) e ]
{OREMA 4. ste o funciie continudg ke )
n-valentd fatd de multimea F, de tja"pul’fn[a ?ﬁmigwﬁgimmrwlm B

D[Fu: Xty g L x"'l-l;f]

pdstreazd acelasi semn ori ;
dstre YR L ovicare ar fi punctel
din [a, b]. g ;

DErINT » : 5 e
vanlug F[F(: A\ZIJ ]HAS: .ni::::gﬁa}! (:23 dgfmiﬂ tc}z; pe o multime E de puncte ale inter-
g 2l meste I¥,~convexd, F,-n e Lo '
mﬂ?ﬂ?ga saw F,-concavd, dupd cum neconcavd, F-polincmiald, F-ne-
F S X, !
de n —IE IMPM;z,c;.:J v< ?Ué"ﬂ’ fl1 = 2= sau <0 pe  orice sistem
se bres A 2 << -0 < X, < Ny ale mulfimii E. Mulfi E
. pisw.lpzme ca are cel putin n 4+ 1 puncte ’ : ILpmea
n S1i 7 Cle.
dust i Actinfla B B A oo g DLoTHIStEt le finepilor intro
: to urt le numim functii : <
de multimea F,. Dintre aceste proprietiti amintim {lc'FIl de ordinul » fata

TrorREMA 5. P ;
- Pentruca functia f(x), definitd /
o L 1 %), definitd pe multimea E fo i
i qiz;gif:l; ::;sf<'x2 =S e <v Ymy 20+ 1, sd fie ﬁ,,—convexjf;jmgz
§v sujicient ca ea sd fie F,-convexd pe fiecave sistem de ci
puncte consecutive din E. Sl L

Demon i i 2]
stratia teoremei 5 se bazeazi pe teorema 1. Pentru fiecare

(:Iﬂsa. (]e i”]l('.l:l fat de 1 avem te 0 [6() an 1 aga cu
1 de or dllll]] n a
. ) Cl rema alo g

Xx. Y. Log e
st R S ;\,,,<;\;”+]

T : ’ e P
EOREMA 6. Dacd [(x) este definitd pe intervalul [a, b] st este de ovdinul

n ’ata de M;ﬁtlii”zﬂﬂ j n 2 jbg acesi 1?-71.2 vall l at P
2 2 i . > ] A 3 ]
it dul ' ‘ :l { fj‘ = erva 3 UNCL eaq est(’, t:()ﬂ:t‘lﬂ@frﬂ- €
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TrorEMA 7. Dacd f(x) este o functie de ordinul n fatd de F, pe intervalul
[a b] si ea este I,-polinomiald pe n —+ 1 puncle 2, < %5 < ... < %y < X1
din [a, b], atunci ea este F,-polinomiald pe intervalul [xy, X,4q].

in lucrarea [6] (vezi de asemenea [8]) s-a elaborat un studiu al mul-
timilor de F ,-polinomialitate ale unei functii de ordinul » fatd de F,, pre-
cum si un studiu al punctelor de discontinuitate ale unei functii de ordinul
1 fatd de o mulfime de tipul I, [a, b], care generalizeaza functiile monotone.

TrorEMA 8. Dacd f(x) este o funclie continud pe intervalul [a, b],
conditia mecesard si suficienid ca ea si fie F,-convexd sauw F,-concavd pe
[a, b] este ca ea s fie n-valentd fatd de mulfimea F, pe intervalul [a, b].

Aceastd teoremi explicd legitura dintre definitia notiunii de convexi-
tate datd de noisi cea datd de L. Tornheim [22], observindu-se totodata
¢i definitia noastri e mai generald decit cea a lui I,. Tornheim.

Tot in lucrarea [6] (vezi de asemenea [8]) s-au studiat functiile de
ordinul # fati de o mulfime F,, care confine un sir de submultimi I, C
CEE o Euiny astfel ca F, sa fie de tipul I,[a, b] (in acest caz se
zice ci F, confine un lant interpolator de ordinul (1,2, ..., % — 1)).
Introducerea acestei notiuni permite studierea proprietatilor de descom-
punere ale multimii de definitie a unei functii de ordinul n fatd de F,.
Acest studiu se bazeaza pe o clasificare a punctelor de ordinul £, & =
=1, 2, ..., n— 1, fatd de submultimea Fy a lui F,, n > 92, ale unei functii
4 este F,-convexid sau [,-concavi.

f(x) despre care se presupune ca
Rezultatele prezentate mai sus ne conduc la interesante aplicatii

cu privire la ecuatii diferentiale. Functiile de ordinul » fata de multimea
G, a integralelor unei ecuatii diferentiale de ordinul #, in ipoteza cd aceastd
multime este interpolatoare de ordinul » pe un interval, prezintd anumite
proprietiti diferentiale, studiate tn lucririle [2], [4], [6], [71, [11].

Se consideri ecuatia diferentiala

0 =G, W, ¥, oo TS, (3)

asupra cireia se fac urmétoarele ipoteze
1°. functia G(x, y, y', ..., y" ~V)este continud fn raport cu ansamblul

variabilelor sale x,¥,9%’, ..., ¥ 1 pe domeniul definit de inegalitatile
a-< % < b, — i <yt e, — o0 << g < A o0,
i =1 2 D S

2°. pentru orice punct %, € [a, 0], existd o integrald si una singurd

y(x) a ecuatiei (3), astfel ca
y(x()) = Yo y“}(%) - _',\"()m. T | N e |,

numerele y,, vo@, ¢ = 1,2, ..., n —1 fiind date arbitrar.

DervITIA 5. Ecuatia (3) spunem cd este de tipul J,[a, b], dacd sint
indeplinite conditiile 1°—2° st multimea G, a integraleloy sale este de tipul
I,[a, b].
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., EE((Z);‘E,I?” 9., l*;ze H#%) o funciie contimui
L= ata. continud pe (a, b). Dacd ecuati ’
: s y D). L ecitafra (3) este de lipul
f;z' ;:;d 0 inlegrald care pe n+ 1 puncle %, < x, <) ok i i ”Hr "f,,[a, o
omnerde cut f(x), atunci existd un punct x, € ('T'l)dﬂ:rfrlvl,) astfei '“(‘J;rl . L% 7]

SO%9) —G(x,, S, - s SO )Y =40,

Pe baz : y ; :
gl fuzi;?ﬂgegzemeé_{) se gasesc inegalitatile diferentiale care caracteri-
(3), presupusi de ti?ﬁrulm}ﬂf : bﬂati:rde mulfimea G, a_integralelor ecuatiei
prietate : Jnla, b]. Are loc, spre exempln, urmitoarea pro-

Dacd f(x) este o juncti

e icine Cu a no— a  derivald continud be 1
la, b] si ecuatia (3) este de tipul [, [a, b] atunci ,,;,:gga;;;;:;apt e

S0 x) — G, i), o fONE) >0, xe o

este suficientd i S
{Zr(/\‘;;;cenflr;e;bm}htrj ca [(:\r) sd_ fie G,-convexd pe [a b

i galitafi diferentiale ii gasesc aplicatii in studiul problemei
ale pentru ecuatii diferentiale ) . : ul problemei
In lucririle T T Vi gar

ciente pentru ca J()G Jn'nl[llilﬁ‘lebfl mfﬂl (;:%}1 teoreme care confin conditii sufi-

i ' e functii continue pe un interv 5 o

interpolatoare de ordinul % pe acest interval 13> I interval dat si fie

la
Tot ca aplicatii iunii i 5
. ]ucrare; [g]iez}el;iaéee 1"1a0;t1111111 de [fél]nctle convexd s-au pus in evidenta
- 3 y semenea ), citev roprietati
T |  de s 8y eva proprietiti legat 2
i m:i ';%)ro?lmat:e in sensul lui P. L. Cebisev. Aceste pr% )rtl;eS"e | 55
- [e » (4 &) 3 H a ? ; a S
& ey :;Z:z f 1:111@11 de 9rd1nul # fatd de o multime de f:ipull I [am!ﬂe
i lucmreaa zhu aceastd ocazie o teoremd a lui T. P o po :f ici u
e adevLar lcj’l Vse da}u exemp}e de multimi interpolare F, pentru
T Fa Laarproprlat.t—ltea fa In cazul unei functii f(x), F,-con
; tia » care se abate cel mai puti i b 4 <
: gin K, abate ce pufin de la f(x) 1 inge
batgrea maximma in extremititile intervalului [a (')]f( i s
a o0 aplicatie a teoremei lui Hr
o uide la Vallée P in s inut i
= i ore alleée Poussin s-a obti: rares
| urmétoarea generalizare a unei teoreme a lui He]lvl:'1 S
/unga';la‘r;]ijmfA Ll. Dacd se daw segmentele S ;
ey egale, sita ; . ) i e
e gba] a,q::’h’mﬁ;. pe directia paraleld cu axa OY, cu proiectiile in inter-
p ) 0;’7:66,‘?‘1}523;’”; timea E, de tipul 1,[a, b], are loc prapf:z'emtea' ’d'ncri
/ Stsvem ae cite n + 1 segmente s, s; S;, ., existd o functie
in I, al cdrei grafic le int . i e e g B .
e b ersecteazd, atunci existd o functie in F, al cirei
niersecteaza loate cele m segmente date ’ 4 i
Mention3 i .
flondm de asemenea urmitoarele doui teoreme de medie obfi-

nute i rar 31, privind £ ;

Covime o s ploh Brivind nctiomlele defnie e mljinca funcio
S 1 a, b]. Fie F, ., i £

lar I, o submultime a ei de tipul 7, [a, b’]H]nO}/niultlme ge toul Lnle. 2

Sp, vy Sy, 2 n-t1, de

TrorREMA 12. Daci A[f] )

i i = este o functionald definitd be wmultin

filor continue pe intervalul [a, b] -}‘i'sfnt’ inde;)h'ni'tznitoﬂ;é’jf';;ziﬁ.lf it
TR {f} — (_)' daci f € Fu . |

2°. Alf] £ N -
- A[f] 70, dacd f este F,-convexi sau F,-concavd pe [a, b]

pe intervalul [a, b] si cu a
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atunci, dacd g(x) este o funclie continud pe [a, b] 5t A[g] = 0, existd 1 + 1
puncle %, %3 .o Futis in [a, 0], astfel ca
ALLB g, $is By o o0 5 i 3 | BIISO

Aceastd teoremd confine ca un caz particular cunoscuta teorema data
de T. Popoviciu [18]:

Daci A[f] este o funcfionald liniard, definitd pe marlitmea  funclitlor
continue pe intervalul finit [a, b], §1:

1°. A[1]=A[x] = ... =A[» ] =0, 4d[2"] &0,

2°. A[f] % O oricare ar fi functia f(%) convexd de ordinul n—1, atunci
existd pentru orice [ din multimea de definifie, n-+1 puncte %,, %5, ..., %ut1s
in [a, b], astfel ca A[f] = A[*"][%1, %5, - ) Yuta, il

Aceste teoreme au fost aplicate la cea mai buni aproximatie a func-
tiilor continue prin polinoame (a se vedea lucririle [6] si [8]).

O extindere a teoremei 13 la cazul neliniar, in ipoteza ca A(f) este
o functionald continud pe mulfimea sa de definitie, a fost datd in lucrarea

[6] (vezi de asemenea [8]).
Rezultatele de mai sus au condus la extinderea nofiunii de mulfime
interpolatoare la spatii abstracte. Aceste rezultate sint confinute in [10],

[127.
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