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I Cercetirile din domeniul nomografiei, ficute la Institutul de calcul
din Cluj, se incadreazi in urmitoarele categorii de probleme :

| 1) stabilirea conditiilor in care o ecuafie poate fi reprezentatd cu
I un anumit tip de nomograma ;
f 2) forme canonice ale ecuatiilor reprezentabile cu anumite nomo-
‘ grame ;
3) precizia calculului nomografic si determinarea transformarilor
’ nomogramei, care conduc la precizia maxima ;

4) noi tipuri de nomograme.
|_‘ Relativ la prima categorie de probleme, menfionam de la inceput
| ci sint cunoscute in multe cazuri conditii de reprezentare nomograficd,
| dar de cele mai multe ori aceste conditii se referd la clasa functiilor, care
| admit derivate parfiale de un anumit ordin, iar condifiile se exprimd sub

formé de ecnatii cu derivate parfiale. Am considerat cd restrictia de deri-
vabilitate nu este o conditie fireascd impusi de naturd nomogramei gi
de aceea am cautat conditii de reprezentare nomografici si in clase mai
vaste de functii, in particular in clasa functiilor continue gi strict mono-
tone in raport cu fiecare variabili. Conditiile iau forma unor ecuatii func-
tionale sau a unor conditii de inchidere relative la fesutul format din curbele
nomogramei. In acest fel am ajuns pe de o parte la studiul unor ecuafii
functionale legate de nomografie, pe de altd parte la studii din teoria
| tesuturilor. De teoria fesuturilor este legatd foarte strins teoria cvasigru-
purilor, cici ori ce tesut generazi un cvasigrup si invers. Rezultatele din

acest domeniu le vom expune pe urmitoarele paragrafe :

5) tesuturile regulate si cvasigrupurile care le sint asociate;

6) aplicatiile teoriei tesuturilor in nomografie

7) aplicatii la rezolviri de ecuafii funcfionale ;

8) generaliziri pentru tfesuturi spafiale.
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§ L. Stabilivea conditiilor in care o ecuatie poate i reprezentati
cu un aunmit tip de nomograms

In acest paragraf vom presupune ca functiile care intervin admit
derivatele partiale care vor figura in formule.

Ecuafia z = f(x, y), in anumite condifii de regularitate, poate fi
reprezentata cu o nomogramai cu linii cotate. Fie w = f(x, ¥, z) o ecuatie
cu patru variabile ; daca functia f admite descompunerea (sau separarea
de variabile)

(% 3, 2) = dlo(x v), 2], (1)
atunci ecuafia w = f(x, y, z) poate fi reprezentati cu o nomograma com-
pusd. Condifia necesard si suficienti pentru existenfa descompunerii (1)
a fost data de E. Goursat sub forma

fefi —fufi = 0.
In cazul (1) funcfia f apare ca superpozitia functiilor de doud variabile ¢

si 4.
L. Bal si F. Radé au generalizat acest rezultat 7], [8]:
Conditiile necesare si suficiente pentru ca ecuatia

Elx, g, s0e; Fary) =0 (2)

sa admitd separarea variabilelor sub forma

Xypr = P (%, ..., Xp)s 2%, + 1, ..., 2o [ S
2y (Pr(,’gprll+],. Lo ',), ,ITPJ_H, vy ]
sint
D(F, F ) l7. B
4 D Fy) -4 e % ‘Ph) o B _D( ‘r"PHi_JrF )7 o
ey Plin¥iyy) Ty Dl #i41) F’PH»IT'I D5 )
e 1 D(F' F”n+l) (k — U- ]- e A —= l)
= : _
S P ) = 1, e — 1), (B = 0).

L. Bal sil. Rusu au stabilit condifiile necesare si suficiente pentru
ca ecuafia (2) si se poati pune sub forma

Ot = Pp(@pa(c o paln(%, ..oy 1), Bidis v on Higg) 4 =

¢ Fpyyy Ll ,v,f,).

Aceste conditii sint [10]:
or  D(E Fy) or P E, )

W%y Dlfar #apa) 8% D5y, 2, ,y)

aE o

(t=1,2 ..., p—1)
fo=1,2 ..., 8~=1)
(B=r<+1,...,n.
Nomograma romboidald reprezinti ecuatiile de forma .

w = Flg(%, %) + h(z), ¥(x, v)]. (3)
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in lucrarea [17] s-au studiat conditiile in care ecuafia w = flx, v, 2)
poate fi pusd sub forma (3). Condifiile necesare si suficiente sint

Q:=0 0,=0, Q:+Q+p0+q=0,

unde s-a folosit notatia

o I (]
P = Z' ‘P fz 3
) P — '-l»’x“(P - ('I’ )}) ,-) ‘der's" - l'psq:zz
X, Y, B —w—————; &y )=
PR3 oY, — Yo, : oY, — Yo,
D _ Lw i E)
Pz, vz

L. Bal a studiat cazurile cind ecuafia f(x, y, z, w) = 0 poate fi
reprezentati cu anumite nomograme tangentiale, ale cdror ecuatfii cano-
nice sint [6]

w = Flx oy, 9% + ¢(y, 2 )]
w = g(%) [o(y, 2) + M%) Uy, 2)]
w = Fo(y, z) + g(#)9(y, 2)]
p(x. y) (2, w) + g(x, y)h(z, ©) + 1 = 0.
De exemplu, pentru cazul al treilea condifiile necesare si suficiente sint

ap ad D I
= =0, —= W,
8y az duw
unde
a2 9t a
D[w, ‘w/ —w) i. w)
& = 852 %)  \éx )
 DW 3 - D 4

Y = .

Dy, 2)

o Do |

82w dw dw [ (Bw ]
Bil== / TE R Dj——,w
(sz 8x 8x dw 3x

§ 2. Forme canonice ale ecuatiilor reprezentabile cu anumite nomograme

Este cunoscut cid ecuafia de ordinul al treilea nomografic

‘-l.flfﬂfB + Blf2f3 + B2f3fl = B3 1f2 i CIf] + Cﬂf"’. + C3 3= 0,

unde

h=hx), fi=5h®), & =/fE,
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se poate pune prin transformirile
- el D, . _
i

Yi-fl' A 8?'

sub una din urmitoarele forme canonice :

Pt ot o=0, 019293 = 1, P1Paps = @y + @y + @

In volumul ,Lectie de nomografie,,, I,. Bal siF. Radé [9] demon-
streazd aceastd teoremi pe o cale noud, mai simpli.

Este incontestabild utilitatea unui tablou cit mai complet despre
formele canonice ale ecuatiilor reprezentabile nomografic. Marginindu-se
la cazul nomogramelor cu transparent orientat, I,. Bal a dat un ase-
menea tablou complet pentru ecuatiile cu patru si cinei variabile. Tabloul
pentru ecuafii cu 4 variabile este [2], [4]:

F(fs + fo &+ Eat) = 0
Flfie + /o &2+ 8 %) =0
Fpy = G4

Flh+fa+ /s B+ 8 1T & %) =0
Bl + 1 + faas B+ 8+ 8y =0

(indicii aratd de care dintre variabilele X1, Xy, %y, %, depind functiile res-
pective).

In studiul nomogramelor cu puncte aliniate intervine foarte des
ecuatia canomnici

H(z) = F(x) + G(y). (4)

Considerindu-se x, y, z coordonatele unui punct in spatiu, aceastd ecuatie
reprezintd o clasd de suprafefe, care generalizeazi suprafetele de translatie
(de ecuatii z = F(x) + G(y)).

In doud lucriri [3], [5], L. Bal studiazi citeva tipuri de refele
situate pe suprafefele din aceasti clasi i determind suprafetele riglate
§i cele desfisurabile din aceasti clasi.

§3. Precizia ecaleulului normografic $i determinarea transformirilor
nomogramei care conduee la preeizia maximi

In [9] se pune un accent deosebit pe aceste chestiuni, printr-o siste-
matizare, §i expunere noui si prin unele rezultate originale, dintre care
reddm urmitorul :

La construirea efectivi a unei sciri rectilinii se calculeazs abscisele
anumitor puncte in baza ecuatiei sciirii, iar celelalte puncte marcate se
obfin prin interpolare grafici proiectivi. Acest procedeun foarte simplu
constd in cdutarea unui centru de proiectie, de unde o scard regulati se
proiecteazi pe scara de construit, in aga fel ca trei puncte si se proiecteze
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in trei puncte comstruite in prealabil, iar imaginile celorlalte puncte ale
scarii regulate vor furniza gradafiile aproximative. Se “da 0 ev%lqgre a
erorii comise in aceastd construcfie. O forma 51mp11f1§ata a evaludrii este

]3 rrr 3[f”(z )]2
P — 2B,

Bl o)

unde ¥ = f(z) este ecuatia scirii §i 2y — 4, %, % 1 h cotele celor trei ];)uné:te:
Cunoscind eroarea admisibild (de obicei 0,1 mm). se poate calculg i, deci
numirul necesar de puncte care trebuie construit in ba.za ecuatiei scarii.
Fie x = f(z) ecuafia scdririi rectilinii a rezultatului la oinomogram:i
cu puncte aliniate. Sa presupunem cd intervalului de variafie gzu, Z) 2
variabilei z ii corespunde intervalul (0, 1) al axei x. Notind cia i eroarea
geometricd a punctului de intersectie a scarii z §1 a drepte15 rezo Ve_ntle (car)e
la o nomogrami corect construitd este cuprinsa intre 9,‘ mm 1$tl ; Irn_rn ,
avem pentru eroarea absolutd, respectiv eroare relativi a rezultatului,

Az h

N h OF [ ene
12f"(8)]

Az]m
1)
i i, ct 2 i a er absoluta
Maximul acestor expresii, cind z, ‘4 z ‘§ %, masoard leloaﬁea DRo,
respectiv cea relativd a nomogramei. Tinind seamd ca planul une 20
grame cu puncte aliniate poate fi supus unei coliniafii, se Il)unue pro elina
de a determina aceastd coliniafie in asa fel ca eroarea absoluta t(saudre a-
tivd) si devind minimd, fird a depdsi dimensiunile admise pentru _desgn.
Ne intereseazi efectul coliniatiei asupra scirii 2, deci trebuie si considerdim
proiectivitifile axei x de forma

S1

&

':.(“"_"_l)f, o |
pr -k 1

X

i ] ari di sit-
care pistreazi capetele segmentului [0, 1] (pentru a nu mari dimen
nile). Fcuafia scdrii transformate este

! (1 + 1f(=) =fit(:‘)

et +1
za astfel : sa determine p. in aga fel ca
Agadar, problema se formuleaza fibtfel : sA se 1 A5
m?n | fi(z) |, respectiv. min |zfy(z)|, sd fie cel mai mare posibil.
B=1= e =t —2N = " »
o IJI1 V. Pentkovski a rezolvat aceasta pfqbl:ema pe clale anali
tici in anumite cazuri particulare si pe cele graficd in general.

F. Rad6 aajunsla urmitorul rezultat [11]: se noteazd cu z,= 2Zy(p2)
' 1

valoarea lui z pentru care f,(z) = 7 si
i) = min |f; o) = min |fi(2) |
mifw) = min |fy(g}], . map) = min |y

==

3 i 51 a solu-
Problema de minim pusi pentru eroarea absolutd, Eldnéllte o bliﬁ?:t? Zroaﬁ
tie, iar p corespunzitor satisface my(p) = m,(p). Problema p
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rea relativd are o solufie analoagi. Se regisesc rezultatele lui M. V.,
Pentkovski pentru cazurile amintite. Se di de asemenea o metodd prac-
ticd pentru aproximarea valorii luj W, care cotespunde solutiei problemei.

§ 4. Noi tipuri de nomograme

Fie = planul fix si ©' planul mobil la o nomogramé cu transparent,

Contactul PH ¢’ (punctul P din = se afli pe curba C din ') si contactul
CH P’ se zic contacte de tip a, iar contactul C ¢’ (curbele C si €’ din
cele doud plante sint tangente) este de tip 6. Aceste dous feluri de contacte
sint utilizate Ia homogramele cu transparent, Ele pot fi, dupd caz, con-
tacte fixe sau pot depinde de 1,2 sau 3 variabile (luind punctele si curbele
din familii de elemente geometrice gradate). Astfel, prin fiecare din cele
3 contacte care fixeazi pozifia lui 7, fati de r s1 prin contactul de cetire
se introduc variabile.

Sd considerim sistemele de axe rtectangulare xOy si x'0’y’ in planele
™ $i ©° i fie « unghiul orientat format de Ox cu 0'x’ $i (a, b) coordonatele
lui O in sistemul x'0'y'. Unui contact fix 1 corespunde o relatie de forma

b= o(a, o).

F. Radé a demonstrat [12] cid aceasts relatie poate [fi definita printr-un
contact de tip @ atunci si numai atunci cind cel putin una din urmitoarele
doud matrici are rangul mai mic decit 3 :

by, —1 b, { e ey AR

Bas 0 byt EBE A8, 45

b, b, Bag L T N

bat, 0 bas gy b bty 3B,

bt B Ml 0 Butx  buwt + 2Wuhee+ bber
bus aat' by — b, VRSl g o B T

In aceeasi lucrare se introduce un contact nou, numit contact de tip

-+
¢, in felul urmitor : fie V un vector legat in planul = cu punctul de apli-

a¢
catie P si C’' o familie de curbe in planul n’. Vectorul ¥ trebuie si fie
tangent la curba din familie, care trece prin P. Acest contact este general
in sensul ci o relatie oarecare b — e(a, o) poate fireprezentatd cu acest
contact. Se di un exemplu, care poate fi reprezentat nomografic numai
prin utilizarea acestui contact.
Dacid in contactul de tip ¢ intrd si o variabila %z, atunci desigur uu
orice relatie b = ¢(a; z) poate fi reprezentats cu el. Recent, S. Groze
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ili ifi i si suficienta
i V. Groze au studiat acest caz, stabilind condifia necesara si sufici
S1 . I :

t == CP 22 ) l g p i = ac
tru C re i (4 oL, se I)Oa D

e la 1a b (--, C r) sa 13 reptreze I!a |||| un comn t
p 18t a

de tip ¢ cu o variabila.

§ 5. Tesuturi regulate si cvasigrupurile care le sint asociate
- i ~i familii de curbe, astfel ca pr'pl f}ecare
(_In ‘;esut_ ?fte :Silt?latl:aimsgu‘irizcé cite 0 ::»iuguré} curba din f1ecar§
S i dotd. eur b familii diferite sd aiba un singur punct comun
e A cuiﬁfctdlgacz se considerd fesutul intr“un sens 1mai larg).
b e e lat . dacid e omeomorf cu trei fascicule de drepte Para;
o jces.u‘f gy Cé’ entru doui din familiile de curbe ale fesutului 1‘)1(?
l_ele. R Siam?arqlell)e la doud axe de Coordonat.e recta.lllgulare, fanntla;
f1‘l: a]'eSiJogggljfiecc}llgizieratﬁ ca liniile de nivel ale unei functii f(x, v). Tesutu
a treia S1¢

este regulat daca . )
H[f(x, v)] = F(x) 4+ G(x), (5)
’ i > 5 i Ite coi-
nde T, &, H sint functii continue $i monotone. Se cunosc mai mu
u » > i )

ii A si suficientd pentru ca un
ditii de inchidere, fiecare din ele fiind necesgr%‘ }?1 suef:;clenta P
i 4 ind £
te};ut si fie regulat. Astfel avem conditia lui Tho

f(l:p )’2) e f(«’sz, _’."1) & _f(xp %,) = f(xa» yl) =2 f(x?" yﬂ) 7 f(x:p yz)' (T)

condifia lui Reidemeister : e i
f(2y, 1) = f(%, ¥3) & F(3, 95) = [, LY4) & f(%g, ¥4) =
= f(%4, 313) = J(%, ¥2) = J(¥, 3a)

: - i
si conditia exagonu : oA
f(%1, y2) = (%3, 1) & f(%2, 25) = f(%a, V) = f%, 31) =S¥, V) S :.}2. e
'i li rea [13], F. Rad¢ a dat o demonstratie noud pentru suficientz
n lucrarea 05 H
itiel (E). : i <

CondlSttlae nt(mieg,te tesut abstract o mulfime de elemeut_eiienlun;;(if :lg,m];;rg
si trei sisteme de submulfimi, numite c};reptz ;;1;: safff:indrep%e e

is i : 1) orice punct aparfine t A
éatlzbfisieéxé()méiﬁeé dr)epte de categorii diferite au in comun exact in lp;l.mc-a
ca gSe Hilmeste cvasigrup o mu_l}:lime Qb imprfeiuzzycil_ (c) Sog)err;téfvé lﬁili(_‘
g— initd pe O, daci ecuatiile x0b = ¢ s = ¢ se rezol
i ¢ xoy,b (%:Efglb) 1ngisigrupul (Q.,) se numegste loop, dacd existi e uEtrg'
inQ l(a, e —e.%—x; in acest caz e se numeste glementf ni?:[ﬁrﬂe;
astfel Camrﬂe (9,.) si (R, o) se zic izotope, dacd existd trans— Ofx- »
o @, B 'y, ale multimii Q pe R, astfel ca (o) © (yﬂ)f__mm Dgzc 5{
i .e (:) Dacd « = B = v, izotopia se r?duce la izomorfis .izoto =
??erffm xij’ esté transformarea identica, (Q,.) si (Q,0) se nun;e;c) mariﬁ

'Uci%a?i %n izotop principal, care este in acelasi timp un loop, |
prin . 4
numele de L-P-izotop.

(R)
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Fie (Q,.) un cvasigrup si a€Q, bEQ. Cvasigrupul (Q, o) definit prin
(#:bof@.y)==x.y, (6)

este un L-P-izotop al cvasigrupului (©,.) si orice L-P-izotop al
acestuia poate fi obfinut pe aceasti cale. Dacy scriem relatia z — x . y
si sub formele

¥=zly § y=a\z
atunci (Q, /) si (Q,\) sint de asemenea cvasigrupuri. Relatia (6) se scrie

%0y = (x8)-(a\y). (6)

Existd o legdturi foarte strinsi intre tesuturile abstracte si cvasi-
grupuri. G. Bol, W. Blaschke, G. Thomsen, R. B Brueck
i G.Pickert au asociat fiecirui tesut abstract cite un loop, definind
cite o ,,adunare de segmente* in tesut. Intr-o lucrare comund, J. Aczél,
G. Pickert si F. Radé [1] au pornit de la un alt punct de vedere
(care se giseste mai aproape de originea nomografici a acestor generali-
zdri) : Unui cvasigrup i se atageazd tesutul abstract format din perechile
(%, y), unde x € Q, y €Q; perechile (%, ) sint punctele fesutului ; o dreapti
de categoria 1 este o multime de puncte de forma (@, y), unde a este un
element fix din Q ; o dreaptd de categoria 2 este o multime de forma (x, b),
iar o dreaptd de categoria 3 este mulfimea (x, y) care satisface x . A==
(c dat in Q). La cvasigrupuri izotope corespund tesuturi izomorfe. Invers,
unui fesut dat i se poate gdsi un cvasigrup, astfel ca corespondentul siu
sd fie izomorf cu fesutul dat. Pentru aceasta se aleg corespondentele biuni-
voce ¢ ale dreptelor de categoria 1 (¢=1,2,3) peo mulfime Q (se observi
cd mulfimile dreptelor de diferite categorii au puteri egale). Fie a €0,
b € Q; prin unicul punct comun al dreptelor ap ! si bo; ! trece o singuri

dreaptd D, de categoria a 3-a. Punem 4 . b — Dgps si, in acest fel, multi-
mea () a devenit un cvasigrup cu proprietatea cdutati. Asadar, existi o
corespondentd biunivoci fntre clasele izomorfe de fesuturi abstracte si
clasele izotope de cvasigrupuri.§

Un cvasigrup se numeste regulat, daci este izotop cu un grup, si tare
regulat, dacd este izotop cu un grup abelian. In aceste cazuri tesuturile
asociate se zic de asemenea regulate, respectiv tare regulate. Conditia
necesard $i suficientd pentru ca un cvasigrup si fie regulat este ca toti
L-P-izotopii sdi sd fie asociativi, iar pentruca si fie tare regulat, ca
tofi L-P-izotopii s#i si fie comutativi (din comutativitatea I-P-
izotopilor rezulti asociativitatea lor).

Conditiile de inchidere T, R si £ sint de naturi algebrici : schimbind
notafia f(x, y) = .y, ele pot fi aplicate la un cvasigrup. Conditia R
este necesard gi suficientd pentruca un cvasigrup si fie regulat, iar con-
ditia T pentru ca si fie tare regulati. In ceea ce priveste conditia E, ea
este echivalenti cu asciativitatea L-P-izotopilor pentru puteri.

Toti L-P-izotopii unui cvasigrup regulat sint izomorfi intre ei,
dar reciproca nu este adevirati: Din izomorfismul tuturor L-P-izoto-
pilor nu rezulti regularitatea cvasigrupului. Se pune problema de a intiri
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condifia de izomorfism a 11~P~izot0£)i10r in aga fel,dca 54 céev};néunec:rs;:;rs
si suficienta pentru regularitate. —F. R_a do af_ ‘emtous raLc;-iEOto %
i'egul'aritatea unui cvasigrup este necesat i su §c1e_zéu (l:zé D. izl SI;;‘;;
lui, care au ca element neutru un ele;men;t gat, sa COII}[}(;I al [16]. 11:1 fe s
teoremd rezulti o demonstratie simpld gpentru echivalenta condif

cu regularitatea unui tesut abstract.,

§ 6. Aplicatiile teoriei (esuturilor in nomografie
In cazul particular cind ¢ este un interval al az:je; _r'egle si E}gdf:,ejgejﬁ
ca operafia binard x, y sa fie continud, cele tre1lco§1 éufiueitmz uneinter'v 31
si E devin echivalente, deoarece ori ce grup topo ogl‘c,l e o polo Bl
real, este comutativ ; chiar mai mult decit atét, {in%e ooparétpat (%1 S
tiv pentru puteri devine un grup comutativ, ipd u1(1;1 a i
In acest fel se obtine rezultatul clasic ca fiecare 1111 (1:0) %'d‘ i
este necesard si suficientd pentru ca un fesut in planul euclidian
1eg‘ll]§£«‘li% acum z = f(x, ¥) o funcfie continud :,1 strict mono?xﬁéiﬁoﬁﬁgg
cu fiecare variabild. Ea poate flﬂ reprezentatd cu 10 ngmovgsc; il
din trei fascicule de drepte (formind un fesut regu at)f aca (,4) T](i L dack
f(x, y) este un izotop al sumei, adicd dacd ecuafia zill? p;mamm;ufl obatling
poate fi reprezentatd cu o nomograma cu pun‘cijie cl_l].llla a,e oo ) i
s g dlualé i Ifmmogrin:le;ilfi:;age‘ n: S(i:;igri:zseazé c%ndij:iile tn
nomograme fiind cele mai frecvent : o i Wi
; e un izotop al sumei, Pentru cazul 1n care f(x, y it

ﬁilr—?vgg:sz,lﬁr’;%e pina la 311) treilea ordin, P. de Saint Robert a dat conditia

o In L(:r.y_) ==Y

6-,146_-1: /;,(.-r, )

icienta a fi i7 é mei. Pentru
necesard si suficientd pentruca f(x, y) sd fie un izotop dlreméj i
cazul mai general, f(x, y) continuu $i monoton. avem orica

', R sau E , Sau comu tativitatea tuturor L-P -IZ()tO‘pllOl care se Crie
) s

Ilfw, %), [y, )] =[[f(w ), [(% )], (7)

unde L oy -
s=flx,y) @x=[f(y,2 =z[ySy=[flz, ¥) = x\z.

in lucrarea [13] se arati cd aceastd condifie (7) este utild pentru

i iei f(x i s-a ajuns
diferite expresii concrete ale functiei 1z, y): in ?.Ceas}gi?. _lucia.reei i
7) generalizind ecuatia functionald a bisimetri .

la conditia (7 3
fUftu, %), [y, %)] = fLf(w ), fx 0)], 1
- izeaza i a functiilor repre-
i a . Aczél, care caracterizeaza o s?bclas% a chile
sgﬁ;%eif:t;ﬁie nJomo;rame cu puncte aliniate avind scéri rectilinii, anume
functiile cvasiliniare
J% 3) = FA{[aF(%) + bF(y) + c]

(a, b, ¢ numere reale).
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Dacd s-a constatat ci 7 — f(x, v) este un izotop al sumei, trebuie sa
determindm functiile F(x), G(x), H(x) in asa fel ca

A[f(x 3)] = F(x) + G(x), (9)

pentru a avea ecuatiile scirilor nomogramei. In ecuatia 9) f(x,y) este
acum o funclie cunoscuti, iar F, G, H trei functii necunoscute de o varia-
bild, care se cauti din clasa functiilor continue si strict monotone. Conditia
necesard §i suficienti pentruca ecuatia (9) sd aibi asemenea solutii este
ca functia continui si strict monotons f(¥, ¥) 94 satisfaci condifia T sau R
sau E. In [18] se di o metodi de rezolvare a ecuafiei funcfionale (9),
reducind-o la ecuatia functionald a Iui Cauchy §i se aratd cum pot fi obtinute
dintr-o solufie particulari toate solutiile.

Si presupunem cj funcfia & = #(, #) este Teprezentabili cu o nomo-
gramd cu puncte aliniate. Se fixeazi pe scirile £ si 4 punctele de coti v,
respectiv u, iar pe scara £ punctele de cote « 51 ¥. Intersectim scara £ cu
dreapta wx, scara 7 cu vy ; dreapta care uneste aceste dous puncte de
intersectie taie scara £ in punctul de cota

2= fTfw, %), Jly, 0)]. (10)

Tinind seami de relatia (8), se gdseste urmitoarea proprietate a locului
geometric L, format din suporturile celor trei scir] - S& presupunem ci latu-
rile opuse ale exagonului advbeu se taie in punctele #, 9, z; daci din aceste
noud puncte opt se afli pe L, atunci si al noudlea se giseste pe L. Se stie
cd cubicele si numai ele au aceasts Pproprietate.

Rezulti ci orice nomogrami cu puncte aliniate, avind scirile pe
aceiasi cubicd (proprie sau degeneratd) reprezinti un izotop al sumei si
nu existd alte nomograme cu puncte aliniate pentru izotopii sumei [13].
Astfel s-a generalizat un rezultat cunoscut pentru cazul derivabil.

Asociativitatii izotopului (10) al functiei /{x, y) 1i corespunde urmai-
toarea proprietate pentru locul L : Daci abed §i a'd’c’d’ sint doui patru-
latere inscrise in L, astfel ca intersectiile perechilor de drepte (ab, a'd’),
(cd, ¢'d’) i (ad, b'c’) se afla pe L, atunci i dreptele bc sl a'd’ se intersec-
teazd tot pe L. Rezulti ci aceasti proprietate este caracteristicd pentru
cubice [13].

§ 7. Aplicatii la rezolviiri de ecuatii funetionale

Eecuatfia functionald a asociativitifii, a bisimetriei (8), diferite modi-
ficdri si generalizdri ale lor pot fi rezolvate cu o metodd unitari [13]. Se
aratd cd ecuatia functionalj tespectivd, cu functia necunoscutsi de doui
variabile f(x, y), atrage dupi sine faptul cd f(x, y) verifics conditia 7'
sau R sau E, deci ci f(x, y) este de forma

f(% 3) = H[F(x) + G(y)]

si apoi prin fnlocuirea acestei expresii in ecuafia funcfionald, se determini
F,G si H (ceea ce deobicei revine la ecuatia clasicd a lui Cauchy),
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In acest fel se regdsesc, printr-o met_odfi mai simpli, :c,.cl)lu;ule tlil:ll:l)é
ecuafii functionale rezolvate de alti autori, in cadrul functiilor con

i strict monotone. . . : ¢
# StMetoda poate fi extinsd pentru ecuatii funcfionale, care contin mai

ii necunoscute de doud variabile, dind solu}:iile lor iaré'sai
Eugfeeigin cctllzis:”a.nde functii. In [13] s-a rezolvat Pe aceastd cale ecuatia
- Jlu :
functionala glo(x, v), 2] = hlx, Y(y, 2)], (11)
1 i i ] i
: alizeazd ecuatia asociabilitafii si care confine drept cazuri par
zi{:rgeggéztlizf lui Grassmann $i ecuatia 1u1_ Tarski. Solutia ei este
o(x, y) = H; : [Fi(x) + Gi(y)],
,[ b(w, ¥) = Hz ' [Gi(%) + Gy(y)],
] g(x, ¥) = Hs' [Hy(%) + Gy(3)],
v, ¥) = Hy' [Fy(x) + Hy(y)],
unde F,,G,, G,, H,, Hy, Hy sint functii continue si strict monotone arbitrare.
Ecﬁa’;lia functionala

Flglu, x), by, v)] = ¢[d(u, ), X(x, v)], (12_{
care generalizeazd ecuatia bisimetriei, are in cadrul aceleasi clase de functii
&Olutla_f(iv, y) = HU'[E(%)+ G(3)],  o(% 5) = H A [Fy(x) + Cu(9)],

g(x, y) = FU'[Fy(%) + Ga(3)]. 4w, 3) = Fi ' [Fa(#) + Fy(9)],
W, y) = Gr ' [Fy(%) + G()]1  X(% 9) = Gs [Go(%) + Gy(3)], _
unde intervin noud functii arbitrare de o singura variabild, continue si

strict monotone. -,
FEcuatfia transitivitatii generalizate

fle(x 9), ¥y, 9] = &(% ) - (13)
admi luti
i ? U (flz 3) = B [F(x) —G)],
| &
\

(%, y) = H 7 [Fy(%) —Go(3)],
(v, ¥) = Fr [Fa(%) —Gs(9)],
L4, 9) = 61 Ga(w) —Gs(3)1. |
Din rezolvarea ecuafiei generalizate a asociativitafii, datd mai sus,

i i iabi : inud si strict mono-
rezultd cd dacd functia de trei variabile f(«, y, z), continud si strict
tond, admite cele doud descompuneri

A% 3, 2) = glo(x, ¥), 2] = bl b, 9],
atunci ea este de forma
fx, 9, 2) = KTY[F(x) + G(y) + H(z)],

unde F, G, H sint functii continue si strict monotone.

(és]
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Mai general, descompunerile
f(ﬂ(l, Xai sy .;\T”) =
el .., m) w8 = Bl% s 2 Yotpiy, ., )] (p < 9),

suficiente pentru ca functia f(x,, x,, -+, %,) 94 fie de forma
Hx, %, ..., %) =K[F(x, ..., )t Gl s, ot x,) +

= H(:\-’q_,,l, AT
F,G, H, K fiind continue si strict monotone [13],

§ 8. Generalizivi peniru  tesuturi spatiale

Un tesut spatial este format din patru familii de suprafefe, astfel
ca prin fiecare punct al unui domeniu din spafiu sd treaci cite o singuri
suprafatd din fiecare famjl i ' i
un singur punct comun. Un tesut spatial este regulat, dacs € omeomorf
cu patru fascicule de plane paralele, 8% bPresupunem ci trei familii de supra-
fete sint formate din planele paralele la planele de coordonate (ceea ce
se poate realiza totdeauna printr-un omeomorfism) si ci familia a patra
e formati din suprafefele de nivel ale functiei continue (% v, 2). Conditia
necesard si suficients pentru ca acest tesut si fie regulat este

(0} "+, Y 7)) = flx, %) = fla, n, %8) = f(%,, v, %) =
= f(%s, 21, 2) = (%, 35, 2),

ceed ce exprima ci octaedrele de tesut se inchid (octaedre curbilinii care
au cite doud fefe opuse pe cite dous suprafefe ale unei familii),

F. Radé a definit in lucrarea [15] nofiunea de tesut spafial abstract
si generalizirile, care corespund la cvasigrupuri, loop-uri si izotopie.

Fie (0,7 o structurd algebrici cu o operatie ternari ¢ — flx, 9, 2).
Ea se numeste o N-algebri daci ecuatiile f(x.y, ¢) = ¢, fHa, v, ¢) = a,
Ha, b, 2) = d au cite o singurd solutie in Q(a, b,¢,de Q). N-algebra (Q, /)
S¢ numegte o L-algebrs, dacy existd ¢ € Q (element neutru) cu proprie-
tatea f(x, ¢, ¢) — fle, x, e) = (e, e, x) = . N-algebrele (Q, /) si (R, g) se
zic izotope, daci existy transformirile biunivoce % B, ¥, 8 ale mulfimii
Q pe R, astfel ca g(xa, ¥B, zy) = f(x, b, 2)8; % ¥, 2 €Q. Daci R — 0
si 8 este transformarea identici, atunci @, 1) si (0, ¢ se numesc izotopi
principali, Un izotop principal, care este o L-algebri se humeste un L-P-
izotop. Izotopul (Q, F) al N-algebrei (), f), determinat prin

Mz 9, 2) = Flf(x, &, ¢), Ha, v, ¢), fla, b, z)], (14)
unde a, b, ¢ sint elemente fixe din Q, este un L-P-izotop al Ilui @, h

cu elementul neutry er = f(a, b, ¢). Orice L-P-izotop poate fi obfinut
pe aceastd cale [14], [15].

Se numegte fesut spatial abstract o multime de elemente (puncte)
$i patru sisteme de submultimi (planele de categoriile, 1, 2, 3 i 4), care

satisfac axiomele : 1) orice punct aparfine la un singur plan de fiecare

unde o, ¢, g, & sint functii continue si strict monotone, sint necesare si

P
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13 7 -

ST " t comun.
—— i o categorii diferite au exact un punc o

o s i bt
Unei N-alge ’ S ipletele (x, v, 2), x, %, 2 ’ :

T sint fripletele (x, o 2
urmator : puﬂcﬁ“;lefefugul?lz; multimile de triplete, care satisfac relspecc‘ll'-;:l
nele de categboru el f(x ny 7) = d, unde a, b, ¢, d sint elemente fixe
X =a, y e ’ : ;

I Z‘r ] .I . ' 5 1 ! I L0 i ( : l u)
g I I ;51 structura,
Q-sl daCa COIISIdeI anm egale E:ES lltl.‘lllle IZOH]OIie, ,tchlltl.lI 1le atasate N—a]gebrelOI

a imes: i afiale abstracte.
epuiz};azg ?:}clgrl;l Pi)de t:sﬁu?(l;)rysg)t obtinem ovasigrupul (Q, o)
aca 3 » Vs s b
xoy = f(# ¥, %)
asig i (cind z, parcurge

ime: -1 i tuturor acestor cvasigrupuri (cind z, s
Mullz'mls; Q{d)—isltzemiotfellllﬁcé cu multimea loop-urilor F(x, y, ep), cind

lm . . -
mu;c’ur e toti L-P-izotopii lui (Q, f). L Tt
P N-gfllgebra (O, ) se numeste 1-decompozabild, d

| f5, 3,9 = x0 (yed,

unde o i @ sint operafii de cvasigrup pe ? ];Jﬁ'icslungi si tesutul corespun-

zator se zice 1-decompozabil. Condifia de inchider i
S0, 3, 21) = f(%, D 2) = f(% 21, 71) = [(%2, Yo, %) - as;-

este necesard si suficientd pentru ca (Q, f) sd fie 1-decompozabil,

menea relatia

F(x, e, v) = F(x, v, €), (15)

i i all, Tux, (05 7] sinai=1e;
ia in L-P-izotopul Aarbltrar a i
s (fgte 1(:)rptf riegl?Q F). Se definesc in }n_od analog N~ai§igar§ee e
gltémentu ozr.fﬁ)tzle Condi%;iile necesare si suficiente corespunz
~-decomp !

pentra (Q, f) 2-decompozabil

{ (1 z Dy

F(%y, ¥, 7)) = f(%e V1o %) = H(%1, Yo 21) = (%2, Vs ») (Dy)

sau : it

Ele, x, 9) =E(3, ,'8) (15")

si pentru (Q, /) 3-decompozabil o 3
(@ 31 07) = f(%2 ¥a0 1) = F(3%0, 31, %) = [(% Y2 %

sau o

Fle, x, 3) = F(%, ¢, 3). (15")

ator se te 2-regu-

' i i tul corespunzitor se numes gu

-algebra (0, f) impreund cu fesu gl o

lata A(rlj(}geesi:e (1?11 '?zotop al lui (x,9, 2) — %050 jz', iiiey(; L e

i Atunci (Q, f) este izotop si cu (%, y, 2 i il A

((16 gruf). 'ygxoz ,§i (x,9,2) > %0z0%. Dacat arle Ogs;ctiv e o

e i 5, atunci se numeste 1-, r 3

a i cig (O . 1 ‘

(}Ouii- ke ?il%uzrga’deﬁléﬁqtrz(l? g)ﬁ pentru ¢-regularitate este necesard

In lucrarea [l0] s- § :
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$i suficientd indeplinirea condifiei D; & D, (i, 5 i

; : ] ) ¢ (¢ 7, k reprezints

;Lf ' 11]1)1.111103310011501‘; 2,1 31\,1)[ ientru} acesta s-a folosdi:jr solutlpa dattéa (fe p_?mf;;gle

A N RS 0sszu pentru ecuatia generalizati a asociativititii,

T s ec grupuri si care generalizeazd ecuatia (11). Conditia

oilor (0 0 e ])tprlmgta €a o proprietate comuni tuturor L-P-izoto-
: a1 NV-algebrei (Q, f); de exemplu conditia D, &D, este ech?vg-

P‘(C, X, Jf} — 1?('\:, e, j') = }"(‘J\:, j,l' E).

» (X—e;}gs)t)ri (1(2+f)ysi uumegate tare regulatd, daci ea este un izotoi) al
ui (%, 9,2 % % unde -+ este o operatie d i
Pentru aceasta D, & D, & D, este necesar si ];ufiéiente PR R

N-algebra (Q, /) se nume i s s :
Floath. dore ek ecl’dvalentﬁsiz semiregulatd, dacd conditia (0) este satis-

Flep, % %)= F(x, ep, y) = Fx, % gl
pentru orice izotop (Q, F) al lui (Q, )
O N-algebri se zice regulaty e B
IRA s i gut ata, daca brn lixarea a cite uneia din varia-
t Sisteme de cvasigrupuri regulate §i un cvasigrup

dlntI~UIl SlSteﬁl eS’te un i1zo (0] P p ] 1 (8] C VaSlg I IEII (I”l ac Elaﬁ. 1
1Ppal a ricarui a]t
.HIS[ZE]H. (it 11C1 §l te&rllt II Ci e‘w! ’ I()I S Z
3 1k 8] spunza S€ Zlce regulﬂt

I 5 B
E) N-algebra r-regulatid, /1 —=1,2 3 este regulati
In luer ¢ ; i
o 1}}21%:1%131}3 12:[*‘ : Rtado a demonstrat ci, pentru ca un fesut spatial
act sa f » este necesar si suficient i ii i
e ; 51 su ca L-P-izotopii
ment neutrn un element dat, sd coincidi. Aceasts teorenlié’sga;f)aai‘:g

enunta si sub urmitoar s a
: ea formi : TFie <
neutru ¢; conditia (@, /) o L-algebrs cu elementul

Fla, b, ¢) = ¢ = Hx, 3, 2) — F[F(x, b, ¢), F(a, ¥, ¢), F(a, b, 2)]

gz]tje(:ﬁ I;ieecif‘;l;fei:ii ;l:iﬁgit%nté pentgu regularitatea L-algebrei (Q, F). Aceasti
vitd ca un A PhG . y e
g e B a din generalizdrile posibile ale asociativitatii

inchidere i = i e st
il ot =a ;151;‘21_ gt‘_nerath?aza cor_ld1];1a lui Reidemeister. Un tesut spatial
§1 numai atunci este regulat, dacy urmatoarea condifie

de inchidere este satisficuti [167:
N, o, %) = (%, Ya» )
N, 31, 2) = f(%4.93, Zy) : :
f(ﬁ'»’p Ya, Zl) == f(-‘tfa. Va 2’3) [ i j(ﬂ"‘" Yo 2’2) ::j(x4’ Yas Zrl)'
S(#, 31, 2) = S(%3, 35, 2)
Daci aceasti conditie este satisficuts
.% : sfacuta pentry o fixati si
#=2 3, 4) oarecari, atunci ea este tot%eaunaxgayt};f?cflif; e
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