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Introducere
Determinarea solutiilor elementare ale ecuatiilor cu derivate pa-iiale
liniare de ordinul al doilea cu coeficienti variabili de lorma
2 . : o
E (4) = a'u, + d'y, + au =0 (1)

tnde u, i, sint deriviatele covariante ale cimpului scalar a(x', &% ..., x")
in raport cu coeficientii de conexiune T%  arbilrari, lace sa inlervina
conoidul caracleristic al aceslei ecuatii.

Solutiile elementare sint solutii cu singularitate algebrica in cazul
n=2m-+ 1 si algebrico-logaritmici in cazul n = 2m, pe conoidul ca-
racleristic,

Ecuatia carteziani a aceslui conoid cu virlul intr-un punct O(d', @®,....a")
se obtine introducind o metrica riemanniand

ds* = cIUdJ:" d (2)

caleulind patratul distantei geodezice I' = J* dintre punciul O si un puict
arbitrar M(x',«% ..., x") din domeniul lui O si impunind conditia
Pzl a .o 2% 0505 nat) =40 (3)

In toale acesle consideratii, lensorul a¥ este presupus nesingular intr-tin
domeniu D, care contine punctul O; prin urmare ecuafia (1) este de tip
eliptic sau iperbolic.

In cazul eliptic, distanfa geodezica nu se anuleazz decit pentru
M = O; daci se considerd variabile complexe, conoidul esle in acest caz
imaginar, excluzind virful sdu O, care este real.



Se stie ca patralul distantei geodezice, verifici ecuatia cu derivate
partiale ,
gl gl
Yozl axl )
astlel incit: pdatratul disianfei geodezice de la punctul O la un punct ar-
bitrar M este o solufie a ecuafiei (4) nuld pe conoidul punciului O,
Subliniind Taptul ca I'nu este o solulie, care verificd identic ecualia
caracteristica {

AT = 4T cu A\ = @

NG =0

deci cd varietitile T' = const. nu sint caracteristice, ¢i numaj '= o este
caracteristica in familia I'= const., valoarca 4T' luati de parametrul [ui
Beltrami  A,\I' pe conoid, joacd un rol escential in determinarea solutiilor
clementare. '
Aceste observalii conduc la urmitoarea problemsi:
 Pastrind expresia*(4) a parametrului [ui Beltrami in rafionamentele
Jacule pentru oblinerea solufiei elementare prin. metoda lui Hadamard
patratul T' al distanfei geodezice este singura solufie a ecuafiei A\T' = 4I‘I
nuld pe conoidul caracteristic al punctului O? : ' I ’
Hadamard a demonstrat. ci -elatia A;T = 4T caracterizeazi for-
nia ecuatiei conoidului, in sensul cd dacd ecuatia (1) are coefigientii
r)fumo{“f.r' intr-un domeniu D, orice [uncfie olomorfd intr-o vecindgtate con-
oenabild o punctului OeD, nuld pe conoidul acestui punct si satisfdcind
ecuatia (4), este egald cu T' [1]. '
Demonstratia sa, bazati pe punerea unei eventuale solutii sub forma
I'TI, unde IT este o funclie de asemenea olomorfa, pl’(.‘summ'e implicit ci
1130 pe conoid, Tdrd a examina cazul general, in care IT ar putea fi nul
pe conoid, ceea ce impune o Tevizuire a ei.
In acelasi timn, cum solutiile ecuatiei (1) rémin invariante prin
amplilicarea lui. E(u) printr-un lactor scalar nenul, este inferesant de
consideral ecuafia mai generald :

MG =4alx,x...,m)G (4')

1 2 3 e > - {1 2 '
unde alx', #% ..., x*) este un scalar definit in domeniul D. Aceasla
cmesmindp alegerii unei melrice riemanniene conforme metricei (2), ceea
ce lasd invariant conoidul caracteristic, deoarece ambele conexiuni jau
aceleasi geodezice nule.

In cele ce urmeazi, ne propunem sd extindem, la aceasti ecualie
problema pusi de IHadamard, dindu-i o solufie riguroasd si punind in
cvidentd o problemd la limite cu date singulare, care apare ca o interpre-
lare a leoremei pe care o vom demonstra.

Semnificatia ecuatiei AG = 402G

In conexiuneca riemanniand delinita pe V, prin tensorul nesingular
a,, dualul tensorului  @v,  determinat de coeficientii ecuatiei (1), ecuatia
_/\|GfG admife ca solutie patratul distantei geodezice. Daci o030
intr-un punct Me D, ecuatia (4') se poate pune sub forma

a’ 3G oG _
S S e 4(]
o Jdx' gx/
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Notind

a' y

o B A=Ay

; = . . . Y s == 4 ] MWLLC=
in conexiunea riemanniand definitd de tensorul b, = o @ in domeniut pun

fului M, ecuafia

y 08 86 _ 45 (5)
dx! gx!
admite ca solufie patratul distanfei geodezice in metrica
dUn:bU dxt dx) = o ds? (8

conjormd lui ds*
Dacd o = o intr-un punct, cum tensorul

fi singular. Tn cele ce umeaza vom presupuie o == 0 1‘11_ dpmeniul 1.

Vom considera cazul coeficientilor a¥, a', a oa’om{)r[t in D, ceea ce
ne permite si examindm deodatd ambele cazuri: eliptic si hiperbolic.

Se stie ci varieldlile T = const., sferele geodezice, sint h‘ansyersa‘]c
L'l'mpului' de geodezice care pleacd din punctul O.

Notind

a, cste nesingular, p, va

st = a, x' 2.

L (el d, s ahvas
si tinind seama de integrala primd L = const,, deducem propozitia urma-
{foare: . .
Vectorul tancent la o geodezicd interioard are in [iecare punct orien-

tarea temporald in cazul hiperbolic normal. o

Tn adevir, daci in punctul O el este interior conului caracteristic de
ecuatie L (af, @) =0, semnul expresiei L (i, xf) se va pasira in fiecare punct
M al geodezicei considerate, deci vectorul xi va ramine interior conului
caracteristic L (xf, 2/) = 0.

In consecinta: \ ) )
Elementul de contact tangent sferelor geodezice I' = const. va avea

orientare spafiald pentru toate sferele interioare conoidului T' = o.
Propozitia rezultd din Tapul cd elementul de contael transversal unei
directii temporale csle spatial, deoarece

H(p, o) = a’pip, = AT=T (!, xf)

astel incit H are acelasi semn ca si L. . ‘
Impunind condiia T' = o a interiorul conoidului, vom avea

si olementele de contact spatiale se vor caracteriza prin conditia AT > o.
/




B I e T - Ll S T B T 5= e SRR T T

N. TEODORESCU A

Pentru aceasta, se stie cd Jonma patratici H—gq
astlel incil sa aibd un patrat pozitiv si n—|
hiperbolic normal.

Pentru a avea aceeasi proprielate si in cazyl ecuatiei (4"
elementului liniar do® = ds?, va trebui si impunem conditia « > o,

Punind o = )2, deducer urmatoarea propozitic:

Ecuafia

Ypi p/, lrebuie scrisi
patrate negative in cazul

asociale

£6,G=4)G (6)
admite ca solufie, in cazul liiperbolic normal, patratul distan
corespunzdtoare  elementului liniar do? — A ds?,  astel

mdasurate pe geodezicele inferioare sind regle odatd ¢
elementului ds

Evident, cazul a <o, corespunzind ecualiei
N G=—422G (6)
care cotiduce la distan(e imaginare pentru grodezicole interioare conoidului
caracteristic, poate fi tratat in mod analog.

In cazul, ecuatiilor eliptice, ecuatia (6) corespunde distantelor geo-
dezice reale pentry formele pozitiv definite

el geadezice
incit  distanfele
' cele corespunzitoare

H=ap, = AT> 0,

In cazal ultrahiperbolic, conul caracleristic nu are propriu zis un intenjor
siun exterior, ci imparte spatiul in dous regiuni, astlel incil nu existi
propriu zis directii temporale say spatiale. Vom pastra totusi ecuatia (0)
si in acest caz

Distanfa geodezici riemanniani si ecuatia conoidului,

Consideratiile de mai sus ne permil sa
teorema:
Singura solufie olomorfi a ecuafiei

[ MG = 422G

cucoeficienti olomorfi intr-un domeniu D, nuld pe conoidul caracteristic
I' =0 al unui punct Oe¢D, este egald cu patratul distanfei geodezice
mdsurate in metrica riemanniand

demonstram urmitoarea

do? =22 (s>

confornd melricei ds?, de la punctul O la un punct arbitrar M din
nitatea sa.

In adevir, ecuatia data admile ca solulic olomorfd patratul gal dis-
tanlei geodezice misurate jn metrica do®, peniru care vom avea

MG =4 g (7)

Orice altd solutie olomorii, nuls pe conoid, trebuie

vect-

sd Tie de lorma

G=.grIl (8)
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pse e o Artului O, cu
le II este o lunclie de iasemenea olomorfa in i(]OITII(‘ niul \|I(1T;1| il
]1:711](:'(:?0 5 ‘c('mhid P p>0si intreg. Inlocuind in ecuatia (6), |
lt‘ 2 I 7 =
refatia

pz gzm—n H Alg_JrgiJQva—T HL\(_L &) +_ @fﬂpAI I‘! — )4 Q'J [I

in care ) i
Tk gIL 06 _ 5,5, A1 (8)

A(IT &) =a ox' ax! 7. ds

L g e Ee E?' ( arecare E](: (. h (I l(‘J! d(l'{ﬁ
(l(‘ a [ 1 Ll[ Lnet J Ud 1c 0atl 6| 5 ICE Pl ai n SO S ’jllﬂ L‘c e

ZIC (B2 [ 1 ;(r( Zicelor nule arc € e 1 oL e
g()i)de;l a 1nu esle ( cazl I K

geomelnica ). ; 2o 8 L
& -'\rr—\-1alf)| relatie se pune sub forma urmaéatoare:

111 1 AL & (9)
¥ f_ds_ I = gt aeprn

codezica oarecare, esifa
linind seama de (7) si (8), fiind valabila pe o geodezica oa
‘TN i : zicele nule, unde & = o, este

ca ea sa aibd sens si pe geodezicele nule, =0, 88

Pentru ca ca sa aiba sens si pe [ ' it A
neceé;aﬁ‘n ca p—1=o0. Cum p este intreg, singura valoare posibild
p=1. _ _ el
: In aceste conditii, ecuatia (9) devine

dI1 LAl o (10)
SEr T
gi in particular pe conoid, vom avea:
' dTT
A il —1 =0
s F1I
ae unde -
Im-1--

[ sid ir : i i, va lrebui sa
Cum inséd [T trebuie si fie olomori si in wvirful conoidului, va ir
ludm ¢ = o si deci II =1 pe conoid. ote e e Rt
In acest, caz, forma acestei functii olomorie spal

. [ ' i 1eidenlic 4 pe conoid.
unde ¢ = intreg = o, Tunctia olomorfd @ Tiind 1|.eldg1|I|Llg;llahﬁmh o
i ! ' . i ] i 5C Fa ¢ e = (e .
Introducind aceastd expresie a lui TT in ecuatia (10}, _
buie sa verilice la rindul sdu ecuafia
do

— 4+ (29 + 1) =10
bn,s+((7 )

" |
% 3 14
cu solut 0 = C, s— (D

s (4 Qdle I g I \ [ | aed C Ll 1 =
Aceasle

cecla ce implica © = o pe conoid.
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Astel se ajunge la o confradiclie, deoarece ©== 0 pe conoid. Singura
solutie posibila esle ©=0; deci JT = | si in spaliu, ceea ce demonsireazi
teorema, deoarece din (8) deducem

G-g

Din aceastd teorema rezultd unicitatea lormei ecualiei conoidului in sensul
urmdfor:

Dacd se considerd conoidul caracteristic ca o oarietale integrald
G =0 a ecuafiei N\\G=4G, care adnite un punct conic O, singitra ex-
presie olomorfd a ecuafiei conoidului corespunde locului - punclelor M
rentru care piatratul distaniei geodezice la O este nul.

Aceasta este semnilicatia {eoremei [ui Hadamard, care se obtine din
precedenta pentru X = |,

Problema lui Cauchy cu date pe conoid

Teorema demonstrati rezolva si urmitoarea problema a lui Cauchy
et date singulare:

Sd se determiine o solufie olomor[d « ecuafiei NG = 22G, nuld pe
conotdul caracteristic al unui punct dat 0,

Problema admite o solutie unicd determinati de patratul & al dis-
tanfei geodezice riemannijene corespunzatoare met-icei conforme do?=)2ds?,

Tinind seama de faptul ci acelasi conoid corespunde tulurcr formelor
posibile ale Iui X2, se poate ciuta expresia lui @ in functie de T', ceea ce
revine la determinarea tuturor distanfelor geodezice conforme in functie
de una dintre ele, corespunzdatoare unui ds® determinat.

Pentru aceasla, punind in ecuatia Ay @ = \2.g

a =]

sintem condusi ca mai sus la ecuatia

. dn i S . 2 4'\2 II 5 0
~stH§T4pH PA T — L =0 . (12

care inlocuieste pe (9). Deducem din nou p =1, astlel incit ecuatia (12)
devine:

dIT s oy ATT ,
= —N4=T = 2
Sds+H ?\+4H (127)
Pe conoid, ta se reduce [z

s-%l + IT = a2 (13)

st se integreazi imediat prin formula
H:%/}xwu (14)

LU
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it

i icelor i trica ds®. Luind apoi
harametrul s corespunzind _geodez.m,elm\ llmtl? in gqeueo-dezicﬁ S
I("l yrim termen I, expresia (14), calculata pe o e el
i 0, se poate determina factorul IT printr-o dezvoll: :

pleaca din C
=T, + 0,04, 008 4
Iolosind ecuatia (12).
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RESUME

Sur I'unicité de la forme de I'équation du conoide caracteristigue
par

N, TEODORESCU

L'objet de celte note est de donmer une démonstration rigoureuse de
la propriété du carré de la distance geodesique riemannienne, mise en évi-.
derice par Hadamard, d’étre I"unique solution de I'équation _

A=A T

ol All' est le paramétre du premier ordre de Beltrami. On démontre la
preposition suivanle un peu plus générale:
L'équalion
AG=4 22 (x!, X% s p X

G coefficients holomorphes admet comme solution holomorphe unique, nulle
sur le conoide caractéristique 1' = 0 d'un point O, le carré de la distance
Qéodésique, mesurée dans la métrique riemannienne

do?=)\2 ds®

conforme a la mélrique ds®, du point O a wn point arbitraire M de son
ooisinage.

Celle proposition résoul en méme temps le probleme suivant de Cauchy
a4 données singuliéres:

Déteriiner une solution holomorphe de Léquation /\iG =X2G nulle sur
le conoide caractéristique d'un point donné 0.

La démonstration initiale de Hadamard envisageait seulement le cas
ol la solution serait de la lorme G= I'II avec II # 0 sur le conoide,
landis que la forme générale de la solution est G= I I[ avec p > 0 et en-
tier. On démontre que p = | nécessairement.




