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Comunicare prezentala in sedinfa din 22 octombric 1955
a Filinlei Cluj a Academiei R.P.R.

Congruentele obisnuite de dreple de. tip parabolic-congruenie de
drepte ce depind de doi parametri si ale caror pinze focale sint conlundate
— au lost destul de pulin considerale in mod sistematic in problemele de
veometrie diferenjiala.

Inn alaria de proprietatea Tundamentala — expusd in clasica lucrare
a lui Darboux [1] — céd aceste congruente sint realizate de tangentele
asimptoticelor curbilinii ale uneia din cele doud lamilii de linii asiniptotice
distincte de pe o supralata arbilrara, care nu este o riglata deslasurabila
— regisim congruente de acest tip considerate de S. Finikoo in problema
stratilicabilitdtii perechilor de congruente [2] si de S. Bahvaiov in pro-
blema corespondentei asimptolice a doua suprafete [3].

Se stie ca unei refele conjugate din spatiul obisnuit — in alard de
O i o (=}
congruentele formate de tangentele la curbele retelei — 1i sint asociate

doud congruente cu rol important in studinl proprietatilor retelei si anume:

a) congritenfa axiald, lormata de dreptele comune planelor oscula-
toare la cele doua curbe ale retelei ce trec printr-un punct al supraletei
pe care se atla situala reteaua considerata,

b) congruenia radialda, formata de dreptele determinate de cele doud
translormate Laplace ale unui punct al supraletei mentionate.

Studiul retelelor conjugate, asa cum s-a facut pinda acum, a presupus
in mod esential ca aceste doud congruente au pinze Tocale distincte,

Pentru fiecare din ele, pe supralata ce conline reteaua conjugals,
existd doua familii dilerite de curbe Iocale, curbe dealungul cérora drep-
tele unei congruente se asociaza formind riglate desldasurabile.

Considerarea acestor congruente asociate in teoria reielelor conju-
paie a ldcut sa apard clase noi de retele conjugate, de ex. retelele arimonice
in sens Wilczinski, pentru care — intr-un punct regulat arbitrar al su-
pralelei — {angentele la curbele Tocale ale congruentelor asociate lormeaz:
sisteme armonice cu tangeniele la curbele retelei. Aceste clase de refele
nu pot Ii caracterizate prin relatii intre invariantii Laplace ai relelei con-

jugaie,
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In cele ce urmeazd prezentdim clase noi de refele conjugate legate

de natura parabolicd a uneia sau a ambelor congruernle asociate.
_ Pentru ftratarea problemelor vem intrebuinta metoda reperului mobil
i sistemele Plall in involutie, asa cum am procedat intr-o lucrare ante-
rioara 4], la care ne vom releri in mod continu.
I. Refele conjugate cu congruenta axiald de tip parabolic.

I. 54 raportam o retea conjugata din spaliul proiectliv obisnuit la un
wreper R™ lormat de un tetraedru mobil AocAiA2As, virful Ao liind un punct
regulat al supratetei (Ao), pe care esle situatd reteaua, AoAi, AoAs liind
tangentele la cele doua curbe ale refelei ce trec prin Ao — punctele
Ai, Ag liind — respectiv. — translormatele Laplace ale lui Ae — iar Ag
tiind conjugatul armonic al punctului Ao Tatd de cele doud puncte locale
ale dreplei de intersectie a planelor osculatoare in Ao la cele doui curbe
ale refelei ce lrec prin acest punct, dreapta ce se numeste axul retelei con-
jugate.

Expresiile componentelor, deplasarii proiective inlinitezimale ale acestui
reper R’ sint date de tabloul

wy =0, w;3=10, wy; =0, 0= av,, wyy="Lw,

Wy = AW, + fwy, wyy=Mw — bew,

Wyy = Fw) — Cwy, Wy — w4 jw,

wgn = [wy -} muw,
o, @ lind lorme Plall liniar independente in raporl cu cei doj para-
mietri de pozitie a punctului Ao.

Sistemul exterior asocial sistemului (1) esle:

[Adw, | =}
alAewy ]+ [Afwy| — am |ww,] =0
[Agw| —|Aewy] — [ [ww,] =0
[Aliwy| — b [Acw,| - bl |wywy] == 0
[Acwy| + [Ajws] + m [wjwy] =0
| [Aley] -+ |Ame,) — e(f —bg + h—aj)|w,w] =0
unde
Aa =da +a (wy— 2w, + wy)
Ab =db + b (wyg — 2wy + wss)
Af’ :di’ "‘I_ e (U){]n—fﬂaaj
Af =df + [ (200 — w, — wyy)
Ag = dg + g (g — wy) + wyy — )
.L\f..' atﬂ{' +h (2o — 0 — wy)
Aj =dj 4] (op+ 0 — 03— ws)

Al =} ‘f*l’ (Ern““—(u,| "&33)
Am==dm -+ m (2w — o3y — w33) -
sint opt lorme Plall liniar independente,
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Invariantii Laplace: H, K (punctuali), H, K (tangentiali) sint res-
pectiv proportionali cu coeficientii

h [, bg, aj
XoAo+-x3As

un prinet al axului AoAs, relatiile focale ale congruentei axiale sint

Notind cu

f Tgwy - 230y =0
l xgWy + X3z =10

si eliminarea formelor ®;, w, conduce la ecuatia punctelor locale
(2) (2 gj)al —a3=0

din care rezultd conditia necesard si suficientd ca axele retelei sa formeze
o congruenta parabolica
(3) e+ gj =0

Punctele focale sint conlundate cu As care descrie unica varietate lo-
cald a congruentei.

Dacd aceastd varietate este o suprafata care nu e desldsurabila, axele
AoAs ale retelei (Ao) sint tangentele unei lamilii de asimptotice curbilinii
ale acestei supralete.

Se observa ca relalia (3) poale Ii satisldcutd in urmatoarele trei

(1)

cazuri particulare — pe care le vom numi cazuri elementare:
a) (4) e = g =i
Ecuatiile curbelor focale ale congruenlelor asociate fiind
(5) { AoAs) gmﬁ-— 20w, wy — jw§= 0

(6) (A1A2)  ahw?—2abew,wy — bfwi =0
se vede cd, in cazul (4), acesle curbe lormeazii sisleme armonice cu

curbele retelei.
Refeaua descrisd de Ao este o retea armonicd in sens Wilczinski.

Coordonatele langentiale
ty = — [ApA Ay
ale planului osculator la curba din familia
(7) =10

ce trece prin Ao admit — fatd de o variatie a lui Ao — variatii date de
formula:

d g 1

Op = — Wa0lg — W0y — Wyally

Daca Ao se deplaseazad pe o curba (7), aceste varialii devin:

(8) day = — w0, — gw, 0,

2 — Studii ¢i cerceldrl de malemalicifsi fzici




Rezultd ca relatia

g =0

(9)
reprezinta condilia necesara si suficientd ca lamilia (7) si lie formata
din curbe plane.

Considerind sistemul (11) se deduce ci, daci tinem seamd de condi-
tiile (4), o consecintd a lor este relatia

(10) [ =0
deei ‘
( | I) ' ([',"\3 = (l'”/\ﬂ I f‘f’\l) U)g + U.'lgg AH’

Daca Ao se deplaseaza pe o curbd a lamiliei (7), punctul As, locarul
unic al axului, ramine lix,
Focala congruentei axiale se reduce la o curbd, a ciirei tangenta in

Az are coordonatele pliickeriene:
{(12) n [/\oAal *Ff[f’\l:’\s]

Congruenta axiala este o congruenia parabolici singulara.

Tot din (I1) mai deducem ci aceastd clasd de refele conjugali depinde
de sase Tunctiuni arbitrare de un argument,

b) (13) e=i=0

Obfinem aceeasi clasd ca in cazul precedent, Tocala dubli a congrueti-

lei axiale reducindu-se la o curbd, a carei tangenta in A are coordonatele

(14) [[AoAs] -+ g [A2As]
lamilia
(15) w == 0
lind Tormate din curbe plane.
cy  (16) e=g=j=0

Rezulta din (1I)
f= =l
deci;
(l’A'ji Wy A3

adica punctul As, focarul unic al congruentei axiale este Iix.

Curbele Tocale ale aceslei congruente sint nedeterminate, axele trecind
printr-un punct lix.

Aceste retele, situate pe supralete care sint dualele supralelelor !wui
Peterson, depind de patru lunctiuni arbitrare de un argument,

Transformatele Laplace, punctele A1, A» descriu conuri cu virful in
punctul fix Aa,

Clasa cea mai generala de relele conjugate cu congruenta axiala de
Lip parabolic se ob{ine punind
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(17) =gt J— s g—gr
o si t Tiind doua auxiliare.
Sistemul ([I) devine
[Aaw] = 0, [Abw,] = 0 |
altAc + oAt | + [Afwy] — am [o,w,] =10
20|Acw,| — [TAG + 0AT, we] — e w,| = 0

f18) |[tAc + 0AT, 0| — 21 [Atw,] + 7 [w;w,] =0
[Ali | — b [tAc + 6AT, @] + Ol [wjw,] =0
|Alwy] + [Amw,] — ot (f — b0® -+ It - a1?) [w,w,] = 0
unde
Ac=dv + : (0, — 0, + Wy — )
A=l =} "-L,’ (@), | o (0ys — Wyy)

iar numerele carasleristice sinl:

S1=1{, S2= s

Cea 'mai generala rezolvare a sistemului exterior (18) este data de
ccuatiile Plall, care prelungesc sistemul (I):

Ad = Aw,, Al = Buy,
Af =—2a(+C —m)w, + Euw,
Al = Ew, + 20 (oF 4 1) w,
1 S "
(19) NG = i (oC -+ 20F + /) &, -|-Fa,
1 5
At = Cwoy — > (20C + 1F — m) 0,
(
Al =Guw; +[H - or(hl + ar?)]w,
Am=I[H + ot (f — b0%)] 0, + lw,
AB.. .., I liind noud arbitrare.

Sistemul dilerential (1), in care se tine seama de (17), este in invo-
lulie cu sz=1, deci relelele conjugate cu congruenta axiala de tip para-
bolic depind de o Tuncliune arbitrara de doua argumente. ) :

Gradul mare de generalitale al acestor relele ne indreptaleste si
credem cd pe o supralaia arbilrar dala existd relele ce apartin aceslej
clase.

2. Raportind o supralatd neriglatd la un reper mobil Cartan, o refea
conjugatd esle delinitd de o ecuatie dilerentiala de Torma

(20) nf,j _ 2 {11'2 =0,
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e Tind o functie de parametrii de pozitie a punctului Ao, jar ecuatia dile-
rentiald a curbelor locale ale congruentei axiale este

(21) e2(By — Ba) 0f — 2€% (T, — T,) 0,0, — (T34 By) wZ=10

unde [4, p. 59]:

[ Br=e5+ (f2—3a+ 2af 4 2a, — 2h — 4\) €2 + 2
| B.=2e2[(a,— [) e2—"(b,+ g)|
; 2
|
l

(22) T =2 (i + 20) e?

Ty =e'(2g—b) + (a + 2f)
Ty ==2e0+ (g2 - 30 — 2bg + 2b, + 2j — 4p) et -+ 1

Conditia ca AoAs sii lormeze o congruentd de tip parabolic este
(22) € (T, — 12 + B —B2) (Ta + B2) — 0
si se satislace punind

,( fr—Pa——eo*
\ Ta + By = ep?
l T —Te=—0f

(23)

o, g lind doi coelicienti auxiliari,

Sistemul (23) se poate rezolva in raport cu coelicientii A, ¢, j, care
intervin in sistemul Pfafl

de=cfw, + egw,
(24) df = ho, + (i + bf) v,
dg - (i -+ ag)w, + juw,

ce determind funcliunea e, obtinind astlel un sistem diferential al caruj
sistem cxterior este

I 2ea|daw,| + [Bda + adB, wy] 4 o [w,wy =0

(25} | elpda + adp, o] + 28[dB, wa] + §' [w,0,] -~ O

unde o, g se exprima cu ajutorul coelicientilor sistemului (24) si al in-
variantilor diferentiali proiectivi ai supraletei.

Sistemul dedus din (24) este in involutic cu si=2, curbele caracte-
ristice fiind date de ecualia

(26) (eaw] 4 Buwy)?2 =

care reprezintd curbele locale coincidente (21) ale congruentei axiale.

O suprafatd arbilrara admite asadar o infinitate de refele conjugate
ale cdror curbe nu sint plane si care au congruenfa axiald de iip para-
bolic. Mulfimea Jormatd de aceste refele depinde de doi funefiuni arbi-
trare de un argument.
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: = 7 i canarrtala P = + 3"
3. Fiind datd o relea conjugata arbilrara, raportald la un repe: IY,

O, it . a L . P £
punctul As descrie o suprafafa S, numita prima supralatd armonic aso
ciata [5] supralelei (Ao). _ e

Planul tangent in As la S are coordonatele tangentiale
(27) (e?+gp)ao—(el+mg) o+ (em—ijl)a:

Fata AiA2As a reperului R infdsurd a doua suprafald armonic aso-
ciata ¥, coordonatele punctului de contact al planului oo = [AiA2As] cu
% fiind
(28) (hm+ bel )Ay+ (fl—aem )As—(abe?+ [h)As

Dacd refeaua are congruenta axiald de tip parabolic expresia (27)
devine
(29) (om + 7l) (00, — Tup)

Inlaturind cele trei cazuri elementare descrise, deci presupunind in
mod esential
(30) ot 0
din (29) rezulta cd punctul As, unicul punct focal al axului, descrie 0
supralatd propriu zisd dacd avem
(31) om--1[40
si in acest caz coordonatele planului langent sinl
(32) ™= 00, — Tty

Cu ajutorul expresiilor

dn = — (00, — 1w,) oy + (do — ow,,) oy — (AT —TWy) ay
33 :
( ) dA3 :[IJanAn + (O'(ﬂl = TUJQ) (TAI = O_A'z) +-‘UJ33A3
se deduce ecuatia liniilor asimplotice ale supraletei (As)
— (0w, — Tw,) w3y + T (00w, — Tw,) (do — 0 wy) —
_'T(GU), *"TU}J)(({T—TU)ZQ):O
care se descompune in ecuatiile
{ ow; — Ty =0

(34) t(do — owy;) — 0 (dT — Twy) —wy =0

\
Relerindu-ne la (5) si tinind seama de (17), observam ca prima
ccuatie (34) reprezintda unica Tamilie de curbe locale a congruentei axrlalle_“
Deci, cind Ao descrie o curbd focald, punctul As dgsr:,rle 0 asnnptuﬂtu‘a
a suprafetei (As), care face parte din lamilia de asimptotice ale caror
tangente formeaza congruenta axiald a refelei (Ao). '
Din ecuatiile (19), care prelungesc sistemul Plall (1) avem:
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(=1

1
do + 5 (W) — o + 0y —wgg) = — ?'IU(C’ + 2F) + 1o, + Fo,
(35) T |

dr + 5 (g + @) — W + wg3) = Cw, — ,{IT (2C + F) — m| w,

e —

Inlocuind in a duua ecuatie (34), avem
(36) (C+ F)(ow, — t,) + lw, + ma, =0
ecuatia celei de a doua [amilii de linij asimplotice ale supraletei (Aa).
Din ecualia globala a asimptoticelor acestei suprafele:
(37) oo (C+ F) + {Jw — {tl6(C+F)+{ + o[r(C +F) —m]} oo, +
%[ (C 4 By —=mj el =0
deducem ca cle corespund curbelor relelei (Ao) daca avem:
[ alo(C+F) +=0
(58) y 7t (C+F)—m]=o0
l T[o(C+F)+!+ o[t (C+F)ml+0

Singurele solutii ale sistemului format de primele doud ecualii (38),
care sinl comptabile cu a treia condilie, sint

a) 6=0, 1 (C+F)—m=0
b) 1=0, 0 (C+F)+/=0
In primul caz, curbele lamiliei

[l]g:U

st curbe plane iar din a doua ccuatie (18) rezull
I =p, =0

deci a treia conditie (38) nu este indeplinita.

Un rezultat asemanitor il obfinem si in al doilea caz.

Asimploticele pinzei [ocale unice a congruenfei axiale nu pot cores-
punde curbelor refelei,

Existd insd relele de tipul, pe care il studien, pentru care punctul
local Aa descrie o retea conjugatd in acelasi timp cu Ao,

Conditia necesard si sulicientd ca sd se realizeze o astlel de (rans-
lormare

(39) 207 (C+F) + vl —am=0

este salislacuta punind

(40) ; C*%cﬂx—m ol - !

A Tiind un coelicient auxiliar.
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Ficind aceastd inlocuire in (19) sd considerdm urmatoarele dond
il aceastd C .
ccualii ale sistemului Plall oblinut:
No —!{ ,
d b e C g =)
AG+21T‘1(AT + m'w e w,

@ AT —in 2 "B
v AT—]‘ —a" W) — 240_—2(?\0‘—}—[)0.)2
Prin dilerentiere exterioara obfinem

imm,] L -(II— [Ahw,| + A [0,0,] =0
T

492
¢ _ [ANwg| — *1* [Ahw,] + A2 [0,0,] = 0
T o
unde
. G [ 26 Nmo | 2lm
N = 2{f — 0%+ e 7k 2@1,‘}' 2572 +0.‘3T?
(#3) - (G A 3vm 2im
. =2 e o - T 2¢%t 207! o’t?
Rezultd o noud conditie
X=X
adica ., !
(44) (om + )\ + 12G — o’l +o*®(f —bo®+ + ar?) + 2lm =0

condilie care determina pe A .
Sistemul exterior al noului sistem Plall esle

[AAow] =0
[ABw?) =0
2at [6? Al — 12 AG, w,] + (om + ©{)[ADw,| =0
(415) (Gm + /) [AEw,] + 20[02 Al — 12 AG, w,] =0

[02 Al —12AG, dw, — T0,|=0

[AGw,| + [AHw,]=0

[AHw, ] + [Alw,] = 0 |
AA. ... Al liind ig-me Piall independente ale caror expresii nu le mai
h””bgi]s:ftle}llﬁrl este in involutie cu si=7, caracteristicele sale liind date
de ecuatia

(47) w? w2 (00, — Tw,)* (0w + Tw,) = 0

i i [ - cu congr a axiala de tip parabolic

Deci, in multimea retelelor cu congruenta (malt_l d?_ I L]}ﬂn(im .
existi o clasd destul de cuprinzatoare de refele pentru L{.-Hflp_ S
— focarul unic al axului — realizeazd o lranslormare a retelel constde




e —-————1

924 TIBERIU MIHAILESCU 10

rate tot intr-o retea conjugata si aceasts class depinde de sapte functiuni
arbitrare de un argument.

4. Daca
(47) om + 1= 0
coordonatele planului tangent la S sunt nule, planul tangent este nede-
terminat,

Din
(48)  dA,=" fl’ 1Ay + (0w — 10;) (tA, + 0A.) | wgeh,
rezulta cd in cazul in care coeticientii sistemului verilici relatia (47)
punctul As se deplaseazd pe o curbi atunci cind Ao descrie o regiune a
suprafetei (Ao).

O astfel de refea conjugati cu congruenta axiald parabolica singulari
asociazd supralelei — pe care este situati reteaua — o curbi, anume
curba focala unica a congruentei axiale.

Daca satisfacem relatia (47) punind

(49) l=\o, m=—\1,
A fiind un coelicient auxiliar, si_introducem in (1), obtinem un sister
Piaff in involutie cu si=7, avind drept curbe caracteristice curbele defi-
nite de ecuatia
(50) of 02 (dwy —1,)* =0,

Retelele cu congruenta axiali parabolica singulard depind de sapte
functiuni arbitrare de un argument.

Ecuatiile, care prelungesc sistemul Pfaif al acestei probleme, sint:
Aa=Aw, Ab= Buw,
Af=2ar(C + Mo, + Daw,
Al = Ew; + 2b0 (F + \) o,

At =Cw1——}(2C+F+?\) oz

A
(51) 1’ Ak = d\ + o (3wgy — 0y — 0,y — w33) =
| =——IG +AC4-0v(f — ba®) | wy +
1
-+ ‘EIG — A —o1(h + ar?)] w,
Ao:_%(m-zl: +)) o + Fo,
Coordonatele pliickeriene ale tangentei la curba (A) sint
(52) D\Aﬂ + %A, + aA,, As]
punctui
(53) Ay=M\A, + TA; + oA,

liind un punct al acestei drepte,
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Aveni

dA; = (d\ + oo+ 101 ay) A, + ;

(54, + (dr + M, + 1w,) A, + (do + My + 0wyy) Ag + (T3 |+ owgg) Ay

jar coordonatele planului osculator la (A) sint:
[Agy A;r dAfj]z {?\dT — 1d\ + A1 (05, — wyo) + Mawy, —
— 12wyy — 0T} [AgA,Ag] + {Ndo ,—:Id?\ +
(55) + N0 (gp — ©,9) + Mo, — 0Ty, — %0505 [AgAzAy) +
+ {TdO’ — odt + or ((022 = (.IJ“) =
— A (0’(:)1 — Tmz)} IA] A2A3]- .
Tinind seamd de ecuatiile (51) expresia acestor coordonate devine:
(56) : o0l - P10l - padla
unde b
=207 (C +F + ) ‘
- 5?: —a[2\E —G + M —or(f —bo®* — 1 — RT?
pP=—1[20C + G + \2 + o1 (f —bo?— 1 — at®)
5. Am reamintit mai sus cd unei refele conjugate ar}aitrlal-e 1i01§ed§2(;:
ciaza a doua supralatd armonic asociatd ¥, inldsuratoarea plane :

: e raza retelei A1z si punctul As. , N1
mmal;[’?agﬁiror_{;?ullat'or alrcurbei (As) coincide cu planul tangent la X daca

avem relatiile:
I M+20C+G +or(f—bo2—N—ar?) =10
S | 2+ 20F—G—or(f—bo2—h—ar®)= 0

care pot [i inlocuite cu relatiile echivalente
f MCAF-1) =0 | “
25) 1 MC—F)+G + ot (f —bo? —~ i —ar)=0

Daca luam e

ultima ecuatie a sistemului (5!) da conditiile

(69) G+ ot (f - b6®) =0, G — ot (h + ar?)=0 ”
care la rindul lor, tinind seamd de (57), au drept consecinié relatiile
intre invariantii Laplace

(60) f=b02% h=—at

caracteristice retelelor R. St yan b
Acest caz va i tratat cind vom pune problema relelelor care au atit

rala cil si fa radiala ip parabolic.
congruenta axiala cit si congruenta radiala de tip p
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12
lL.uind
(6G1) C+F4x=0
punem
(62) C=H — ;, F:—H—%, G:ﬁZI\H—Ur(f —bo?— i — ar?)

Inlocuind in (51) si observind cii in locul ecuatiilor a 59 si a 62 din
acesl sistem putemn pune ecuatiile liniar echivalente

[ TAc 4 oAt = 2H (6w, — Tw3;)
| TAc — gAT = (0w, —tm,)

adica:
d
| %?T—-)- + ©)) — vy = 2H (cw, — 1v,)
(63) ' q (i) .
L i ey [ Ry
o By —oy =) ( % = J
I

sistemul exterior asoctat-este

[AAwy| - @ (3f — h + 3at2 4- bo?) [w,w,] =0
[ABay| — b (f — 371 4 3602 + ar?) [w,0,] =0

2atH?>  axvtH  a)? ;
2ar[AHw,] — [ADw,] + { ; e ; — —Gj — abo?rd —
: —F(3f —3h + 2072 + 00®)} [w,0,] = 0
ko) 20 O\ OA2
[AB o] — 200 [AHw,] + {—20he 4 ATy Ty

—h(3f —3h + ar® + 200%)} [wywy] =0
[AH, o0, — 10,] + % % 2\H — ot (f — bo?— h — ar?) } [wyw,] =10

Sistemul este in involutie cu si=5, curbele caracleristice Tiind
P LA —
07 w5 (0w, — Tw,) = 0

deci curbele refelei si curba Jocald unicd a congruentei axiale,

Observam, ca in baza relatiilor (57), (58), coordonatele planului oscu-
lator la (As) sint nule deci acest plan este nedeterminat.

Congruenta axiald este o congruents parabolica singulard avind ca
locald dubla o linie dreapla. Prin aceasli dreaptd trec planele AiA2As
deci ea conslitue si degenerescenta supralelei Z.

La lel se stabileste existenta refelelor cu congruentd axiala parabolici
singulard, pentru care planul osculator la curba locals unica (As) con-
line axul AoAs.

IGRUENTE ASOCIATE DE TIP PARABOLIC 2
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Aceste refele caraclerizale de relalia
(65) CEF-n=l

depind de sase Tuncltiuni arbitrare de un argument. l
Coordonatele planului osculator al curbei (As) sin

0 [AAA,] + 0 [AgArAy] =—[Ay, As, ?Al + ahAyl.
Ll intersecteazd planul tangent la (Ao) dupd tangenta la curba locala a
s rEriertel ¥
congruentei P st £
[I. Refele conjugate cu congruenfa radiala de tip parabolic.

i -antfer sarelativ ¢ | eyrTirit S0
(6) In acelasi mod, deteminat de caracterul 1.0|el(llt|\ (xllillﬁul 1;,””]&
i ' ‘1 conoruenta radiala para-
{rateaza si problema relelelor conjugate cu congruenta a |
bolica.
Notind cu
xiA + xaAe

un punct al dreptei punctelor A, As, transform;l[elelI,al{)l:.wle ;1]_&; tpnndulm
elatiile | ongr i formata de aceste drepte sin
Ao, relaliile Tocale ale congruentei formata de ace I

[ €T Wy + TaWypy == 0
i | x5 + axpwp; =0
1 | N a1t Aarnrliala = ~trhbelor
de unde rezulta, prin eliminari convenabile, ecuatia dilerentiala a curbel
Tocale
il
(ﬁ?) (Ih{l)]?_ 2([(’)0(!)5(!)2 [ bfmg - 0
si ecuatia parametrilor punctelor Tocale
ot Srad
(68) bhx?2 + 2abexix:—afx2=0
-adiala es s tip parabolic, coelicientii
In cazul in care congruen{a radiala este de tip parabolic, i
sint supusi condifiei:
(69) abe? 4 [h=0
Cazurile elementare ale problemei sint trei:
a) (70) =f=0
Pentru o deplasare a punctului Ao pe curba refelei
(71) w =0
punctul Ay admile, in general, o deplasare dala de
dA] =fw3AD 1 mllAl
[Yaca

(72) . F=¢




28 TIBERIU MillAILESCL 14

punctul Ar ramine fix in deplasarea considerat
dealungul curbei (71) este un con.

Relelele ce corespund acestui caz particular
sens Wilezinski cu una din |
din curbe conice.

Punctul A: translormatul Laplace al punctului

a deci riglata desldsurabila

sint relele armonice in
amiliile de curbe ce o compun formati
Ao in sensul curbei

descrie o curbd, tangentd in A; la dreapta AiAs, dupd cum rezultd din
relalia
dA, =0, + aw A, (w2 = 0)

Supralala S, prima suprafati armonic asocjatd
desfasurabild a tangentelor la curba descrisd de
In adevar, din sistemul exterior (IT) rezulta

(73) m=10

este o consecinld a relatiilor (70).
Coordonatele planului osculator la curba descrisi de A

[Ai, dA), dPA\]= a0} { — g [AAzA,] + [oArAg] §

a lui (Ao), este riglata
Al
ca relalia

sint

adica
Lolo—/ otz

i deci acest plan este plan tangent la S in As,

Punctul focal al razei esle transformatul

radiald este de tipul parabolic singular. Retelele
sase functiuni arbitrare de un argument.

b) (74) e=0 =0

Laplace Ai, congruenta
acestei clase depind de

dupéd cum reiese din (27)

Tipul de refea conjugat, caracterizat de acesie conditii, este identic
cu cel precedent, familia

w, =0
fiind Tormatd din curbe conice, transiormatul Laplace A: descriind o
curba.,
g} WT5) e=0, [=0, =0
‘Ambele familii de curbe ale retelei conjugate sint formate din curbe
conice,

Planul tangent la prima supralatd armonic asociati S este

planul
A1A2As, care este fix dupa cum rezultd din relatia

doy = — wyy04.
Cele doua supralete S si ¥ se reduc la
translormatele Laplace A1, A..

Congruenta radiald este o congruenla parabolicd singul
ei liind situate intr-un plan fix.

acest plan fix care contine

ara, dreptele

c : OLIC
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i depind
Retetele acestei clase se afld pe suprafete Peterson [10] si deg
functiuni arbitre 1 argument.

e 4 functiuni arbitrare de un a _ - ) e
B 4033‘[5{ ce am examinat aceste cazurl eleme_ntar_e, tlgcelntlﬁfec?guiegle =
ral al retelelor caracterizate de relatia (69) si v01111 _ple‘;suepqte el s
urmeazi, ca niciuna din Iamiliile de curbe ale retelei nu es
linii conice, adica

(76) fh=0 ‘
Introducind auxiliarele o, T, conditia (69) este satisldcuta punind
(77) e =or, [=ar?, h=—bo? or 40

: : = T 7
Sisternul  dilerential respectiv, obtinut din (1) tinind seama de (77)

admite sistemul exterior:
|Aaw,|=0 |AL ngr: 0 e
a [oAt -+ tAc, w] - [*Aa + 2atAT, w,| — am [wwy| =
[Agw| — [oAT + A0, wy] — ! {wl(?al =0
[6AT 4+ TAG, w ]+ [Ajw,] + m]o,w]=0 s
[0Ab + 2boAs, @]+ b [0AT + TAT, mg[ - h{.’ | w,] = :
[Alw,] + [Amw,| — ot (at®* — bg —lo?—aj) |ww,]=

(78)

;i este in involutie cu sa=1. _ e _ —_——
e -u congruenta radiald de tip parabolic depind de o incliun
e - [atd arbitrard contine retele ce apar-
arbitrard de doud argumente. O supralata arbilrare t ,
in acestei clase. . _ A S
i (]l%:;lmind(reperul asimptotic Cartan si Corlsldermd‘E;’Lllzljl]C;;gctel'jsticai
cale ale congruentei radiale (4, p. 80, ec. (17)), relatid
este :
(79) e? (1 4 12)? + (By -+ B2) (T3 — Bo) =
pe care o satisfacem punind:
2
J B+ B2 = “_ECU
T3 — B.—¢B
T+ Tpe=of .
licientii , | iar si rior  asocia
e coelic h, i, | iar sistemul exterio
; le putem deduce coelicientii b0 il terie S
;Jitsteu]%f.llui] Piaff, a carui solutie determina retelele ccir!%ugdtt]aﬂuél Lé(ir;eg [
o ) : i i a S c c a BANE 18 (4 o)
radiald de tip parabolic ce existd pe o supralatd arbitrar data,
! pr—
2e0 [dow,| + [Bdo + adB, w,] 4 o |@,w,] =0
I :0
- e [8du + adB, o] + 2818, 0 +§' [wres] o
ii si i si invariantii supraletet.
o, g fiind tunctiuni de coeficientii sistemului si de‘lll\—déim‘lt:‘l]“f'];{-g)‘i;titéle
'ﬁA‘cest sistem dilerential este in involutie cu 1§,11— , care :
fiind curbele focale conlundate ale congruentei radiale

(81) (acw, + Bug)? = 0
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Retelele conjugate cu ¢ ; a radiala i
‘ njugate cu congruenta radiali de lip parabolic ale céror curbe

nu sini curbe conic Kista o ala i
int curbe conice, existi pe o supralald arbitrard si determinarea lor
) < (s

comporta doud funciiuni arbitrare de un argument
(7) Revenind la reper 'y 5is [l ' '

op i Tepen exm‘mre(p;é)u:l R, sistemul Prall ce se obtine prin rezolva-
Ad = aAw;, Ab=bBuw,

a
Ao =?‘2C —D + oB- L, wy; |- Cwo

i o b
Ar =Duw — —(C—2D A + ﬂ’mz

- 1’

z_\.g.) =Ew, —[0(2C + 0B) 2/ w,
Aj :[T(TA+2D)¥2UIIUJ| + Fu,
Al = Gy + [H + aor (j — %) | @y
Am=[H — bor (g 4 0°) |w, { lw,

fluli'c:dl_we noua arbitrare A, B, ... 1.
Din (67) si (68) rezultii i ecualia

(52)

83
(83) ow; +1,= ()
reprezinia Tamilia de curbe loc: '
: e locale co : ale congr ‘ '
et conlundate ale congruentei radjale
L'i
bind punctul local unic al razei AA,
Coordonatele punctului -l
0 : i de contact al pl: i/ '
itele | act ¢ anului- AiA»As cu supralat:
armonic asociata X, dupa (28) sint | T R
(¥ e
(&5) (vl — om) (boA, + atAy)
Deci daca
™/l —am -0
nuesiqpmu:_t este chiar punciul Tocal I°,
supralata locala unica a congr ' | '
ralata Ic congrueniei rad e ¢ d cu a de
suprafata armonic asociatd X. ' e S
Acest lucru rezulla si din expresj
F, date de Tormula
§6 5
(86) di=fi Ay + [2Az -+ [als
unde

a variatiilor coordonatelor punctului

i et [
J_‘|~—T 2C -D + ¢B Jr;}to, +b(C+GB)tng——b?UQ

-

{57) s fz"—IQ(D+TA)ml—%r(C—2D‘TA JﬂJ rug—-(ITQ
i

Sfa=ab (ow, + 10,)
Q=3 (v, —w, — Wy5) + Wy

— e e R e W -~ e WS ERTERNSIT T  EE E
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Ecuatia liniilor asimptotice ale suprafefei focale (IY)
— [duy dF] = fio, + f20p + Ja050=10

se descompune in ecuatia
(88) ow; + Ty =10
si ecuatia
(89) {2(C—D) + 0B — 1A} (0w, + 10,) + 2 (loy + Mmwy) =0

Una din Tamiliile de asimptolice ale supraletei (F) corespunde fami-
liei curbelor locale ale congruentei AiAs, razele relelei (Ao) liind tan-
gente la asimplolicele respective, dupa cum rezultd de altlel si din expre-
sia variatiilor coordonatelor planului tangent:
(90). Ay =— 0,00ty — (00, + T03,) (atey — boag) — (lo; + mwy) ay
care, pentru a deplasare a punctului Ae dealungul unei curbe a Tamiliei
(&8), devin

. w;
(91) g = — Wyt — o3 (v/ — am) ay.
T

Caracleristica planului intr-o astlel de deplasare esle dreapta de in-
lersectie a planelor oo, #s adica dreapta AiAa. _ :

Ecualia globald a liniilor asimplotice ale supraletei (I) este
(92) g (oM + 20) w? + 2(otM 4 7/ -|- om) o, -1 (TM - 2m) wi==0

unde:
(493) M=2(C—D)- 6B — TA.

Problemele puse in studiul retelelor cu congruenia axiala de tip para-
bolic si aplicate si la clasa de retele cu congruentda radiala de tip para-
bolic admitl rezultate care se deduc usor.

Astiel, asimptolicele supraletei (IF) nu pot sa corespundé curbelor
refelei (Ae), deoarece relatiile

oM +2(=0, TM+2m=10
oM + t/-Fom=0

nu sunil compatibile in baza cenditiei
tl——=aht==01,

Pentruca relelei conjugate descrise de Ao sd-i corespunda pe (I7) tot
o relea conjugald esle necesar si sulicient sa existe conditia
(94) oM + 1t/-4om =0

Calcule lungi, care nu prezintd greutati si pe care le omitem din
cauzd ci prezinti o mare asemanare cu cele dezvollate in cazul similar |
din problema relelelor conjugate cu cengruenia axiali parabolicd, ne




30 TIBERIU MIHAILESCU 18

permit sa stabilim cd solutia acestei probleme alirmi existenta unei astlel
de clase de retele care depinde de sapte Tunctiuni arbitrare de un argu-
ment, '

Aceastd clasid mediazi asadar o transformare a unej relele conjugate
tol intr-o retea conjugati.
8. Daca avem:
(95) Tl —om==0
pulem pune
(96) [ = o, m=pr

$i expresia variatiilor coordonatelor planului tangent la supralata [ocalj
dubla a congruentei devine

(97) doy = — wyn, — (0w, + T0,) (aTa; — boay, + uay).

Intr-o deplasare a lui Ao pe curba locala dubli (83) — care cores-
punde unei asimptotice a supraletei (F) — avem

daﬂ = — "’uu%

deci planul langent rimine lix.
Suprafata locala dubls (F) este o riglatd desidsurabila. ;
Aceasta clasd de retele conjugate depinde de sapte functiuni arbi-
trare de un argument, dupi cum se poate stabili lolosind conditiile (96)
si introducind noua forma Plail

- L
(98) Ap = du+ %(gmlm T Wy — Wy — wyy),

Curbele caracteristice ale sistemului sint

(99) 0 w2 (0,! + Tw,) =0,
Din (97) rezulta ci generatoarea deslasurabilei focale — caracteris-
tica planului tangent este dreapta de intersectie a planelor
(100) Uy M= atoy — boay + pog,
adica
(101) [F, uAy — atA,]
Variatiile coordonatelor planului & sint;
(102) dai=potto+ o1 + pacta+ [0la
unde

[ po=bow, — arTw,
| P, = d(ar) — aro,, — apw,
| p= —d(bo) -} boow, — buw,

Py =dp— Hogy — arg, + bow,,,

(103)

1
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Sistemul Pfaff, care prelungeste sistemul dilereniial asociat acestei
clase de retele, este

Aa=aAuw,
Ab = bBuw,
A =2 (C + 20F — 6G + 0B + i+ (C + 1F)
T
(104) AT:(C-i—O'G)mi+%(C—TF+20’G+TA-LE)MQ

Ag=:Do, — ¢ (2C—+ 21F + 0B + 2p) v,
Aj =1(2C + 20G + TA—2p)m1:t-Em2 o
Ap={uF —ao(j —t)}o, +{pGFbo(g + 0% o,
Coordonatele punctului de contactl al generatoarei (101) cu muchia de
inapoiere a destagurabilei sint date de
[ato, o, da] |

adica, tinind seami de (102)—(104), au valorile |
(105) . XA xefAs - xaAs

tnde ¥ | l
x;=bou{C + 7F — oG+ 0B — Il—(bg —af) + uy

6 o L y
(106) 2o = atp{ C —<F + oG +TA—--I(bg~—fU)—p}
w3 = abot (260G — 21F + 1A — 0B — 2y)
i 7 ale s lelei locad le (R), se pot pune
Av wceste elemente ale supralelei focale duble / ' .
prob!étllllelden?ihrils caracter dual Iatd de problemele studiate asupra retelelor

j § i axialda parabolica. )
conjugate cu congruenta axia o i o
JRtézulta’[ele se pot intrevedea usor deci credem cd nu este cazul si

mai insistam asupra lor.

Refele conjugate ci ambele congruenfe asociate de tip parabolic.
' Rt 25 i caz vom lolosi reperul R [4, p. 44—45, ec.
tratarea acestui caz vom lolosi reperu [ 4—45,
(1) Q(IIP)eﬂtlréﬁ Ise se deosebeste de reperul R/, 1I11trebumt,atr_pmd Jauunl,
numai pr,iu I'a,ptul ¢d punctul As nu este determinat ca pozitie pe axu

retelei. . oyt ‘ e 5
" Ecualiile, care dau valorile parametrilor punctelor locale ale axu

AcAs si razei AiAs sint — respectiv. —:
{ (ei + gj)zi+ (e — ) 2oy — -13 =10

(107) bha3 + ab (e + D) z,x; — afx}=0.

isti j a congruente
Rezulti relatiile caracteristice retelelor conjugate ale céiror congrueny

asociate sint amindoud de tip parabolic
[ ab(e+i)+4fh=0
e | (e+i) +4gj=0

3 — Studii si cercetdri de matematici $i [izicd
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Asupra cazurilor particulare
(109) e+i=0, fh=0, gji=0

L C .L i 1S \\\/11(. b [4 L.
> C £ l) Gieey (e b

In general, relatiile (108) sint satislicute punind

(110) o ?
‘:(‘)—-:E{»fl’ ]:__(LJ-L)Q
5 20 2

Introducind aceste valori in sistemul Plall asociat reperului R, sis-
temul exterior respectiv devine: : .

[Aaw, ] =
[Abew,] =0
20t [Aewy| + bAe + Ai —EF Dar ) — 0
(111) e oo
[Ae + Al — = — Ao, ] — 20 [Aew,| =0
;e
av [Aet Ai - T[-AT' ]+ 26 [Aw,] = 0
2[Adwy] - [0 (Ae +[AD) + (e 4-1) Ao, w,] = 0
CL )

A= do + 6 (i, — )
At =drt + 7 (0; —w,,)

Sistemul dilerential considerat este in involutio el =5
L Rfetelf!e cu ambele congruente asociate de tip parabolic depind de
:,Ile.‘e unctiuni arbitrare de un argument, curbele caracteristice [iiid date

(112) W0, (0 — owy) (arw, + bw,) (arw? 4 bow?) = 0,
Ecuatia
(”3) Oy — ow, - 0

al . f a £ ili 1
I’"L'[)J](_‘ijtlta gr]m]]‘lﬂ de curbe cu care sint confundate curbele locale ale
axului; curbele locale ale razei sint confundale cu curbele Tamiliej

(114) are; + bu; =0

‘-‘.C]‘iupslf[wi?lfe[)?]‘ /i\z, g ira_z'ls.;'Iornjaiele _Luplace ale punctului A¢ — de-
iji]e = pp,dSCSJC e ale caror linii asimplotice sint date, in general, de ecua-
[ (A) agw? + f wl=10
| (Ap) ho? 4 bjw2 =0
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In cazul pe care il studiem, aceste ecualii se reduc la una singurd
3 ? 2 —
(116) are? + bows =

Caracteristicele problemei sint asadar curbele retelei, curbele locale
ale celor doud congruente si asimptoticele transiormatelor Laplace.

Retelele cu amindoua congruentele asociate de tip parabolic sint cu-
prinse in clasa mult mai intinsa a retelelor conjugate cu translormatele
Laplace in corespondentd asimptoticd.

Din ecuatiile (115) si a conditiilor (108) rezulta ca dacd o refea
conjugatd are transformatele Laplace in corespondenta asimptotica si
daca una din congruentele asociale esle de tip parabolic si cealailda con-
gruentd asociata este tot de tip parabolic.

Rezultatul enuntat este valabil numai dacd refeaua nu este o retea
armonicd in sens Wilczinski.

Rezolvind sistemul exterior (111) in modul cel mai general oblinem
ecualtiile '

Aa = Aw,

Ab = Bu,

Ae = Cw, + Du,
(112) Al = Ew, + Fu,

Ao=—_—"—|C+E +%J o, + eii (20C + D + F)o,
AT=€1 (C— 2‘%1_) + E)wy — - jr 2 (D —%’Z E + F) o,
A, ..., I" liind sase coelicienii arbitrari.
Punctele locale ale axului sint conlundate cu punctul
(113) Fi=(e—i)Ao+2As
far ale razei coincid cu punctul
(114) Fo= vt A1+ A2

Tinind seami de ecuatiile (112) se calculeazi usor variatiile coordo:
natelor acestor doud puricte:

(115)  dF,={(C~E)o,HD—FlaytA,+ < (0, —0u) (oA, + A+ ogeF

atw, + Lo,
2

si cu ajutorul lor obiinem coordonatele planelor {angente la supratefele

locale duble (Fi), (F2) ale congruentei asociate:

(116) dF, = Fi + oy Fy o+ AtA

{Elili) (]:1) M = 0y — Oy

(118)  (Fp) mp=2a,— (e — oy
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Deoarece avem relatia
{HEFI] =)

rezulta cé p[ﬂl’iul tangent la (F:) contine locarul unic al axului, punctul .
O teorema ‘a‘lm Slotnick [l1], stabilitd pentru cazul in care
congrueniele asociate sint cu pinze focale distincte, rdamine deci valabili
st in_cazul congruentelor asociate de tip parabolic.
Din (115) si din
c . -
( | [J) dTl't _— (Ll}] = 0'{1-'2) Oy — U0y — (dU = Utl)zz) Oy -+
e—i
+ 2i(wl s ()‘h)_g) 0:3
se obline ecuatia liniilor asimplolice ale suprafetei (F)
— (@ — owp) {(C — E)o, + (D — F)w, — (e — i) (wgy— t33) p—=
e=1I :
== (01— 0wy) {do + o (v, — Wge) } = (€ | 1) (0, — 00,) trgg = 0

care se descompuiie in
0w, — owy, = 0

Sl

(i20) (6E + F) oy — ¢ (6C + D) w, =0
ultima ecuatie putindu-se pune sub lorma

(121) (eti)Det a(le—2Li)=0

La lel, din (116) si din

e
dmy = — 20,00 o Egi (atwy + bwy)(a) — Ta,) —
—{(C—E)o, + (D — F)o,— (e — i) wyy } o,
rezultd ecuatiile celor doud lamilii de asimptotice ale supraletei (Fz)

HT(UI + ttf)g i U

(122) ar (bC — arC)w; | b (bE — arF) wy, = 0
pentru ultima putindu-se lolosi si formia
(123) (eti)brtr(be—Aj)=0

F'J"U'”u 1ret,eI‘9 conjugate cu ambele congruente asociate de tip para-
bolic 1 se asociaza congruenta dreplelor FilYs, determinate de cele doud
locare unice ale axului si razei.
__S-a vizut cé vplanul tangent la (IF2) contine punctul ¥y deci dreapta
1Pz este tangentd la (Fa).

Suprafata (F») este asadar o pinzd Jocald a congruenfei FiFs.

10. 5d determindm relelele ce apartin acestei clase pentru care a
dova pinza focald a congrueniei FiF, coincide cu supralata (IF1).
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Pent-u aceasta este necesar si sulicient ca planul tangent sz sd con-
tind punctul Fo.
[ Fy] = [ — 0y, TAy + Ag] = (0 — 1) [A)A1AzAgl =0

adica
(124) = Ts

Din (110) rezulta
[ =bg, h=aj

adicd Ao descrie o retea R.

Relele cdutate apartin deci clasei de retele R.

Pantazi a aratal [6] ca retelele R admit proprietatea caracteris-
{icd conform ciireia cele doud congruente asociale lormeazd o pereche
stratilicabil .

In studiul citat [2], Finikov a stabilit cd dacd una din congruen-
lele unei perechi stralilicabile este de lip parabolic si cealaltd congruenia
a perechii este tot de tip parabolic, pinzele focale ale acestor congruenie
iiind suprafete Ro, adicd suprafete proiectiv delormabile pentru care
curbele relelei conjugate de delormare proiectivd coincid cu una din fami-
lifle de linii asimptotice. Dreptele congruentei parabolice corespunzétoare-
numitd congruentd Ro— sint tangentele acestor linii asimplotice.

Daca una din congruentele asociate unej retele R este de tip para-
bolic si cealalld congruentd este de aceiasi natura.

In cazul pe care il studiem, daca suprafetele (Fi). (IF2) nu sint riglaie,
atunci ele sint suprafete Ro.

Liniile asimptotice ale suprafetelor (Fi), ([%2), ale cidror tangente
formeaza congruentele asociate ale refelei (Ao) — dupd cum s-a ardtat —
sint curbele reprezentate de ecuatiile.

(125) o, — ow, =0, dow; + bez + 0
Ecualia globald a aceslor doud Tamilii.
(126) | aow? + (b — ao®) wjo, — bow) =10
comparatd cu ecuatia liniilor asimptotice ale suprafetei (Ao).
aw? + boi =0

aratd cd, intr-un punct Ao, tangentele la curbele (125) lormeazd un sis-
lem armonic cu tangentele asimplotice in punctul cosiderat.

Curbele supraletei (Ao), care corespund acelor linii asimptotice ale
supraletelor (Fi), (F2) ale ciror tangente formeaza congruentele asociate
ale retelei (Ad), formeaza o retea conjugald pe (Ao).

Aceasti proprietate este caracteristicd refelelor studiate in sensul
cii dacd cele doud curbe focale ale congruentelor parabolice asociate
lormeazd o retea conjugati, congruenta FiF» admite suprafata (Fi) ca a
doua pinza focala.
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qu 1_'e_I_at1|le_ (121) si (123) urmeaza cd, in cazul (124), celelalle
doua)faimlu de linii asimptotice ale supraletelor (F), (F2) isi corespund
~ l inzele [ocale ale congruentei I'\Fs sint in corespondentd semi-asimp-
folicd. ' -

1. In baza relatiei (124), sistemul (112) admile consecinia dife-
rentiala. : ' I
At = Ao

adica

e+ i 2a0 2F 20
—r;(zc + 26— S0D =)0, — (2D + 2F -—a—dE—}—ZIUC)wz} —0

deci, in ipoteza o 3= 0,

b(oC + F) + o (bE — aoD) =0

a0 (6C + F) — (bE — acD)=0
[’entru rezolvarea acestui sislem, liniar si ologer i
oC + F, OE — acD
trebuie sa deosebin doui L:azuri.‘ |
[ ao® -4 b630.
Aceasta condilie exprimi ca asimptotica.
o, — gwg =0

a pinzei locale (F\) nu este si asimplotici a supraletei (An).
In aceasta ipoteza, sistemul (127) admite solutia.

(128) 6CHF = 0;6E—a ¢ D=
de unde: ‘
(129) F=—0¢C D= bG,E=2a gG

G Tliind o auxiliara.
Introducind in (112) si diferentiind exterior oblinem sistemul:

e+ i)
0

[AAw, | — (@02 + b) |w,wy] =0

26 (e - i
[ABuwg| — *b--(f-;_r—” (a0® 4 b) [0,0y] = 0
|ACo | + b [AGaw,| =0

2 1
a[AGw, ] — [ACwy| — PR (C* + abG?) [oy0,] =0

[AC(‘:‘ r + b {AGm;‘l (] { a [AGU),] — [Asz] % =

o o
— o (€24 abGY o, mg) = 0.

(130)
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Ultimile trei ecunalii ale acestui sistem dau conditia
(131) C? + ab@® =
din care, prin dilerentiere obisnuita, rezulta
2C AC + 2ab AG + bAG? v, + ab(* w, = 0

deci
_ - & AG BG
132 e PP e
{2) i Tis kit g
Introducind aceastd forma in ecuatiile sistemului (130) avem
. AC? _
I 2aG [ACo,| — 2C [ACw,| 4 —— [wjwy] =0
(133) e
| 2C1aCw,] -+ 206 [ACas] + = [oyus] =0
Punind
AC = aw, + puw,
coelicientii e, g sinl determinali de sistemul
2
20aC 4+ 2ap5G— i =0
; a
(134) BC2
care, tinind seama de (131), da conditia de compatibilitate
(135) C*(b*AG + aBC) =0

a) Daca luam
(136) C =0
sistemul (112) se reduce la
o e Aa = Aﬂﬂll, Ab = BMZ
Ui ) Ae=Ai =Ac =0

si este in involulie cu s = 2.

Retelele, care corespund acestei solulii, sint relele R ale caror curbe
apartin, prin tangentelor lor, unor complexe liniare (retele R de tip
Wilczinski). i

I adevar, complexul liniar Tix

T =x|AoA1] + 1 [AoAz| Fz[AoAs] +u [A1Az] 4 o [A1As] +w [Az 3
contine tangenta AeA: daca

I:T, [_AUAIHZ w [AnAlAzAS] = 0

deci, daca
w = 0
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Folesind cunoscutele condiiti de fixitate ale unui complex liniar ra-
portat la un reper mobil [5,(72)] gasim, prin diferentiere obisnuiti Si
tinind seama de (137):

x:e,yze—z_c,rlt,a =—l,z=u=1w-=1(,
Tangentele curbelor familjei
w, = 0
apartin complexului liniar fix
(138) T = 2¢ o[AcA1] + (e 4 i) [AoAz] — 20 [A1As]
Cealalta familie de curbe a retelei apartine complexului liniar
(139) Te=(e+i)o [AcAi] + 2i [AoAs] + 2 [A2As] .
Variatiile coordonatelor sint, in cazul pe care il studiem
5 . e+
({I"I = W3q I"l + *"(r!(l’.ul —Umz) FZ
(140)
dF, = a, Fy - 00t Doz g,
deci:
(141) d{FiF2] = (0,5 + wyy) [FiFy]

dreapta FiF; este fixa in spatiu.

Congruentele asociate retelei sint congruente parabolice singulare
formate din drepte ce intilnesc o dreapta fixa.

Dreapta FiF: este si axa complexului liniar special unic pe care il
contine fascicolul de complexe liniare deferminat de complexele T, T,.

Axul AoAs si raza AiA: apartin unei aceleiasi congruente liniare, care
— dupd proprietatea caracteristici a retelelor R — este stratificabili in
ca insasi ([7] si [8]).

by Luind

C = 0, 8°AG + aBC =0

si observind cd, peniru a nu obtine retelele gisite anterior, sistemul

(142) CPt @b GF =0, H*AD + aBC =0
trebuie sd admitd o solulie diferits de solutia
2= D=0

obtinem relalia de condilie
(143) b*A? + a*B? = ()

care caracterizeazda supraletele riglate [4, p. 51, ec. (55)].

Se stie cd retelele R situale pe o riglatd depind de 2 functiuni arbi-
trare de un argument si singurele riglate care admit retele R, sint riglatele
cu Ilecnodale rectilinii. Pe aceste supralefe existd o infinitate de refele R
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ce depinde de o functiune arbitrara de un argLul]eTy_};l"ll_‘ asimplolicele

curbilinii ale acestor riglate aparlin unor complexe illld’i.‘l‘ o st
Transformatele Laplace ale acestor retele .‘3_1111’ ’[ot-‘lni.e‘c mr.eqm”:

pe suprafele riglate si generatoarele acestor riplate sint in coresj

enla. — : VA
dm"li:olosmd reperul R asocial unei riglale [4, p. 64, ec. (1)] se ahasrio

cd, in cazul unei retele R, avem
; ; 2
(144) [=—aXg h=aj 6=—ak
A -uente asoci sa i -abolice se reduc
Condiliile ca cele doud congruente asociale si fie parabolice
la una singura

(145) (e + i)+ 4gj = 0
Diferentiind obisnuil si tinind seamd de ecualiile (19) din [4, p. 64 |
grasim '
) e-+1]
(146) [(e + i) m— Qg.'v][h—kﬂ]— 0
In ipoteza
(147) 2) gde 4 i
averr s
(148) n= T m
deci :
& +.1 m® EijJ S
{149) An = 2 Am — Zg( N+ 30 (0, + \oy)

Sistemul exterior (23) din [4] se reduce la o singurd ecualie

AmA .
(150) [Am, o+ hog] — == [og0p] = 0

deci relelele R situate pe riglate si avind congrueniele tasomaie de tip
paraboli’c depind de o funcliune arbitrard de un argumel? e i)
Si deoarece riglatele cu Ilecnodale rectilinii — pe care sint A“-ﬂetm.
astlel de relele R — depind de o functiune arbitrard de L;lﬂ mmq‘este'
urmeazia ci retelele R cu congruenfe asociate parabolice de pe ac
suprafete depind de constante arbitrare.
Daci satisfacem relalia (146) luind

(51} 2 g=e+1i

prin diferentiere obisnuitda obtinem relali)a }\:nicﬁ
. &

(152) 3hm—n = (l

de unde

' A2 |
5MnA A.z{gmé J&J e w

(153) An = MAm — —5 — 0 — 2a 2a
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“Sistemul exterior se reduce la o singurd ecuatie de forma (150).
Refeaua (Ao) este o retea R care este si de clasa Ter r acini-Pantazi
deoarece din relatiile

(e+0)?+4g/=0, e+i=2xg
rezulta
Mg+ =0
i aceastd conditie exprima coincidenta curbei focale a axului
(e +1i) o, —2\gw, = 0
cu curba Jocala a razei
200, — (€ + oy =0
Fiindea pentru relelele de acest tip avem
==t
0= —_ =
2g

asimptoticele focalelor (1), (Ig), ale ciror tangente sinl drepiele celor
doud congruenfe asociate parabolice, sint date, respectiv, de

(FFu) 0 — 0w = 0; — \wy, = ()
(F2) aow, -+ bw, = a)\ (v, — hoy) = 0
deci cele doud suprafete sint in corespondentd asimplotica.
Celelalte doua Tamilii de asimplolice ale acestor supralete, care co-
respund curbelor
(154) (e+i)AX+A(De—Di) =0
corespund generatoarelor rectilinii ale supralelei (Ao)

@ | hwy = ()
deoarece, din :

Ae = — \m (mJ + )\mz), Al =n (‘”1 JL A"”z)
A
A?\. = “—*éﬁ (UJJ —’J.— )\"’.!)

rezulta cd ecualia (154) devine, dacd se {ine seama de (152)
anm (o, + lw,) = 0,

Aceste rezultale sint mai bine precizale de urmatoarea feorems.

In cazul refelor R, care sint situate pe supralete riglate si au con-
gruente asociate de tip parabolic, suprafefele focale unice ale acestor
congruenie sint confundate.

FFie

Fi = (e—1i) Ao+ 2As, Iy = (e-+0) Ar + 20 As
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focarele unice ale axului si razei relelei si
dF, = oz Fy — JE[(e + 1) + 20g] () + hog) Ay
S
1 o ,
+ Z_g I2g"’l — (t + I) m2] Fz
g / O] B = iy = Wi = wgs) Pk
dF, = > [(e 4 D) w; — 2aN*go,| F, 0n il 33
+ (0, + \oy) % [‘e +1i) —22g]| A + 2mA2}
(=]
variatiile coordonatelor lor.

Fcuatia (121) comuna asimpfoticelor locarelor (F1), (F2), care
corespund, devine — in cazul riglatelor —

2gbe—(e+i)bg=0
sau [4, p. 64, ec. (19)]
(e 4 i + 27g) m (v + hop) = 0.
(F1), (Fa2) sint in &:c,al'e:a]noﬂ(_l?}l]ltﬁlSC‘AHi-
asimptotica, corespondenta facindu-se dupa generai-nare-le‘ '.qlL.lp.] {llt.eii ,{hIé,
Dacda punctul Ao se dealeﬂseazé pe genemtoallvea 1'%Ltljeilq([]el‘ezai])taLF:Fg,
(Ao), din (155) rezulta cd atit Fi cit si s se dep (ls-e?za ]_- e
Acecasti dreapld este o tangenta comuna a supra etelor v( _l)’- zf: '
Dar, in deplasarea considerati a lui Ao, aceasla dreaptd ramine lixa

Asadar, supralelele (Ao),

decarece din
(”Fthl = rz‘“aj + Oy = “'nu" [];IFZI
— o [(e + D) - 20g] (0, + \os) [AoF2) |
2

hy

+ (o + Aosy) [% (e + i)—ZJ\gfl Al + 2mA,, F,

nentru
| w; + kg =0
rezulta . .
d “JI]NZI :.(2“'33 + wy — w[)n)lFI} Zl'
[Fiind si tangenta asimptoticd pentru ambele supralete urmeaza

a i ‘4 suprafata riglata, ale cérei
suprafetele (Fi1), (F2) formeaza o singura suprafata riglata, ale
eneratoare rectilinii sint dreptele Fi Fe.
generatoare rec ‘ 4 s s
. A ri a : lesfasurabila deoarece planele tang
Aceasta riglatd nu este o desldsurabila deo pla

in Fi, Fa. ' )
a=2001— (e + i), ma= (e— 1) s — 20

sint distincte.
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II. ac*+b6 =0

Curbele
(%) wp  owy =0
(F2) aow; + bwy = 0,

care corespund asimploticelor ale ciror langente lormeazd congrueniele
asociale parabolice, coincid in acest caz amindoui cu o aceeasi lamilie de
asimptotice:

a’m'lz + bmg = (J
ale suprafetei (Ao).

Supralefele (Ao), (1), (Fz) sint in corespondentd semi-asimplotici,
tar relatiile (110) si (124) devin

I=h=bg=aj.

Refelele problemei au loti mvarianlii Laplace, atit cei punctuali cit
i cei tangentiali, egali.

Sint refele R care sint in acelasi timp si de tip Terracini-Pantazi.

In [9] Pantazi a ardtat ci aceste retele sint formate din:

[°) refele R de tip Wilczinski ale ciror translormate Laplace descriu
linii drepte si care depind de doud Tunctiuni asbitrare de un argument.
I acest caz toli invariantii Laplace sint nuli, curbele relelei sint si
cuirbe conice si curbe plane, supralelele (Ao) sint supralelele Peterson
autoduale.

2°) relele situale pe riglatele cu flecnodale rectilinii
o lunctiune arbitrard de un argument,

3°) relele care depind de constante arbitrare.

Primele doud tipuri au fost intilnite cind am examinaf
problemei.

Exemple din al treilea tip au fost prezentate in [4].

» care depind de

cazul [ al

12. Unei supralete (Ao), care are o retea conjugatd cu ambele con-
gruente asociate de tip parabolic, i se asociazi, in general, doud supra-
fele (F1), (F2), pinzele focale unice ale celor doud congruente.

O astlel de retea coniugati mijloceste deci o translormaze de supralefe,

Sd vedem daci existi retele conjugale apartinind acestei clase pen-
tru care transformarea mentionats si pdstreze reteaua conjurati de bazi.

Adicd, daca Ao descrie aceasti retea conjugatd, transformatele luj,
punctele focale Fi, Fy si descrie, pe suprafetele respective tot retele con-
itigate.

Ecuatiile liniilor asimptotice ale supraletelor (F1), (Fs) sint respectiv:
(F1) (6E + F) 0 — 6 {¢(C + EV|- (D + F) } wjus +

+ 02(cC + D) 0)22= 0
(F2) @®x2 (bC — atD) o+ abt{bIC +E) — arD + F)}ﬂljﬁ'lg =
T E — aiF) e — @,

Pentru ca familiile de curbe, situate pe aceste doud suprafete, care
corespund curbelor refelei de bazd, sa formeze, pe fiecare din supralete,
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retele conjugate, este necesar si suficient sa existe relatiile
| (C+E)+ (D+F)=0
{L57) { b(C + E) —ar (D +F) =0
S4 presupunem, mai intii, ca fls_i111pi[otice1% ilgl_cgtﬁror tangente for-
meazi congruentele AoAs, AiAz, nu isi corespund, adice

(1568) aot + b == 0.
in acest caz sistemul (157) admite solulia
(159) C+E=0,D+F=0

si sistemul (112) devine

At = Aw|, Ab = Lo,
Ae = Co| - Day, Ai = — Cop — Do,
2¢ (D e
(160) ; AG:EJF—I.[—U—m. o wz'
2t [ar e )
o L g

si are o primi consecintd in ecuatia

(161) d(e +1) + (e + 1) (wgg — wg3) = 0
care, dilerentiata exlerior, da relatia

(162) J—h—bg+a =0

ce caracterizeazi refelele izoierm_-conju{gale (4, p- 93, ec. (61)].
Tinind seamd de (110) relatia (162) devine

(163) e—z—_g—:(c—ﬂ(b-—aor)= 0.

[Luind
oO=T

regisim cazul retelelor R cu congruente asociate parabolice.
" lar daci satisfacem conditia (163) luind

b — aoct =0

d ii i ' se scriu
alunci ultimile doud ecuatii ale sistemului (160) se s

Ao - o0 (ll o)+ (TCunz]
ag

~edt
(164) 9 (D "
AT=_6+i(Fm'+U “’

si au drept consecintd ecuatia _
TAc+oAT =0
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adica
e d (o)
(165) + = gl

aT

Prin diferen{iere exterioari a acestei ecuatii gasim conditia

ce se scrie
16 e [
(167) gz (A0T+0)(0—1) = 0

81 care, in i 7 &) islacula
31care, in ipoleza (158), este satislicuti tol de relalia
=, = 0 =T
[poteza ca asimploticele
©; — dw, =0, agrw; + bw, = 0
151 corespund, deci ca exista relalia
(168) ast b =0

condyce tol la cazul refelelor I
= I adevar, in acest caz, sistemul (
tie, de ex.

I57) se reduce la o singuri ecua-
(169) o(C+E) +(D+F) =0
care se satislace punind
(170) E=p—-C F=—gu—D
w hind un coelicient auxiliar.
Ultimele doua ecuatii ale sistemului (112) se seriu

1 2
[\0' = ";——* (2D —{— W, — —--Uf — w
(171) J et A il

r
e = — (2L _ 9T L~
l ole + U( D ou) e_f*_—[.(é(, — ) w
s1 dau ecuatia achivalenti

TAC—OoAT =0

d [TE)

(172) TE: T o — wy =0
7

din care, prin diferenliere exterioari, obtinem conditia

Satl

0O =T,
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Deci singurele retele care raspund problemei puse sint acele retele
cu congruente asociate parabolice care sint si retele R, caz care a lost
{ratat anlerior.

Bineinleles ca irebuie sd lie considerate numai acele refele ale caror
suprafetele locale (Fi), (F2) sint suprafete propriu zise care nu sint
deslasurabile.

Sint solutii ale problemei acele retele R cu congruenie asociate de
tip parabolic situate pe supralete riglate si care sint lie numai retele R
lie retele R ce — in acelasi limp — sint si de tip Terracini-Pantazi.

Cele doud supralefe (F1), (I%2), transiormatele supraletei (Ao), sint
conlfundale, dar punctele I'y, F2 descriu pe aceasta supralatd relele con-
jugate distincte, cind Ao descrie reteaua conjugata de baza.
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KPATROE COJAEPHAHUE

Conpmmiunuie eern ¢ O6be/MNIBITHMECE KOUL]YSHIHLNI
Napadoanaectoro Tiia

T. MUXAHUAECKY

(hrapuTes Boupoe onpelerelins colpamEubX ceTel, U KOTOPEX ORHA LI
00e OUBEAUNIBUITXCA KOHIPYEHUMN: oceBan KOUTpY e ua (CocTaRICHHAs
n3 NPAMEX TepeceyeHuil, CONPHKACAION[UXCH If0CKROCTEell KPHBBIX cereil) u
pAAHAILHAA KOHPpYEUNIA (COCTABIEHHAS W3 UPAMELX, OMpelerCHHBX
IByMs MpeBpaIlEHBEMY J[lamraca) mapatormueckoro THIA.
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[ipove HEKOTOPHIX HIEMEUTAPHEIX CIYIaCB (CETH KOTOPHIX KpHBEE, ILIOCKHE
MM KOHMYECHHE KPHBEIE, CUIELOBATENRHO, pPACLONOREHHBIE [a IOBEPXHOCTAX
Tlerepcona) yerauaBIMBAETesH, YTO HA LPOH3BOILHOL IOBEPXHOETH (OBIKHOBEHHOLO
IIPOERITHOHHOI0 HPOCTPAHCTBA CYINECTBYET O(ECROHEUHOCTD COTMpAMEUHHIX ceTeli,
KPHBEE KOTOPBLIX HM ILICCKME, UM KOOHYECKHe, M Mg KOTOpLIX OJHA u3 o6bekn-
UNBITHECA KOUIpyeHumii 1mapadornyecrad.

JTH GETH BABUEAT 0T ABYX UPOM3BOABULIX (ZWHROWIT ¢ OLHIM &pryMeHToM
I QCHMUTOTHL €AMHCTBCHHOH (DOKYCHOI MOBEPXHOCTH HE MOLYT GOOTBETCTBOBATE
KPUBEIM CETH.

CooTBETCTBYE, YCTAUOBIEHHOE CETAMMH OTOTO KIACCH MERAY TOURAMIT 1o~
HBBOIBIOII  TOBEPXHOCTH OJAHOI ITApPA00IAYECKoil ROHIPYCHUUM, O00he/\MHIBLICHCH
¢ TAROTO pola CEThIo, IOIBOJNAET PEANMBALING LPEBPAIIEHN, KOTOPAST YCTaHa-
BAITBACT W3 OAHON COMpsRENIION CeTI HOBYH COLPSAREHNYI COTrh.

Cety, EOTOpEIE LpHHAMICEKRAT OTOMY KIACCY, 3ABHCIT OT IHECTH [POU3BOINL-
HBEIX (DYUEMII ¢ OAHEM apryMeHToM 1t UpeBpaménnbe Jdamraca uaxolarea B
ACAMTOTHYCCKOM CGOOTBETCTBHIL.

HinneTseHHas (JOkycHans HOBEPXUOETh pAMIATEHON KOHI'DYEIIHHE HpeAeTaBiaer
oIy 3 ABYX (DORYCHHIX IOBEPXHOCTEH KOUTPYCHIAH, COCTABICHHON M3 TPSIMEBIX,
OUpelengnblX ABYMs CAHHCTBEHULIME (DOKYCAME 0¢H M pajluyea.

OupelleiATes CeTH, ROTOPHE LPHHAKISKAT JTOMY Kracey, u ATS LKOTOPLIX
Bropast (JORycuas MOBEpPXHOCTL TMOCHEAHEH ROHIDYCULUN CMEMHABACTCST ¢ eAni-
GTBEHNON 1OBEPXHOCTRID 0CEBOI KOHCDYCLLHN. DTy ¢eru UpIHA/UIBRAT URBECTHOMY
raacey cerefi R,

RESUME
Réseaux conjugués a congruences associées paraboliques
par
T. MIHAILESCU

On se propose de déterminer les réseaux conjugués dont I'une ou
les deux congruences associées: axiale (lormée par les droites d'intersec-
tion des plans osculaleurs aux courbes du réseau) el radiale (lormée
par les droites délerminées par les deux translormés de Laplace d'un
point) sont paraboliques.

En dehors de quelques cas élémentaires (des réseaux dont les courbes
sont planes ou coniques, donc situés sur des surfaces de Petferson), 1'A,
trouve que sur une surlace arbitraire de l'espace projectif ordinaire il
existe une inlinité de réseaux conjugués dont les courbes ne sont pas
planes ou coniques el dont 'une des congruences associées est parabo-
ique. = gy

Ces réseaux dépendent de deux fonctions arbitraires d'un argument,
et les asymptotiques de la nappe focale unique de la congruence associée
parabolique ne peuvent pas correspondre aux courbes du réseau.

La correspondance établie par les réseaux de celle classe entre les
points d’'une surface arbitraire el les points de la nappe locale unique
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d'une congruence parabolique associée a un tel réseau permet de I'E!E}llsr?i'l
une translormation qui déduit d’'un réseau conjugué un nouveat résed
conjugué. : ‘ : _ .
Lges réseaux qui appartiennent a cette classe dépendent de sept fonc
tions arbitraires d’'un argument. R
Les réseaux conjugués dont les deux congruences associces foui
paraboliques dépendent de six fonctions arbitraires d'un argument ¢
leurs transformés de Laplace sont en correspondance asyn:lptohqug. i
La nappe [ocale unique de la congruernce radiale est une des eux
nappes focales dé la congruerce formée par les droites déterminees pat
H ’
les foyers uniques du rayon et de l'axe. :
On détermine les réseaux appartenant a cette classe et dpr}tl!es dveue
xieme nappe focale de cetie derniere congruence se confond avec la na;c)lpq
unique de I'axe, réseaux qui sont compris dans la classe bien connue des

réseaux R.
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