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L.
1. Nu se cunoaste pina in prezent o formuld care sa ne dea solutiile
congruentei
(1) x? = a (mod P)

unde am notat cu ¢ un reziduu patratic al numarului prim P.
Rezultatele care ne sint cunoscute sint urmiloarele:
A. Dacd, P oste de forma 4k + 3, congruenta (1) are solutia

o=ttt (med P).

B. a) Daca P nu este de forma 4k + 3, deci e de lorma 4k + [, con-
gruenta (1) s-a putut rezolva numai pentru @ = — 1 (mod P), atunci
x = * (2k)!, in restul cazurilor s-au indicat procedee implicind un numar
. de incerciri care depinde de numarul, de cite ori contine k pe 2 ca lactor.

Anume '
b) Dacd k este Iard sof deci P e de forma 8k'+ 5, solulia congruen-
| lei (1) este x=takt126"+Ds | ynde se alege pentru s valoarea convenabild
| dintre numere 0 ; 1. S
' Cazurile A, B.ia si B.b au lost citate ca singurele cunoscute in anul
' 1922 de M. Kraitchik [1].
¢) Dacd k admite o singurd datd pe 2 ca faclor, deci P e de forma

E 16k"+ 9, solutia congruentei (1) se alege, dupd L. E. Dickson [2] din
| | . urmatoarele trei posibilitati
| K41 ey K41

i x=+a 2 ; x=+a 2 N¥; p=+4KNF(N* 1) a 2 (a¥ — 1) (mod PP)
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dupd cum
a=1;a"=—1; a%® =—1 (mod P)

aci am notat cu N un nonreziduu patratic al lui P.

d) Daca in general k admile de a«— 2 ori pe 2 ca factor, deci
P=2% 1, a>1, h impar, . M. Vinogradov[3] indici un proce-
deu simplu, prin care -putemh-lflleteirmina prin o incercdri numdrul s din
formula de rezolvarex = + a2 Ns (mod P), unde N are aceeasi semni-
ficatie ca mai sus. ‘

2. Se intelege cd in consideratiuni teoretice si cite odatd chiar in cal-
cularea electivd a solutiilor, o lormulad este preferabild unui procedeu. Ori,
cum am aratat la punctul 1. B, daca P=2°h + |, a > 1, singurul reziduu
pentru care s-a putut determina direct solutia congruentei (1) este a=—1
(mod P), sau tinind seama de forma lui P, @ = 2% (mod P).

Noi am putut stabilii o formuld, care ne permite rezolvarea congruen-
tei (1) pe-njtfu un modul de aceeasi forma, aplicabild pentru reziduul

Pi—
a=(—1)"2 p, p, fiind un divizor prim al lui h. Rezultatul acesta se
enuntd riguros in felul urmator:

Dacd e > 1 este factorul [drd sof al exponenfului la care aparfine 2
[afd de modulul prim P=2°h+1,u>2, h impar>1 si e; (i=12,...,1)
sint citurile obfinute prin impdrfirea lui e cu factorii sdi primi p;, deci

e
e; = —, congruenfele
i si=i
(2) x?=(—1)"2 p,(mod P)
admit respectiv solufiile :
a—1]
(3) r=+(1 + 22 2 TAH)
B

unde p, parcurge reziduurile pitratice ale lui p;.

Inainte de a {rece la demonstratia acestei alirmatii vom [ace asupra
ei citeva observatii.

A. p; va H un divizor al lui h, cédci e trebuind sd tie un factor al lui
P — 1, divide pe h.

B. Formula (3) este aplicabild si daca o <3. Intocmai dacd a =1
si h=3 (mod 4), in celelalte cazuri @ — [ trebuie inlocuit cu a.

C. Tinind seama de observatia precedenta putem afirma ca prin for-
mulele (2) si (3) am gasit solutia congruentei (1) cel putin pentru o
valoare a reziduului a, oricare ar i modulul prim P = 4k + 1, cu exceptia
divizorilor numerelor lui Fermat, cdci pentru acestia e = 1.

D. Un caz particular important ar Ii # = p numar prim. Atunci con-

gruenta
p—1
x2 = (—1) 2 p(mod P)
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are solutia

= ok (f + 2 g
n

cici e; = 1. In acest caz nu trebuie cercetat e, dacd stim c¢a P nu este
divizorul unui numar de al lui Fermat.

E. Exponentul la care apartine 2 fata de un modul prim P = 2¢h + 1
se menfioneazi de obicei in tabelele cuprinzind astiel de numere prime [4].

F. Rezultatele noastre pot fi mplicate si in cazul dacd nu se cunoasle
valoarea lui e, chiar si dacd h e compus. Sintem atunci condusi la un
procedeu (vezi 3. B) principial deosebit de procedeul 1. B. d, céci pe cind
acesta presupune @ incercdri, al nostru cel mult un numar de incercari
egal cu numdrul factorilor lui h. Procedeul nostru va fi deci utilizabil si
practic dacd h contine un numir mic de factori, cu toate cd w e mare.

3. Pentru a demonstra rezultatele din punctul precedent vom porni de
la expresia

(4) S=14+2Y%r

i

in care p parcurge reziduurile patratice ale unui numir prim p. Precum
se stie [5], dacd r este rdddcina ecuatiei

(5) a4 xr2 4 L+ x+1=0
expresia (4) satisface relatia |
p—1
(6) Be=i=1l=p

. . P

care poate servi la determinarea dupd Gauss a perioadelor de cite !T
riadacini ale ecuatiei (5).

Daci inlocuim in (4) si (5) relatia de egalitate cu congruenta modulo
P, numir prim si modificim corespunzitor demonstratia care conduce la
egalitatea (6), ajungem la congruenta

e
82 =(—1) 2 p (mod P)

ceea ce aratd cd

z=+(14+2% ) (mod P)

este solutia congruentei
p=—=1

x? = (—1) 2 p (mod P)

r fiind o rddicind a congruentei
(7) 14+ .. +1=0 (mod P)

si p avind aceeasi semnificalie ca mai sus. _ ‘
Acest rezultat se poate obtine [6] si folosind imaginarele lui Gallois,

cum se face la a 7-a demonstratie & legii reciprocitatii dupd Gauss,
Rimine sd determindm ¢ radicing a congruentei (7).
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A. In ipoteza cd factorul [dra sof al exponentului la care -apartine 2
fafa de modulul P = 2°h + | este e, are loc congruenta

(8) _ 2> “= 1 (mod P)

si chiar _ 2° =1 (mod P)

dacd a > 2, caci atunci 2 este reziduu pétratic al lui P. Rezulld, daci
p este un divizer prim al lui e, descompunerea

a—] e ﬂ_le 18
gian y L) 2 £ (-2
(2 "4”2 4 +2 F + .+ I)E 0 (mod P)

sau o descompunere analoaga pentru (8), dacid « <3. Deoarece primul

ﬂ-]e a,

i ‘e R Bah s o o 2
factor nu poate fi divizibil cu P, rezulti ¢ r =2  Presp. 2 ” (mod P)
este radacina congruentei (7).

B. Daca nu cunoastem exponentul [a care apartine 2 faid de P pufem

a
porni de la egalitatea datd de leorema lui Fermat 22" = | (mod P) sau
chiar, ca si mai inainte :
) a—]
(9) 22 8 =1 (mod P).
Fie descompunerea in factori primi egali sau diferiti a lui h
h=py - Po P3--p j21

atunci congruenta (9) se va descompune astlel

(zu_-—l) (pflzu—_) (pEl o M) (Pjilz"“.m Fav ...-pj_l-[j)EO (o4}

=0 =0

Dacid mai departe P nu divide vreun numir de al lui Fermat, una
dintre paranteze, alard de prima, trebuie sa fie divizibild cu P, lie aceea
in care indicele este iy, atunci congruenta

Pp—1

a? = (—1) p, (mod P)

are solulia
a—1

x= 4 (1 $.23 2" 0P hty (mod P)

n

Cu accasta, toale alirmatiile din punctul 2 sint complect demonstrate,
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5]
at

I1.

I. Nu se cunoaste o lormuléd, care permite calcularea unei radacini
primitive a numarului prim P in general.

Folosind rezultatele din cap. I. vom pulea stabili o astfel de formula
aplicabild pentru o categorie destul de largd de numere prinie. Anume
vom demonstra urmatoarea teoremé:

Dacdg P = 2¢f + 1 esle un nwmdr prim, & 23, h impar > 1, « si 2h
prime intre ele, si dacd 2 este un reziduu patratic primitio al lui P atunci
solufiile congruenfei

(10) x? = (—1)*h (mod P)

s Jiind numdrul Jactorilor primi de forma 4k + 3 ai lui h, — reprezintd cite
o rdddcing primitivd p a lui P si sint date de formula

o |

L
(1) p=x=+TM@+2%2 n™") (mod P)
' P Hi .

unde p; parcurge divizorii primi egali sau diferifi din descompunerea lui h
far p, reziduurile patratice ale lui p;.
Prin reziduu patratic primiliv se intelege aci o rdddcind primitivd a

=
congruentei x2°# =1 (mod P), care prin urmare nu satisiace o con-

gruentd analoagd de grad mai mic.

Pentru a stabili teorema vom demonstra citeva leme.

A. Daca b este un weziduu patratic primitiv al numarului prim
P=2"h+1, «>2 h impar, p o rdddcind primitivdi al lui P, asa c3
b =p2 (mod P), atunci numerele k si 2h vor fi prime intre ele.

Ca sd vedem aceasta e destul sd observadm cid in caz contrar b far
fi =1 (mod P) pentru un exponent mai mic decit cel presupus.

B. In aceleasi ipoteze solutiile congruentei

(12) x2 = b (= p%*) (mod P)

se dovedesc a fi radacini primitive ale [ui P.

Aceasta rezulta din faptul ca k si 2h sint prime intre ele cum s-a ari-
tat in leuna A, in consecintda k si P— 1 sint deasemenea prime intre ele,
asa ca p* radicina congruentei (12) este radacina primitivd a lui P
odata cu p; acelasi lucru rezultd si pentru —p* dacd tinem seama de ipo-
teza facutd in legaturd cu a.

C. Daca mai presupunem cd si « cu 2h sint prime intre ele, din ipo-
teza cd 2 este un reziduu patratic primitiv al lui P rezultd acelasi lucru

si pentru =+ h. ;

Intr-adevir, din 2®2= — 1 (mod P) rezulti i "= 1 (mod P),
congruentd ce nu poate fi satisfdcutd de un exponent mai mic g, altfel ar
rezulta 2= | (mod P) si 2£=1 (mod P), contrar ipotezei.

Pentru a demonstra acum teorema, observam conform cu lema C, ca
h este un reziduu patratic primitiv al lui P, deci cum am aratat in lema
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B. radacinile congruente (10) sint rdadacini primitive ale lui P. Aceslea
sint intr-adevar date de formula (11), cdci dacd congrueniele
=, 0 Sy - b= ds (moed P)

admit respecliv solutiile

+ 0 (mod P)

T = =t O, = By 2ol -

aturnci congruenta

i*=aa, a3 ... q, (Mmod P)
are solulia

B by - by e oo« by (miod P,

ori in cap. I. am stabilit lormula (3), care se poate aplica in ipolezele
teoremei la toli divizorii lui h.
Mentiondam aci cd in tabelele de numere prime se giseste deobicei

B P—1 "
si valoarea T = =t fitnd exponentul la care apartine 2 modulo P.

Numerele prime p pentru care 2 este un reziduu patratic primitiv, sint deci
acelea pentru care 1= 2.

[11.

Von].uiluusil'a prin citeva exemple aplicabilitalea formulelor stabilite.
11. r&a‘ se rezolve congruenta x2= 5 (mod 521). Aci P = 52|
=2, 913 4 | exp 2 = 22.5.13. Formula (3) ne di solulia

r=+(1+ 2(3%42)2"3‘“)5 + 199 (mod 521).
p=I,
2. 54 se delermine doua rddacini primitive ale numarului 521. For-
mula (11) ne dd radacinile cerute, céci aci h = 5.13 este prim cu a =3
si 2 este reziduu patratic primitiv al lui 521. Aga ca

2 2
p= + (142822 (142X 22 %Y=+ (99-187= + 171 (mod 521).
p=1,4 (p=1,3, 4, 5, 10, 12)

i s 5 a
3. Sa se rezolve congruenta x?=—3 (mod 2.3+ 1) unde o este

a
zisv[fe[ ales ca 2-3 + | sa fie prim si sd nu fie un divizor al vreunui nu-
mar de a]_ lui Fermat. Aci h = 3, numér prim, deci [ard si cunoastem
exp 2 fatd 'de 293 + 1, solutia este
a—1

=+ (1 + 22T (mod P).
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KPATROE COJEPHRAHUE

@opuyaw A paspemenum cpasuenvii x’=a (mod P) B enyuasx p0 eHx
0P AOH3BECTHRIX Il HX IPHNCHENN® A NPANMOrO ONpexeaenis
1epBOOOPA3HEIX KOpPHEeil HEEOTOPHX HPOCTHIX 'HCeJ]

Y, IIEHXEAM
B elmncrsensnx AByx cryuagx: A) P upoeroe umeno (opubr 4k + 3,
q uexoropHit Kwaiparseii Bewer P m B) P=2%+1, a =2, a = —1 =2

(mod P), B KOTOPEIX CpaBHeHIE (1) wmorio ORTL LPAMO pPABpPEIICLO, D
uacTosmeit pafore JoGaBidercs OpPsMOE paspelieHue  CpaBHEeHM (1) ecian
p—l1
a=(—1)2 p (mod P), p OyAyum ofumm W3 UPOCTHIX Aexmreneil /.
T. Eean e > 1 HeugTHHT COMHOMRHTETH IIOKA3ATENs CTEIeHH, ROTOpPOMY
upupafiesnr 2 Lo mpocroMy Molymio P = 2% -+ 1, « > 2, 4 wneueruniit > 1

Bl s :
u g =— (i=1,2....... g), TIe p; LIPOCTHE COMUORMTENH e, CpPABHEHM (2)
pi
JOIYCRAIOT COOTBETCTBEHIHO PEIlCHIA (3) e p; LpOXOUT KBAADATIHIE BRIUETHI [
dopmyna (3) Momer OBITH MCHOAL30BAHA 1 WA o < 3, ecoim CTABHTCA o
puecro o—1. '
Jlemonerpalns AeJaerces, UPUHUMA] BO BHHUMAHHO HM3BECTHH i KOpeHL cpaB-

—1
HeHpd JAexeuunss Kpyra H COCTABIAL . IepHOABl 110 %— , KOTOpLIE YHOBICTBOPAT

oupefleIEHHOe CPABHEHIE BTOPOi CTEICHI.

Ompeflensad Kax Ilpl[‘IMIfITHBHHI"I kBafdpalublii Beryer P yuero » woropoe yAOBIET

}]-——

popsier cpapEenme b 2 = 1 (mod P) oes Tore, TroOH €ro yAOBIETBOPHTH A
MEeHBIIero IMOKA3aTers CTEINeHm W YIOTpe(lss IpelniAyIminii pesyrbTaT, yerd-
uaBImBaeTcA (OpMyTa IS IPAMOrO Onpelererus IepBOHAYANLHEIX ropuei
JLrst TOBONBHO IMHPOKOH KATErOPUMH IPOCTHIX THCEL

IT. Kerm P=2h+1 upoctoe Huero, o =3, h ueuéruoe > 1, a u 2h
BSAUMIO LPOCTEE W ecld 2 TPIMATHBHBII KpalparHEit Bouer P, & § 'HCNO0
LUPOCTEIX  COMHOMHUTETRL h (Qopmul 4k+3 TO pelIeRMA CpaBHEHI (10) npen-
CTABIAIT 110 OLHOMY UBpBOOOPABHMY KOPHIO P u Nauel (OpMYIOii (11), e pi
UpPOXONUTEBCEe paBLULIE H pasdibie MerHTert h, a p;i KBaZpaTHeIf BHITET pj.

CoflepsaHye IeMM, HPHUMEHEHHBIX B AEMOHCTpaLAM, crellyrouiee :

A) Beam ) UpUMUTHBHEIN KpaApaTHEIH BEYET T P IPIMATE BHEIH KOPEHL
P, crelopatenbio b=p?*, T0 k w 2k BIAMMHO IIPOCTHIC.

B pk, cr1efloBaTelbHO, epBO0OpasuELl Kopeub P.

B) Eexu o m 2A B3auMHO HpOCTEIE 1 2 LUpAMUTHBHBL KBaJPATHEHIHA BHIYET
P, to +f1 saBiaeTcd TAKHM jKe BBIYETOM.

Hecrorpko IpuEMepOB MIIOCTPHPYIOT IPAMEHAEMOCTD (opmya,
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RESUME

Formules pour résoudre la congruence x*=a (mod P) dans des cas
encore inconnus et leur application pour déterminer directement des
racines primitives de certains nombres premiers.

par
[. SCHONHEIM

Aux seuls cas: A. P nombre premier de la forme 4k+3, a résidu

quadratique de Pet B. P = 201 4+ [, =2 a= — 1= 94} (mod P) dans
lesquels la congruence (1) a pu étre résolue directement, s’ajoute ici la
p—1

détermination directe des solutions de la congruence (1) si a=(—1) 2 p
(mod P), p étant un des certains diviseurs premiers de h:
. Si e>1 est le facteur impair de Pexposant auquel appartient 2

pour le modul premier P=2eh + [, a> 2, h impair > 1et e; :i_. Pi

I
étant les Jacteurs premiers de e — les congruences (2) admettent res-
pectivement les solutions (3) on w parcourt les. résidus quadratiques
de p;.

La formule (3) sera utilisable aussi quand <3, en y mettant a au
lieu de a—I1.
Pour démontrer 1. on considére une racine connue de la congruence

de la division du cercle et on construit les périodes de p%! lesquelles,

doivent satisiaire & une certaine congruence de second degré.
En définissant comme résidu quadratique primitif de P un nombre b
—l1
tel que 62 =1 (mod P), sans I'étre pour un exposant moindre — et
en utilisant le résultat précédent, on établit une formule qui permet de
déterminer directement des racines primitives d'une catégorie assez large
de nombres premiers.

I. Si P = 2% + [ est premier, a =3, h impair > 1, et a et 2h premiers
entres eux, si encore 2 est un résidu quadratique primitif de P, s le nom-
bre des [acteurs premiers de la forme 4k+3 de h — les solutions de la
congruence .(10) sont des racines primitives de P ef sont données par
la formule (11) o p; parcourt tous les diviseurs premiers égaux ou dif-
férents de h et y; les résidus quadratiques de Di.

Les lemmes utilisécs pour la démonstration continnent les faits sui-
vants:

A. Si b est un résidu quadratique primitil et p une racine primi-
tive de P, donc b=p , k et 2k sont premiers entres eux.

B. Donc p* est une racine primitive de P.

C. Si a et 2 sont premiers entre eux et 2 est un résidu quadra-
tique primitif de P, +4 est un résidu de la méme nature.

L'applicabilité des formules énoncées est ensuite illustrée par quel-
ques exemples numériques.




