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DETERMINAREA UNEI SOLUTII A ECUATIEI
5_', =N H @

PENTRU ORICE INTREG N=>2 x FIIND NUMERE INTRE(JI

PRIME DOUA CTTE DOUA

DE
SCHONHEIM 10AN

Comunicare prezentatd in sedinfa din 22 oclombrie 1955
a Filialei Cluj a Academiei R.P.R.

L. Vom aréta intii ca:
sirl @l @, Gy vy @y 5ice s
LY s sl = e ik

definit de formula de recurenta

uride ar si k& sint numere prime intre ele, este compus din numere doua
cite doua prime, .

Demonstratie:

Fie a, primul termen din sirul definit de [ormula de recurentd (1)

divizibil prin numarul prim posi p>1
a, nu poate Ii divizibil prin p, caci ipoteza

(2) ‘ a,=a,=0 (mod p)
(ondwce la o «contrajdm,tle -
Intr-adevar, daca y > I, putem scrie
GT':Q; ' 2' e e ,'_1_+ k
Q,=a -G QG- .ot A, + k

si din ipoteza (2) ar urma
Gy Byt =0 -0

coea ce este imposibil, cdci membrul sting nu este divizibil prin p, iar
membrul drept continind ca factor pe ay este divizibil cu p Daca insd

N R (mod p)
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7 =1, ipoteza
@ =a, =0 (mod p)

cenduce [a congruenta

. 4G =a - a-...-a,_ +k (mod p)
si rezulla
k=0 (mod p)
contriar presupunerii i ai si £ sint prime dnlre ele.
2. Vom demonstra acum ci:
Formula de recurentd (1) este echivalenti cu formula de recurenti

(3a) j a,=a:_ —ka,_ +k n>2
(30) | @ =a, + &

_Cu alte cuvinte, alegind a1 si £ arbitrar, lormula (1) si formulele (3)
delinesc aceleasi numere ;. '
De fapt, pentru n > 2 din (1) rezulti (3a). iar , =
coincide cu (36) cici (1) se mai scrie el s Tl 240

a!“-k=ﬂ. G| )
si
' a,_; —k=a, - a- ... A
deci
a, — k= (au—l B k) a,
si rezulta formula (3a). Pentru n = 2 afirmatia este evidenta.
Dar si invers: din formulele (3a) si (36) rezultd formula (1). Céci
pentru n > 2 (3a) se mai scrie
(4) a,—k=(a,_ —ka

Scriind relatia (4) pentru n = 3, 4, ..., n si imultind intre ele egalita-
tile obtinute membru cu membru, ajungem la relatia

n—1°

a, — k=aﬂ—l "y g " se "yt iy (a2 — k)
si tinind seamad de formula (36), regédsim formula (1).

3. Folosind formulele de recurentd (1) si (3), care definesc, cum am
vazut, acelasi sir de numere prime doud cite doud, vom determina acum

o solutie ecuatiei in numere intregi cu N necunoscute
x N
(5) j.E_l =N }'_[I x

peniru orice N > 2; cele N valori gasite pentru necunoscutele, fiind prime
doud cite doua.

Cu aceasta am determinat implicit:

N numere prime doud cite doud, astfel ca suma patratelor lor este
divizibild cu fiecare din aceste N numere,
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Pentru a ajunge la acest rezultat putem alege # = — 1 si insumin
egalitatile pe care le obtinem din formulele (3) prin inlocuirea stccesiva
al lui n prin numerele 2, 3,..., m gdsim

m—1
a, =Y el+ta—m+1
=2
Aceastd valoare trebuind sid' coincidd cu valoarea dati de formula (1)
putem scrie
m—1 . m=1
E (Ir-2+()‘|——m+ 1= II a,'-l
=2 i=l1

Deci pentru orice a

Yy &= a-o +m—2
i=2 i=1
alegind
o= —2
m—1 m=1 m—1 m=1
Y =11 g=0q, 11 a,=(m—2) I q,
i=2 =1 =2 i=2

Prin urmare numerele a,, n > 2 definite de formula de recurenti (1)
sau (3) satislac ecuatia

m—l m=1
(6) Y a=(m—2)1I q
=2

i=2
Pentru a gisi o solutie ecuatiei (5) e destul sd punem
( o
n T =y

numerele a, caleulindu-se din fermulele (1) sau (3). Atunci, cum am
vazut la punctul 1. numerele x, vor [i prime doud cite doud.

4. Exemple,

x, y, 2 fiind numere intregi prime intre ele doud cife doud, si se deler-
mine o solutie pentru ecuatia

x? +7y2 + 2% = 3xyz

J

aci N = 3. Si
r=x=a;=a + k=N—-1=2
y=x\=a3=a, -, + k=5
2=y =d,=0a Gy Oy + k=29
Ecuatia
2t + y2 422 + 12 = dxyzat .
admite solutia = el
X =
y = 1l
z = 131
t = 17291
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5. Observatie in legiturd cu numerele lui Fermat. Autorii Poliy q ‘sl
Szegd dau o noua demonstratie faptului ci existd o infinitate de numere
prime, invocind existenta numerelor lui Fermat: -

: ah

& F=2"+1

%-.n..—

care sint prime doua cite doud. Ori, numerele F, sint numai un caz par-
ticular. Formula (1) ne permite de a construi o inlinitate de siruri de nu-
mere fiecare avind termeni numere prime doui cite doud. Obtinem nume-
rele lui Fermat punind a1 = 3, k = 2

KRPATROE COJEPKAHHUE

Oupepeaenie pemenus ypannenisn
N N
Z .‘)3? =N ]I Xy
J=1 =1
I BeAKOro meaoro umeaa N > 2, e Xy HOHAPHO NMPOCTHIE THEAA

! H. LIEHXENUM

1. Vrasauo uro dopyyra pekypperrHocra (1), B RoTopoil a; ¥ k BaamMIo0 NPOCTEHIE
qygena, ompellenseT HONAPHO IPOCTRIE YHCIA. : ;

2. ®opyyna pexypperraoctn (1) skBmbaxentha ¢ Qopyyramm (3a) m (3b).

3. Qs paspemenns mpe/TOAEHHOT0 ypasmeums Oepsres k=—1 u cpaB-
HIBAETCH A, TOXYYEHHOE B BuAe mpomsselenns us dopyyist (1) ¢ a,, nory-
‘eHHOe Kak cymma kBalpatTos m3 (3a) m (3b). 3arem BEIGHpaercs ay=m—2 1
noxyyaercs orgomesnae (6), roropoe moxasnBaer, €wro (7) ecTh HEKOMOE peIICHIE,

4. 9101 PE3YTBTAT WLOCTPHPYETCS LPHMEePAMH.

5.. PaA, oupelenénubrii opmyuoii (1), ofofmaer RemoHCTpaLEI ABTOPOB
[Morma w Coré orHocurensio CYIECTROBAHUS OECKROIEYHOCTI 1POCTHIX YIHECET,
1ak Kak B3AB k=2, a,=3, qopuyra (1) ompejerser umera depuara.

RESUME
Détermination d’une solution de I'équation
N N
Yai=N Il &
nl=l i=1
pour un entier N>2 quelconque, x; étant 'des nombres
premiers deux a deux

par .
I. SCHONHEIM

1. I est démontré que la formule de recurence (1) o ai et £ sont
premiers entre eux, délinit des nombres premiers deux a deux.
2. La lormule (1) est équivalente avec les formules (3a) et (3b).

N
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3. Pour résoudre I'équation proposée, on pose k= —1 et on compare
la valeur de an exprimée par un produit tiré de (1) avec la méme valeur
am exprimée par une somme de carrés tirée de (3a) et (3b). On mel en-
suite @ = m — 2 et on obtient la relation (6) qui démontre que (7) est Ia
solution cherchée.

4. Ce résultat est exemplilié.

5. La suite définie par (1) généralise la démonstration des auteurs
Polya et Szegs, concernani I'existence d'un nombre inlini de nombres
premiers, car meitant #=2, a1=3, on obtient les nombres de Fermat.




