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Mecanica corpului de masa variabild ca o generalizare a mecanicii
clasice newtoniene, care a luat nastere prin lucririle savantului rus
Mescerski [1] si ale lui T. Levi-Civita [2] s-a format si dez-
veltat in secolul nostru pe baza rezultatelor si indicatiilor acestora.

Printre lucrérile lui Mescerski — strinsd intr-un volum [1] — se
gaseste studiatd problema pendulului circular de miasd variabild in cazul
oscilatiilor mici, intr-un mediu rezistent, a carui rezistenta este proportio-
rnald cu viteza exceptind fenomanul de ciocnire. In acest studiu Mescerski
considerd ecuatia

de g k de
di® e m dt
in care notaliile au semnifica{ia cunosculi, K fiind o constanta.
Se studiazid pe urma cazul

k a

m 1+ ol

a si a litnd doud constante.

In lucrarea ce urmeazid am cdutat si gésesc o ecuatie mai generald
pentru miscarea pendulului simplu de masa variabild, si mai ocup cu in-
legrarea ei in supozitia oscilatiiler mici, considerind diverse cazuri par-
ticulare ale variatiei masei in functie de timp si de viteza centrului de
greutate al sistemului de particole emise sau captate.

Cercetez: in ce masura variafia masei influenteazid miscarea pendu-
lului (aflarea legii de miscare), cum ecuatiile primite se reduc la forme
mai simple, la ecuatii intregrabile prin cuadraturi ori ecuatii Bessel. In-
cerc cd aduc astlel o contributie la teoria pendulului, una dintre proble-
mele teoretice foarte mult studiatd in mecanica rationali.

I. In spatiul orientat de triedrul Oxyz se considerd un punct material
M de masd m, functie de pozitia punctului si timp adica

m=/[(x,y, z, {)

5 — Studii gi cercetiiri de matematicd gi fizicil
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Aceasti varialie a masei se datoreste fie acumulérii, fie expulzirii de ma-
terie in maport cu variabilele respective. Astiel de fenomene mecanice au
loc in naturd, ca de exemplu: cresterea masei pamintului sau altor planete
prin ciderea pe ele a diferitelor conpuri; descresterea masei unui meteorit,
sau .a unui aerostat cind balastul esle ldsat sd cadd, descresterea masei
rachetei prin arderea combustibilului ete. Existd deci variatii ale masei
in intervale de timp sau sub formi continui. Presuputiem ca variatia masei
este o functie continud de pozitia punctului, de viteza lui, de timp.
Eeuatia de miscare a punectului de masd variabild este

d Shsan o
d—i(mv) ~ R —I"E WG
-+
g o oy 0 ; s P A Wl e
unde v = aF este viteza punctului de vector de pozitie r = r (1) iar W,

vileza centrului de greutate al particolelor emise sau captate. Ecuatia mai
ia lorma

<
do .2 dm Y . dm

I — =R —-—10v +—F
(1) m R T 4 4 Wq
<al

d—}

g et

sy, L0

e oy Bt o
unde R esle rezultanta lorlelor date (exlerioare) care actioneazd asupri
- -» -+ ;

punctului iar W, = W, — o viteza relativd a centrului de greutate.

I1. Energia cineticd a punctului de masa variabild se noteazad cu T si se

< o 1
masoard prin produsul g mv?,
. . . _’ _’
Inmultind scalar ecuatia de miscare Ty cu odf = dr, oblinem ecuatia:
+ -+

mv-dvzﬁ-d?+ [i—?(ﬁ/(}—zﬂ-dr

al cdrei membru sling se mai scrie:

-+ -+ 2 T

modv = md é@ J = md(—J =
m m

_ mdl—Tdm dm

2

m=dT ——T
m m

astiel inecit aven:

dm

- s

-+ —)-J -+

care se mai scrie )
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.+
dm m") =¥ d_m( -+ 3 —’dli
dT = T=R:q+dr + = mWy, mu =

= -*.dm( LU v ) (R
=R« dr + = muv - W, 22 mu]
satl
+ = e
(1) aT = Rar + 2 [HW, — 1)
m

- -+
unde H = mo. este cantitatea de miscare.

Am obtinut asticl o formuld care exprimd o teoremd analoagi teo-
remei energiei unui punct de masd constanta.

Diferentiala energiei cinetice a punctului de maséd variabild este egala
cu lucrul mecanic elementar il rezultantei fortelor date adunat cu raportul
dilerentialei masei punctului material citre masa sa, inmultit cu produsul
scalar dintre cantitatea de miscare si viteza centrului de greutate al par-
ticolelor emise — captate, micsorat cu energia cinetica a punctului.

Observate. Dacd in ecuatiile I; si 11 se presupune cd masa punc-
tului este constantd, adicd dm = 0, acestea se reduc la ecuatiile cunoscute
din mecanica punctului de masi constantd. Dacd in formula Il se face

W = 0 W2 = 0, ceea ce inseamnd cd masa emisd (captatd) este in
repaus latd de sistemul oxyz, obtinem

Aceasta reprezintd in mod efectiv o ecuatie diferentiald liniara in raporf

cu functiunea: T, daci R si m sint [unctiuni date ce pot depinde de timp,
de viteza si de pozilie simultan sau in parte.

CAP. 1
Ecuatia pendulului matematic de masd variabild in vid

2"
I11. Ecuatia pendulului de masd variabild in cazul W5 = 0. Se con-

siderd un pendul matematic ale cdrui elemente sint date in [igura ala-

turata (fig. 1).

Pentru aflarea ecuatiei de miscare, presupunind masa pendulului variabila,

folosim formula II;, care se mai scrie:

-+
(1) 4 O DL (R
m
sau
1 3 2 ity
(2) d‘zmv]-l—gdm—Pdr.

3
Alegem ‘in jos sensul axei Ox, forta F fiind greutatea pendulului de com-
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+ o
poniente X = mg, Y = 0, Z = 0 iar dr =idx + jdy.

Aveni:
0? = [gP
care reprezintd viteza liniard in miscarea circulard Ecuatia (2) devine
%a’ ' m!’?‘ég} — %Fégdm — — mgl sin 6 - 0 df

sall

d ( '2] oodm | 2g . =

— —+ —=m sin® -0 = 0.

7R L e e,

<R ---M

S

ffg.i

Presupunind sin & & 2 (oscilatii mici) si efectuind derivatele, ecuatia pre-

cedenta se scrie:

, d’e  1dmde , g
(3) af "marat T 00
-+
care esle ecuatia pendulului de masa variabila in cazul W, = 0.

Se observa cid ecuatia (3) se deosebeste de forma ecuatiei pendulului
de masd constantd, in condilii identice de miscare, numai prin adiugarea
termenului

1 dmdo
m dit di’
Dacéa ek %IF = consl, prezenta termenului de mai sus esle echivalenti

cu contributia lorfei de amorlizare ce apare in miscarea pendulului de
masd invariabild in cazul vitezei mici intr-un mediu rezistent sau alte
circumstante. .
Ecuatia (3) se deosebeste de ecuatia lui Mes cerski prin forma
termenului al doilea si prin faptul ci deducerea ei s-a fiacut in ipoteza de
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existentd a fenomenului de ciocnire ce are loc in momentul de expulzare
sau acumulare de masa.
. dm i : .= 3 ;

Daca e k (const.) ecuatia (3) este identicid ca formi cu ecuatia
i Mescerski.

In concluzie, ecuatia pendulului matematic isi pastreaza aspectul si
dacd masa sa variazd. Sa aplicam ecuatia (3) oblinutd la citeva cazuri
particulare.

1. Dacd masa pendulului variazi dupi legea:

m () = mye”

¢ liind o constantd pozitivd si prin urmare masa o functiune crescitoare
de timp, ecuatia de miscare a pendulului va fi:

o
de®

care este echivalentd cu ecuatia pendulului de masi constanti intr-un
mediu rezistent a carui fortd de rezistentd este proportionald cu viteza
(constanta ¢ fiind rezistenta ce amortizeazi miscarea caracterizatd printr-o
vitezd egald cu unitatea). Elementele acestei miscdri (elongatie, amplitu-
dine, fazd, frecventd), definitia, calculul si discutia lor se gédsesc in orice

tratat de mecanicd rationald.

+cj—f+£e:0

2. Daca
o 2 L 8
a>0,0<1<t
avem
ﬂ' _ o
m 1 —al
si ecuatia III 4 devine
d*e o dé g
@ @ T=atg ] 20
Facem schimbarea de variabil3
l—at=r1 )
si ecuatia Ill4 devine
d*¢ do g
F =i b, iy —
(4) T dt? * dr ' a?l =0
sau
d®e do
tdf_z F = + M6 =0

in care \ - , T s-a inlocuit cu t,

a?/
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Pentru integrarea ei cautdm o solutie de lorma:
=C+ Ct+ G+ ...+C +
Scriind cd aceastd serie satisface ecuatia de miscare de mai sus, se pri-
meste relatia de recurenta

b
C2p T

Dacid se lace succesiv p = 1, 2, 3 ..., p se oblin niste egalita{i care in-
multite dau formuld de calcul pentru coelicientii ¢, :

PN
Con = (D Gomp &
asa incit integrala ecuatiei 111s este
Lf
eﬂKE —lh% KZ ‘ ]
(p)® (P

functia definitd de aceasta serie infreagd in raport cu / si cu X este o
lunciie Bessel (ecuatia 114 hmd o} ecuahwe Bessel) de speta intii, oldmul

zero si se noteazd cu Jo (V'n) adica

i i 2 s 4
g -
wvg)L—th'l th+m

2] 3

o /T e\ 2

Aslfel, solutia ecuatiei diferentiale in cazul considerat se poate pume sub

forma: )
= (V)

(5) 8 () = KJ, (\/%) sau 0 (7)
pentru ecuatia (4')
Se stie ca, intre lunctiile Bessel si functiile trigonometrice exista o lega:

tura, care pentru valori mari iale lui [i se exprimd prin relatia

(V&) -V Ve (V&)

numitd expresia asimptoticd a fwr]jcf,:tm Besel J,. Acest fapt ne indreptéteste
sd afirmam ca integrala (5), care reprezintd legea de miscare, exprima
caracterul vibratoriu amortizat de lactorul

Vﬁ \/E
g il

al acestei miscari.
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Dacd g = [ obtinem functiunea:

e

Ecuatia J, (t) = 0 are o infinitate de rddacini
f, = 2,405; f= = 5,520; {3 = 8,664; £, = 11,992; {; = 14,931 etc.. ..
1
JD
08 \j-
06 ,QJ.

10| \—11 tz}’ 14 15

N

-0
-08
-1
fig.2
Dacd ¢ = 0, { = —i decit = 0 ecuatia diferentiald de mai sus lare o so-

lutie care sd corespundd problemei lui Cauchy releritoare la existenta
integralei sale. Din punct de vedere mecanic, in acest moment miscarea
nu mai este definitd intrucit existenta miscérii presupune existenta masei,
ori la momentul respectiv masa se anuleazd. Aceasta justificd si explic
restrictiile facute.

Dacd constanta arbitrard o este negativd adica « = — funde £ > 0
ecuatia (4) conduce la ecuatia (4’) cu integrala ei, a cérei existentd este
asiguratd in baza conditiei de mai sus. Din punct de vedere mecanic ipo-
teza facutd inseamnd cd masa este o functie liniar crescitoare in raport cu
timpul si cé lacestor ipoteze le corespunde o lege de miscare unicd si bine

e 5 Lo b e | ;
determinatd. Dacd constanta pozitivi « este micd, { = —este mare, deci
o

timpul de expulzare al masei are o duratd mare, poate avea loc ex-
presia iasimptoticd. Dacd o este apreciabil, timpul de expulzare al masei
este mic si nu are loc expresia asimptoticd. In cazul cind constanta a este
negativa, adici are loc o crestere de masd, expresia asunpto’uca existd si
miscarea lare aspectu] unej miscdri amortizate,
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IV. Ecuatia pendulului matematic de masd variabild.
.+
— cazul W, = 0.

Pornim de la ecuatia energiei punctului de masd wvariabila II, gasita
mai sus

= dm (~+ -+
dT =Rdr + " H W, — 1)
cu notatiile deja folosite si tinind seama de ligurd, avem:

dT = —l—l”(ézd—m - 211196]0!1.
2 m

Avem de asemenea:
-+ = .
R dr = mg dx = — mgl sin 9 0 dt
Cantitalea de miscare si viteza centrului de greutate avind proectiile:
o[, dx dy] 7 [w® (y))
H(m 2, m L), W (W -, we
obtinem:
= -+ 5 ; i =
H - Wﬁﬂm(x wg +yW8’J]= m(— [Wg sin 8-8 + WY/ cos - 9) o=
=ml e‘—— W& sin 8 + W® cos 9]

sicum T = ¢ I* 9, ecuatia energiei devine:

=W +g] sin@ = ifj—TW”) cos 0

a0 | dmde . 1(1 dm
(1) d_t“f+mdtdt+ ‘m dt

Aceasta este ecuatia pendulului matematic de masd variabild in vid. In
cazul oscilatiilor mici ecuatia devine :

d?6 1 dm ds 1 (1 dm dm
et EnELE (x) ho, e St
(2) 7 ety dt+l(mdtw +g]9 Im. dt Ve
Sau
1 dm dé
dﬁ+7£7£?}z't+ lm it ‘Ww G_WMJ—O

Aceastd ecuatie corespunde si gcneralnzcaza prin addugarea termenului
respectiv ecuatia I1Ts.

Vom integra aceastd ecuatie pentru diferite cazuri particulare,

a) Presupunem:
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W =0 WY = (K—g){, m=ct t me
Ecuatia 1Vz devine
d®8 o, ide ;K

(3) dTg- TE+Q—G—Ounde'ra.~f+—

Aceasti ecuatie diferentiald este de tipul Ill4, si are integrala generald

0(t) =c¢; Jy (\/% T ), discutatd in cazul studiat mai sus.

b) Presupunem ca:

l g_ 1 () C W
m = P W = — (g—l?\r )$1Wf”j0
o) " e @ o ¢
unde p i A sint doud constante si [* () > 0 si linita impreund cu deri-

vata ei.
Ecuatia IVz devine

d*e (£) do
(4) Eﬁ—u ()a"i']\f%# 6 =0

pentru integrarea careia se face schimbared de variabild
0 (=9 (v), T = § /") di

care ne conduce la ecuatia:
dZ
q’ s T Ae=0.

Aceastd ecuatie se mtegrea7a ca o ecuatie cu coeficienti constanti si fur-
nizeazd, tinind seami de schimbarea efectuatd integrala generald a ecua-

liei 1Va sub formele
6 = A cos (AN [ dt) + B sin (\§f% dt), x>0

o =A\[ () dt+B A=0

K Jrat —VK§rat A= —K, K>0,
0 = Ae v S / -+ Be
A si B fiind doud constante de integrare. Daca » > 0 integrala ia forma

= A cos[hF([)—I—%] + B .Sin [?\F(t) + %—]sau 6=o0 sin [I\F(t)+£]

7 A
unde prin urmare a? = A? + B? si fg2£= B jfar F () = Sf“ () dt —%

@ fiind amplitudinea miscarii.




74 ‘ P, BRADEANU ' 10

CAP. IL
Ecuatia pendulului matematic de masid variabili in mediu rezistent

V. Pornind de la' formula 1T si folosind procedeul de calcul utilizat
pentru aflarea ecuatiei pendulului in vid, se gaseste ecuatia

doe? 1 dmde 1{1%dm | 1 dm
= e = a8 i = )
Wogst mar e+ l.(mzfdt Wo'et g)sin @ = - — = W cos 9 4
+
| 1 dr 2
YT mae R

e 4 g

R este forta de rezistentd a mediului. Se observd, din aceasti ecuatie, ca
influenta rezistentei in miscarea pendulului de masi variabili se exprima
ca si In cazul masei constante prin adiugarea unui termen de forma de

: o 1 G n O
mai sus, a cérei valoare este ﬁER, fiindcd — R. dr = R Id 9, unde R
este marimea rezistentei. In cazul oscilatiilor mici si a unei rezistente pro-
portionale cu viteza, adici
(¢ de

H 90 o
R—Klmdt Kmdt

unde K = K'Y/, ecuaﬂa devine

d’e (iiiﬂ do 1 (1dmy,, _ L1 dmy,,
@ St o o Bl ‘mdi W +g) 8 = o W,
Fentru obtinerea ecuatiei TV se ia
Lovn e o i, o AT = E) P {E) ,
== e g W= WP F K] » W) = 0.

In acest caz ecuatia de mai sus ne va conduce la rezultate identice cu cele
obtinute la integrarea ecuatiei 1Va.

Mairimea rezistentei va avea forma:
dey?

R“——*K'mlz(a; —Km[

@2
di

iar ecuatia de miscare devine:

d* | 1| dmde der I [1dm ] i
2x L ghey GE g O g i
T mar i ™K@ + 7 Ve +e]sine
1 1 dm de
e e N (9) o it
d W@ cos 6 T
Sa presupunem cd masa pendulului este functie numai de pozitia sa,
adicd m = [ (0) iar viteza centrului de greutate este functie de pozitie si
vitezd, adica
=h s de
Wo = Wq (0. 2.
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In aceste conditii ecuatia precedentd se scrie

2 ' dey® 111 dmde,,, i =
e S [ R A S R

" \'m de l

= il ol dﬂf@ @) cos 0

=T mde ai"d
sau
o [Ldm ) (2] 4 L 4% {wg sin o — W cos 0|22 4 £ sino=0.
T (G0 + fm (W8 sin 0— Wep cos o[+
Daca se presupune in plus ca

I ab, o
Wg)zﬁﬁ " " dt cose

unde v este viteza la momentul ¢ a pendulului, avem
DK d9)2 L [Ld—mc—@wf"’+ ] sin = 0.
FrKlg t G avete
In aceastd ecuatie sa ludam
W = (la — g) (

si vom obline ecuatia

————
ol e,

d*e (der miies ol
S r = 6 =0
dt2+ K i + a sin
peniru integrarea céreia se face schimbarea de [unctie -
d(&))2
== = 2}
(dt RO

astfel incit ea devine

dy ;

o 2Ky + 2a sin 6 =0

7 2Ky
adica linfard in functia necunoscutd y = y (8" ) o !
P(rin metodele obisnuit intrebuintate la integrarea ecuatiilor liniare se
obtine integrala generala:

cos 8 — 2K sin 8.

2a
y= e+ i |

KT a .
Tinind seama de schimbarea ficutd si luind ¢ = Y] obtinem

2a ( t)— 0 d9 —
AR+ 1 R + Ve2%0 + cos @ —2 K sin 0
A

0 w .
care se permite sd exprimdm sub aceastd formd, timpul,
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Observare, Un rezultat analog se obtine din ecuatia 1V: daci se
va lua W sau W®arbitrar iar celdlalt riddcina ecualiei

X) )
WE  we

cos @ sin @ =0

iar variatia masei sub forma m = ¢ e@=¥l ordonindu-se ccualia IVi dupa
derivatele componente. '
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Ypanuenue maremarmueckoro masTHHEL nepeMennoii macew
TNETPY BPAJASIHY
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MAATHUKS NEPEMEHHON MACChl, MCXORA OT ypABHEHS JHEPIUU TOYKH lIepeMeHHO
MACCH

< - 57
dT—E.’E T=R - dr " dT=§ . dr+—dm (ﬁ : G/E_T)
m o = iy

uepBoe rofHoe rorjga Wg=0, & Bropoe, korda Wg:Z0.
OTAM YpABHEHUsIM COOTBETCTBOBATH AN MAATHHMA YDABHEHMST

0 1 dmde g

BT mam?t sing=0
d_ze ia’mde 1 (1 dm ., _ 1 1dm w0
dt + m di di + / (l Ewg +g) Slne:;ﬁ'TWWg cos 6.

Beumm mecneloBaHBl pasHBEIe YACTHBIE CIyuaW, CBAJAUHEIC ¢ JHHEHHBIMHI I
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Bruro HaltieHo morom ypaBHEHNE MasaTHHKA, LICpEMEeHHOH MACCHl B YCTOHYM-
Boit cpelie, B opme

a1 dmde 1 (1 dm. . 1 14 Ild_b*

LR U N R L ) 11 g e = B ) it

dPm didf (m di & TERR Sy Ve si = e R
+

rle R apamerca BekTopoM yeroduusoet: cpefipr. Mel BRIOTHIN 5710 YpaBHeHue ,

B CIy4ail CONpOTHBIAGMOCTH UPONOPLMOHATLHOK €O GKOPOCTHIO W ¢ KBAKPATOM

CLOpOCTH,
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RESUME
L’équation du pendule mathématique de masse variable
par
P. BRADEANU
Dans le présent travail nous avons cherché ['équation de mouvement

pour un pendule mathématique de masse variable, en partant de I'équation
de I'énergie du point de masse variable:

+ <+ = + -
dT»—%T:R-dr et dT:R-er,—d—m"E(H W,—T)

-+ -
la premiére étant valable quand Wg =0 et la seconde au cas oy Wqg # 0.
A ces équations correspondent pour le pendule les équations:

d% 1 dmde g .

S8y L MOl £ gD

BT wm G a1
d , 1dmde 1 (1 dm (x,+). 1 1dm
B8 ARG o (e AT o e T ;
T mdd 1(1 gr xR JBIS = s g W e o080

Nous avons considéré divers cas parliculiers liés a des variations linéai-
res et exponentielles de la masse et diverses variations du vecteur du centre
de gravité.

Nous avons {rouvé ensuite I'équation du pendule de masse variable
dans le milieu résistant, sous la lorme:

-+
d* 1dmde 1(1dm ., poo 1 Lidmew .o 1 1dr
az " m dt ai T(amwg +g“)’“”“m Tl Ve T de

-+
ot R est le vecteur de la résistance du milieun. Nous avons intégré cette
équation au cas de la résistance proportionnelle a la vitesse et au carré de
la vitesse.




