GENERALIZAREA FORMULEI DE CUADRATURA
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DE
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Comunicare prezentatd de Prof. TIBERIU POPOVICIU, m. coresp. al Academiei R.P.E.,
in gedinta de comumiciri din 24 Sepl. 195% u Filialei Cluj a Academiei B P.R,

1, Fie f(x) o funetiune definild in inlervalul [a, 0] avand dervivale
succesive pand la ordinul p-}-q. Se cunoasgle formula de cuadralurs

b
: - a—1 C? (ff—-.a o
(1) f f (@) dz= 2 (=1) ngqT,fi’ 77" )
a b
O C8 b—a)f L) (=" [, q (p-+0)
D T e L
B=1 “ptq i [

care a fosl dati de N, Ohreschkof{ [3].
Cand p = ¢, formula precedentd devine

b

: : a1 Cq (h—a)* @1 a—1 pa—1)
(2) [(fx) e Sl ) S R ()]

o= Cg‘f al
i b
(=) q g (20
+ (%) T (x—a)? (b—x)" [ (x) dx.

Ea a fost dald inaintea formulei (1) de citre K. Pelr [4].
Formulele (1) si (2) au fost studiate si de cilre matemalicianul

sovietic S. E. Mikeladze [2].
In aceastd lucrare vom da o generalizare a formulei (1) a lui

N. Obreschkoff.

1 — Studii si Cercetiri
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Fie n(x) o funcfiune integrabild in infervalul

n+p+q. Si considerim inlegrala :
b

(3) Infﬁ(x)f(_r)d_x

a

entru care vrem si diir 3
’ dam o fo ; vaadratims .
ﬁ rmuld de cuadraturi ey ajutorul valorilor

11 ) a U]lde e 5 1.. ey ”—l—p— 1 -‘"l (!l( il“ f =\
fI ('1), O = ("(0) ”“[{3 N ”1

e &l e b,n\p Sd A td“‘!! i a L"I ala 3) e
n {f"ﬂ ( S 7 LI [ lllh]“ Ll Q (&1 “Hl”l {“I([f“l] ll[

(4) PUEPHD (2) —~m ()
pe care s’o inlegram e condiliile la limity
b
fs) ¢ (a)=0, r=01,...,g—1
) ¢ (6)=0, s=0,1 yeeny, b p—1,

Acesl procedeu n i
el Rl le lueru 1-g i il si e i i
Funeliunen oz este bihe «‘:[I‘![Pr;:g]mfotlvumll. $1 cu f_lllu. ncazie [1].
fa. imide G si (). nata de ecuatia (o si (e condiliile

Tinand seamg 1 itii

P Se 1 I e dle la limiti 76

ma numai e conditiile la limits (6), avem
b

(7) ¢ (z)=(=1)y+e+a [ (g)

(t—a)rtrti—
(n+pt+q—1) “+H(=)

1nde
8 H e Ty B Sea l_ 4 =
( ) (-I:J ([1J—p+([:-]7]a21| Cn+|]_j+q,| l-‘-—l (bh-,r)“‘l-.v-fq—s

Ay A [’ )\3‘, fiind constante arbilrare,
Jerivand de r opi formula (7). vom avea:
b

r =1y
® )= : (—1yrtste [  (2) (E—)rhoba—r-i gy

X

—1
- 2 Cﬁ+p+q—ra1 As—y ( b—~1)"+ﬁ+ﬂ*r-s!
=1

Daci in aceasld ecualip i i
S {r;\ m' lcu.r,as!({_P-(,u(lu}m inlocuim pe 7 cu g $1 linem seami de con-
; 2), vom obline sistemu] (e ecuatii lineare .

a
T
L&) 2 ('"Hll+q—rﬁ1 hs—y (b— a)rtptg—r—s
h
=(— 1)”+P+‘f/ T (2) (t—a)rtpta—r—1 gy
a

unde r = (), 1 I inii |
4o g—1, care delermini in mog unic pe 3.
DE A, N,

rhg—1 .

0 ctiune avi N : i a si a
funefiune avand derivate succesive in acest interval pa‘[n’“a lﬂl E:d-ﬂ&%
o a . ordinn
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Sistemul (10) se mai serie:

: q ;
(“) 2 C‘:;;:D—,—H B (,’) __a).'r+,n+u—s+l == ( iy lJr1+,~)+r)/ T (fJ:(l o a)”'|' i g

s=1
a

unde v = 0,1,...,q—1.
Sd ardtdm cum se rezolvia sislemul de ecualii (11)

in raport cu
. Ag—1. Penlru aceasla si consideram primele 7 ecualii (11) unde

Y N ; 1 ‘ !
[=1,2...,q, pe care sa le immnulfim pe rand cu

=1

(F=a) L —Clitb—al . . (1) ¢

si sd le adunam.
Notand:

t I—1 (i—1
Tr=Crpp —Ciot Cogpt 4+ -+ + (—1)7" CiZ1 Clpppii

s¢ va obfine ecualia
b

(12) 2 Tyt Aot (b—a@)Hpti—s—t = (1 )rtpta [ w (1) (£—a)*+P (b— ) dt
=1

a

unde [ =1,2,...,q.
Se demonstreazi ci,
(13) Tor=(—1)=" Ci
astfel cd
(14) To=0;, T;=0,..., Ti—2=0.
Tindnd seama de relafiile (13) si (14), ecuatiile (12) se vor scrie
h

q
(18)f 7 Cirh N (b—ayrori=smi— (—1ytotarict | = (0) (1-a)rt (b-t)-1 de

S=/
a

unde [ =1,2,...,q.
Se vede bine ca ultima din aceste ecualii

apoi penultima pe 2,_», si asa mai departe, prima delermind pe 2, .
Funeliunea ¢(z) esle asbfel bine determinald de ecualia diferentiali
(%) si de condifiile la limitid (5) si (6).
3. S revenim la inlegrala (3) si sa inlocuim pe z(r) cu primul
membru al ecuafiei (4), Vom avea:
b

IE'/ CP("+P+G) (-L-]f1(x} dx

[

delermind  pe A,_,
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si aplicind formula de integrare prin pérfi generalizati, vom avea:

[=[@m4p+e= (a) f)-g+Hr+1-2(a) f*(z) +.. 4 (1)ta=lg(a ypurtrte=t(z) g
b

AE= 1Jn+p+qup (z) ftrta) (x) dx

a

si lindnd seam# de conditiile (5) si (6), aceasld formuli se reduce la
formula de cuadraturs i

h

(16) f 5 (2)f (x) dr = 3V Bo_y £ (8) 3T A f0(a)
= s=] I} r=1
+(—1)ntrte ﬁp (x) fotpt0 (z) dz

unde «
(17) Boy=(—1)5-1 gtrtota—s) (p) (s=1,2,.:-,9)
$i
(18) Ar—i=(—1) gtrte—r)(g) (r=1,2,...,n+p)

4. Sd presupunem acum, c¢i z(r) esle un pohnom de gradul n, pe
care si-l deferminiim aslfel ca in fonmula (16) =i avem:

(19) A‘nzn Ap_|_17-0 e AF“HJ 1=0.

Aceasla Inseamnd, (inand seamit de formulele (18), ea funcliunea
¢(x) lrebue si verifice in afard de condifiile (5) si (6) si conditiile:

(20) ¢ (a) =0, $D (@) =0,. .., g+ (g) =),

Tinand seama de formulele (9) si de ecnaliile (10), va (rebui si
exprimdm cd sistemul de ecuatii:

h
(21) E’CRLI’ to—r—1 As—y (b—a)tpta—r—s (_]Jrr-+-p+:;/;c(t) (¢=a)rtrte—~r—1 gz
A= a,
In A, %00, 0 unde » =0,1,... . n+qg—1 esle compalibil.

Acesl, &lqmm se mai serie
b

(22) Z Coi hemy (b—@)p == — ([ jutatg / 7 (2) (¢ —a)ptu dt

a

unde w=0,1,...,nt+q—1.

Si (Ul‘.l'-»l(lt‘lcllll] q+l ecualii succesive din (22) care se oblin dand
lni w valorile v, v +1,.., v 4 q. unde v = 04,.., n—1, Acesle ecualii
sa le tnmultim pe ‘1“&11‘(1 cll

o =
(6—a)!, —C,(b—ap-,..., (- 1)“'(:,,,
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9]

si sil le adunam, Coeficientii Tui Ay, %, ..., A=, devin To, Ti,...y Temr

unde in general:

(':)3) TSA-I = p-|-|l Cq Cp -1 ‘k‘ +( )lq C p+t}+[‘l
(§ = l 12 I :
Se obtm aqlfel ecualiile: 4
(24) ” It 0 (P —a =t 1_)"+ﬂ+tfw (t) (t—a)P+v (b—t)1 di

= a

nge v=0,1,..., nu—i_u
Se demonslreaza ca

Tg 1#Cp+u
7, 8 ) i coeficientii
si linand seama ci s ia valorile 1,2,.., ¢, se deduce cit toli coeficient
)
T: . din formulele (24) suni muli, astfel cid formulele ( 1) se seriu:
i - )

b

(')5J ./.w(t) (t—a)f’ (b—t)q:(tﬂﬂy dit=0(
a
mlra 0= 0,1,..,n1. \ e
]}Llnh])l:ﬂjmnuul (! ) de gradul n esle perfecl delerminal de ecualiile (25),

msbant.
afarda de un |mul[1p11uatm coL
; (Sa seriem w=m, (1), plmalntl in evidentd cia polinomul =, (1) esle de

gradul n. Relatiile (25) arali ci sirul de pol;nuoanle w, (1) este un sir
01‘b0gonﬂl fati de functiunea (I—a)ﬂ(bét) 7 adicd avem:
b

(26) f(t—-a]ﬂ (b—1)1 ™y (2) T () dE=0
pentru n = m. "’

Relatiile (26) arald ca
formula.:

(27) za(t)=J(p+g+1,¢41;x)
(- Unpl dn [ a]“'H’ (b- x )] .
~ (ntp)\(b-a)t (z—a)p (b- —x )0 ax"
5. Daci alegem penlru z(z) polinomul lui Jacobi (27) formula de

cuadratura (16) devine:
b

(28) f] () f(x)dx= ZBq 1f”"”(b)+2Ar Sfr=1a)

r=1

m () este un polinom Jacobi definit de

g b

_|_(__1]n+p+q'/;P (x)f(ﬂ+P+q) (SC) dx.

a




ﬁ
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Sd dim expresia luj e(r) si a coeficien(ilop A1, Bs—; in acezt caz.
Stm i ¢(7) salisface lg condifiile la limil (5), (6) si (20) adicj:

(29) ¢ (@)=0 (r=0,],...,n+q—l)

@ (8)=0 (s=0, 1,...,n+p~1)

Numdérul acestor condi
(4), obfinem :

(30) - PRAEPHD ()= [ ()
menibru al doileg fiind o conslants.
Eecuatiile (29) si (30) araty ca:

i este 2n4 P4-q. Derivand de n opj ecuatia

(@)= () (21 e—afrte (b—pts
(31) ? (x)=]" () ol

constanta (),

Ramane s detenminiim

Aplicand  formula lui
Leibniz, putem scrie-

() m{%,%%,{wm (n+p=1) ... (p+1) (b—g)r
—Ca(n4p) (n+g—1)..

........

-_’(p-F?) (7 +q) (Iﬁa) (b%,‘r)”‘f

+H=1"Ch(n+gq)(n Hg 1)) (a:ga)"}

Derivand de pn ori, avem:

(32) 7 (x)=

L
N Efl 3
o (bea n (P q)
unde
Ex(p, )=(n +p) (B fp=1) .4 (pid)

+Ca (n4p) (ntp—1).. . (p +2) (n+q)
+C,’,’(n+g) (ntqg—1)..,. (g+1).
Utilizdnd formula

if o —1
C-.ir:"C.'rv—l i Cn—l
unde j = 1,2 .. 7% in E,(pq se pot grupa termenii doj c

pune in eviden{a factorul p T PEg
recurents

ale doi, ceeace
» 81 ne conduee la relafia de

En(polg)=(ntp+g+1)Eny (p+1, g+1)
Tindnd seami cj

Ei(p+7—1,q+n—1)=niptnig,
se deduce eq

En(p,q)=(ntptg+1) (mtp+g+2)...(2n+ptq)

-
7 GENERALIZAREA ORMULEI DE CUADRATURA A LUI N, OBRESCHKOFF ?

i prin urmare revenind la formula (32), vom avea:
o (ntp+g+l)(ntptqt2)...2rn+tp+q)
I (z)= ey (b—a)"
astfel incal formula (381) devine in definifiv
) (z—a)+s (h—z)+
(33) HE= e _g-l-p (n +}’ t+q)l(1—a)"
Pentru a avea expresiile coeficienfilor A,_; si By ;din formula (28),
folosim relatiile (17) si (18)
Ar_i=(=1) plotr+i—T) (a) (r=1.2 v}
(34; Bs_i=(—1)5—! ptrtrta—s) (h) (8=1,2, . ...,i0)
(35 S

Seriind pe @(xr) sub forma
(ﬁ]JnJrﬂ
Chip(n+p - )l (b—a)
- o (1) CHE (z—aprtete]

[(6-a)+p(z—a)w+e _..C,'t,‘_r,(b—a:yﬁp‘l{x_a)n+q+l

¢ (x)=

sa1l sub forma
n 1
(2) (S [(ayrta(beg)ts ~Chag (b-a)o=(b-z)ro+
e, (ntptq)! (b—a)
Crz-l—P ( P q—f— e S _|_(_1)r1+q Cgig (b—a:)2“+ﬂ+‘?] .

Din acesle expresii se deduce ca
Chip (b—a)t (n4p+q—7)!
Chyp(n - p+9)! (b—a)"

ortpte—rYg)=(—1)—r

pentru r =4,2. .. ., p, si

(ntpta—s) () Cﬁ;ﬁib —a)" (n+p+g—s)!
i - =

Chip(ntp+q l(b—a)

penten s =1,2,...,4: . .
Acesle formule se mai seriu
Cr1+r ((J—(I}r
gp(ﬂ+P+Q—f) (G) :(‘ — [ )t T,,,"‘tp =¥
Catp Crpa

rl

pentru r =1,2,.. ., p, si

Cify _ (b—ay
sl

(1+p+9=s) (b)=

pentru s =1,2,...,q,
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‘Re\-’cnmd la formulele (34) st (35) vom avea deci
| | {=F Cl1 ;

(3¢) A= (=D Gy (b—a)r

o Coippy 71 (r=1,2,...p)

v 3
S Chtp Crf—l—ﬂﬂ it
urtind acesli coeficien{i in f
5 i i la (: i1 I
it in formula (28) si tnlocuind pe @(x) cu

formula (33 in '
(33), obtinem formula de cuadraturd pe care o avem in vedere

(35') Boy= (ED Cilg (b—ay (
§

Crr+p =1 C:;+p+q sl

b
(36) fjn (z) f(x) d.r=—73 2137(_11)3_1 _CE-EF : (b-ﬂﬂs_” (6)

NED R S

P
C”+P r=1 C£+F+q rl‘

Feha)

o (LSRN
Chip (R+p+g) ! (b—a)

b
j(x—a)ﬂﬂ ([a_lJrl-pr(ner-!—q)(IJ dx

Aceastd formuld generalizeazi
neralizeaza for a (g E N
Fils ; T aza formula (Da lui N ‘eschlkot
lia S;]} oqglfl-c din formpula (36) facand n = O\ : AT
Jace orm : a = :
ca in fomnulﬁ (36) luam p — q. obtinem formula:

b
AU F (e = Lo Ny Cals (b0
a) () f(x)dx Cg+q$2=,:('“1) lfﬁi_:;% [f(s‘”(f’)+(—1)”+-9—!f(sk1)(a)',
(=1 :

e —aYtrach —

Cg+q(n+2(])!(f)—a)” (x—a)™+1(b 1)H+q"f(n-|_-2q) (x) dx .

care generalizeaza formula (2) a lui K

: i 3 () a lui K. P ol e i : (

ln.c-eF':w, — V% i f..'Ollﬂ'THl_I‘}-a.) (22). Petr. Gand in formula (37) se
ormulele (86) si (37) pot fi uti i

forus (3 unds n(m)s ‘es[(-) pot i.lr utile pentru (-ulpuln[ integralelor de

exprimat printr’o f‘Oam};ilﬁwlfl!ll lpoluuou.n, deoarece orice polinom poate [i

4 y I aLre e ;" | 1 ‘ s
mula (27). atiec lineara de polinoamele Jolx) date de for-

Sectia de Matematiod
a Milialei Cluj a Academiei R.P.L.

j
|

3

2 Mikeladze B, 8., Integrarea numeried.

4. Petr K, tber eine Formel fiir numerische
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KRPATROE COJTEPRAHNE
O6o6menne gopuyast kpagparypu H. O6pesrona
J. B. HOHECRKY

B oroii padore Aaua (opayra ksaAparypu (16) Anst mHTerpada (3), rie ()
pHTerpUpyoI@Ancs Gyurinst B ouwrepsaie [a, 6], a f(x) — (YUK, MG
Hoeae/loBaTebHEE | TpouaBoiune B [+,0] Ao cremeun -+ p-+1q. B (oparyae (16), B
koTopoit rop(pmmmentsl Ap—y, Bs—y Aaubpr (oparyras (17) u (18), qurypupyer
(pymrmua ¢ (), HUTErpAr LpoeToro Au(iepeHIHAILIOro  yPRBHCIITL (4), coorner-
erpyomero yerosuam (5) u (G).

Tpeinoromun Jtasee, 4ro e (x) — DOTMHOM CTElel 1, ROTOPBLIT
rakie 00pasoM, uTo0nl B (popayie (16) Gnurm Gl COOTHOIEIIT (19). Torasninar,
00 B ATOM elyuae momoM) T (x) = wm, (x) ylomrersopsier (COOTHONRHIIL OpPTOTO=
IATHLOCTIL, LOKASBIBUONCT, 110 Ty (z) stmmeres nomoyon SIkoou (27).

Hrak, (opuyaa ssaiparypsi, rotopasd-odoouger gopiyay (1) Oopeskona [31,
peller Hac u K (Qopyyae (37), ododmguomedt qopyyry (2) K. Llevpa [4].

oupelersaeres,

RESUME
La généralisation de la formule de quadrature de N. Obreschkoff.

par

1. V. TONESCU

Dans ce lravail on a donné la formule de quadrabure (16) pour
Vintégrale (3), ot a(z) est une fonclion intégrable dans 'inlervalle
la, b] el f(x) esl une fonelion ayanl des dérivées successives dans [a, b]
jusqu’a lordre n 4 p 4+ q. Dans la fonmule (16) ou les coeflicienls
A,_.,B'_; sont donnés par les formules (17) el (18) figure la fonelion
p(x) qui est Vinlégrale de P'équation différentielle simple (4) qui salistail
aux conditions (5) el (6).

On suppose enstile que z(r) esl un polynome de degré n qu’on
cherche a délerminer, de facon que dans la formule (16) on ait les rela-
lions (19). On démontre que dans ce cas, le polynome m(x)=ma(x) ,
satisfail aux relations d’orthogonalilé (26) qui monlrent que mwa(z) est le
polynéme de Jacobi (27).

On est ainsi conduit & la formule de quadralurve (36) qui généralise
la formule (1) de N. Obreschkoff [3], et & la formmule (37) qui
généralise la formule (2) de K. Petr [&].



