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Comunicare prezentati de Prof. TIBERIT POPOTVICIU, . corespal Academiel R.P.R.,
n sedinta de comuniceri din 24 Sepl_ 1052 Iilialei Cluj @ Academiei PR,

Studiul lehnice gl uzurii |evilor la cazanele lubulare ¢
condus pe toy, Ing. L, Némethi la urmiltoare
cildurii :

Se cere dislribulia lenperaturii ¢ (r vy, 2. in regim permamnent, in
perefii unui (ub cilindric indefinit, inealzit unitorm dela exlerior, in
interiorul ciiruia se afli 2 [luide (apd si vapori de api) separate de o
suprafald pland perpendiculari pe axa lubului,)

Se slie ed in regim permanent lemiperatura ¢ esle o functie armonics
deva, 1. 2. regulala in ol interiory] perelelui tubului. Ka va mai sa-
tisface condilij 1q Imild, pe care (ov. L. Némelhi le-a formulat astfel:

aburi «
a problema de propagare a

: L
r—r 7\,—6—=a st R () t=a_ , z<()
or
ol
r:r‘,, !gr;—Q

unde s'au notat eu iz coordonalele cilindrice, jqr et A, O fiing
nigte constante termice ale problemei, o, si 1, fiind razele inlerioarii si
exterioard ale (ubului. Tindnd seamii de simefriq de rotafie in jurul axei
Oz, suntem condusi la o problemi in plan: se cere funetia 1(r, z), con-
ale partiale:

tnud in inlerioral benzii (7, re ). care verified ccualia cu depiy

0% 9% 1 ot
e — g
or2 " 9z2 ' p g-

L : ey ; Tt
cu condiliile la limiti de mai sus. Facand schimbarea ) — (1+4y) ity

; . Po— 1y 20t :
51 notand o R , Obtimem
Te+ Ty (”l'“kre)

) Problema a fost luaty in studiu de un coleetiy
Matematici al Acad, RP.R.
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R LBl
(1) oy? " 02> 14y oy
i i o5 22 ondifiile la limila jau Torma
unde s'a schimbal i z in b Conditiile la lin
6—u=yu, Y=g y=nyt, g0 vy, z2< 0
9y
(2) i
dy Y

i i ca ave o= 8l s8¢ urmi-
Despre conslanlele v se precizeaza ca «,I\-Elllu'{+‘>u{ >u‘() ';_lt -”51‘1'1 [“ﬂ.rm
resle determinarea, unei solulii u (y, z) care si ramani marginita
anda — <y <eg, oot Sy P :
]“ Pentru a obline o astfel de solulie, s'a caulal }n;u 1]||[‘..n 0 <1uylru,<l_u
J s verifice wdiliile de in semi-banda —s <y <,
[ si 2 e sa verifice condiliile dale in sem
de y si z care sa verific iliile e e
~>(1Jaﬁui alta care sa verifice conditiile in cealalti Tewuu bandi '[]Ti]][[’!{l'lllf
3 . S 5 aela it (il sa se racordeze prin conti ALLE,
z <0, ramanand ca acesle [unclii sa se racol o ]n‘ ekt
impreuna cu  loale derivatele lor parliale, dealungul seg
*E<?<€=Z:0. : ) T . ' ! .
Fi{' u (Y, z) solulia problemei (presupusi (thh“ldI-<:?I”lr'l'vl|“[)1|[;(¥]']‘|
semn (z), adict ¢ =1 pentru z> () §i ¢ = — 1 penleu z <0, si |

(3) 2r=u(y"z)+ul(y',—2), 2w=clu(y,2z)—u(y,—2)] ;
th=up+8, y—=p—0=.

Se vede cil avem u = v +gw, Aceasla revine la {IHSCU!I?P“;M‘g‘]{ﬁfui]qli‘gl;l
u intr'o parte pard in raport cu z, v(y.. z), si ?.) pa:rts : ;n;e) c:7 =
g w (y, z). In adevir, avem v (y,'z)_ o] {’U:‘—[f;_. oW (1, 5

(y,—2). Se vede cd v si w sunl funelii pare de z.

. o Nov o
Relatia ~— =~z devine
{ e

av dw Lo LD
- dp)=—— -—, penfru y= —¢.
%=(1.L+ 68) (1-+ow) =pv + 8w+ o (paw -+ 8v) 2y +Gay p Y
Gonailiile la limila (2) se vor scrie deci
G i=1‘
@—P‘r + B I 0y tyel
(&) it 1 e on_y [~
i o9

In adevar, daci avem idenlic in 3. [(2)459(2) =0, unde f si g sunt functii
pare de z, rezulld f(z) = 0 si g(z) = 0. _ -
l Ecuatia cu derivate parfiale (1) se scindeazd in

L, .
(5) (1+y) A.'J+£=U, (l—l—yJ_Am—f—ay

Din definitia lui 1w Se mai vede ci avem
(6) w ('y ,0)=0.
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Aceastil ransformare nu parlicularizeazi de loe
Acum, aplicand metoda lui Fourier,
conditii cu desvollirile i

: -1 A,,(y)e— 0532 L =g
g " %"B,,(y)e

[]11‘1‘. Jrl, Sl Ili ll['? € Ccons ,lcrl‘lltf l.’”l lll ¥ '”‘ !1[ L n > 0 ] = j(“ —'i 51 Ij
I | S 4 PLCP 5 S I

Il]-’;ll[,- illllbtll 1mea IIB(JU[}.OSP”['[ 0 .,("”'(lllll‘(:‘z (li) vor j' \Gllf[wﬂclf(:‘ “]E ][](

flaf_’r{ avem

problema.
vom caula sa salisfacem acesle

) 1 , ot % Lo 1 A :
Ant+ T@—An + kA= U‘ » Bu+ WBH SE x"raa B,=0.

Rezulld, pentru n >0,

An=CyJo [Ra(1 +Y)I+Da Yo [£a(1 +y)], Br=En Jo [£.(1+ YI+FuYo[&a(1+y)]

Tl n E i s i i . L
L] 1 l . [[ cons Lr“'l t‘e al ] V111 2 H .i 1 be] i J i B I
C. : ID’I 11) [’ n j 111 : o 7 {11L, lar O(.f) 51 \u(l\ 1!“”—: ll][_. ul
B S5t I dB ' ruma 51 a dOLIt’l SpClrl. 'lelc'r! SO]U I“'l(]_ I 1111([{“1]. P['lt{i](* ”]L‘ reateer

'’ I ’,
Y +; Y+ y=0. Pentru n =0 avem:

Ag=Cy log'(1+y)+Dy", Bo=Eqlog (1 +y)+F,
Subslituind desvollirile (7)

in condiliile la limili (4). obtinem
An(—<)=p Ay (—¢)+3B,/(—) <
B —¢)=p Ba (—2)+3A, () RZ:JB”(@’):“
Ay (e)=1
An()=0, n>0
Bu(s)=0, n>0.

Din ultimele conditii rezulii

Ag=(1-+¢)log (1 +y)%D,, B,=const., apoi
i Cr _]ﬂ ”’n “ +ett DnY? ”'u (1 ,Fg]]:( ) 1 Au:Cu ;‘VYI’I ”"H( I "‘3)].]0 ['(7!?(] + 1/)]_
, —Jola(1+211 Y [kn (1 -+ y)1} = Cpibi fy)
EnJol8n (1-+)1+FuYolky (1 +6)1=0, By—Ep {Yg[&n (1 + )] Jy [hn (1 +)] —
—Jo[ku (1+2)] Y, [£, (1 +y)}}=En‘I’ (y).

Mai avem apoi condiliile Iy Y = —& care penlru n =0 ne dau
TR S :
| Dy QT 1= —(I-+e)log (1 —¢)
B = ____8_ g l -f—-E ]
¢ p2—821—¢ :

'y e ,——
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Pentru n > 0 gasim
(& (]-’:1 (_E) ;IJ»C.'J &Py, (—"':) 3 SEH D, (—E): (i C” i SE‘”) Dr (_:)

E, '1):? (AS) j(l"'Eﬂ i SC”) Da (—S) 2

de unde
&: lJaCf]+8E£
E" HE” 'I_ 3(:.“i!

Luand E, = C,, rezulla de mai sus

3 E§=C?1 ] En:,i Cn .

tDH(_‘E)

Py (—s)
Esle o ecualie in &, care are o infinitale de radacini pozitive si o
infinitale negalive, cim vom vedea, Vom nota aceste radicini en ki s
n=1, ';)‘ et

) =u+8=yt.

Luand E, =i, rezulli in mod analog

Oy (—e) -

(9 A ey —3=y
(f)”(fg)

ecuatie care arc deasemeni o infinilate de ridacini pozitive si o infini-
tate negative, pe care le vom nola cu k, . Riéman arbilrare constanlele
Cn pe care le vom afecla deasemeni cu semnul 4 sau — dupil cum ele
corespund unor valori ki sau kn . Inlocuind A, si B, in (7), oblinem
in definiliv

ley 2

D
1 +2 + ¥
(10) u=— (g log (1+y) (L +e) D CHat e
P_.i_c?) = =l

[0 8) =
=i _‘1‘:11 2
*F(] —0') 2 Cn (Dn (y)*” £
n=1

Se vede de aci ca pentru z >0 avem s = /. deci u coincide cu desvollarea
dupid meloda Fourier ce s’ar obtine cauldnd solulia numai in semibanda
5> 0, iar pentru z <0 avem ¢ = —1 si u coineide cu desvoltarea ana-
loagi ce corespunde semibandei z <0, Aci s’a nolal

D (y)=Yo [k (1+9)] Jo Tk (1+y)]=Jo [ha (1-+)] Yo [ (1 +9)]
si in mod analog s’a nolal @, (y) funclia &, (y) in care k, ia valorile &, .
Se vede cit desvoltarea (10) va [i marginili alal pentru z = - o eat si
penlet z— —oo dacit ludm penteu k) ridicinile pozilive ale ccualiei (8),
sipenlreu f, radaeinile negalive ale ecualiei (9).
Insa funelia  w datd de (10) trebue si fie  analilicd in loald banda

- . . . ou 0w Q'u
e = ,!l' < 2 (IE('I “li” ", (-”f H‘] aﬁ ..(L yaary -
az or2 ozt

yeoo Pehue sa fie continue
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pentru z = 0. Pulem serie (10) sub forma

C '-'-/'+f £ =
“=Do (Lt log (1) + J'CHat ) e "+ Ber o ) e
= m=1
o0
it ) Ay
+°[B”+ZC“’W€ Yo Dl an e ’J
n=1 =1
Punand condiliile Uy, 0) = uly,—0), Qﬁ” :a_u' . il
. % /2:0 aZJz:_O‘ : 3

0 o 8}
2 ot (1)~ D Crvm ()= —B,
n=1 m=]
2k Gt ()= STk Cr (g) =0
(11) 2 khect ot @) — T @ Cr 0m (g)—0
NG iy it
2 WP CH )~ 7 k) Cir 0 ) =0

Aot a’a s saeficie 1 1 :
Aci s’a anulal coeficientul lui s in u, il v+ -+ dupd ce s’a pus z = ()
v az ;

Avem aci un sistem linear infinit pentru constantel

vom putea gisi valori C;t giC=

orice y in inlervalnl (=
-

C.j‘ @, (?J} ===la Bo Erfn @

e Ct si C. Daci
care sa verifice acesl sislem penlru
—& £), VO avea o solutie a problemei. Notand
i D) = B, £, sunlem condusi la sistemul

oD [o'0)
Dk e

n=l1 m=|

D't &+ Dkmtn—0
(12) Z(H)QELLZUG;V £
D et + D k)t =

care se serie mai simplu

9.0] oo
(13) D=1 ; Eim=0, p=12, ..
n=| a={

Sd aridlim acum eg ecualiile (8) sj

(D au cile o infinitale de radacini
reale, Ecuatia ’ r P

®,(—s)
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gp mai serie

i Yo lbu (L Jo ey (1 =<1 — o[ (1 + )1 Vo[ ba (1 —<)]
Yo Lbu (1 -+ Jubbn (L)l — oLk (1 9] Yol (1 )]

Vom line seama de expresiile asimptolice cunoseule [1].

To (x)=\/:2;cos (x—%)Jra, ), Xy (m):\/w:gx sin (.’,-U-ﬁg-)+sz ()

Jr'J(x)=—\/fm Siﬂ( —%)‘f‘ss(i): Yo(x)— ;%:-COS (x*%)ﬂ-%(x)
3

v
in care g (x) =0 (z 2), i=1,2, 3, . Gidsim alunci

Sin 2 Kn et (b) _ v
cos 2 kpetmy (ke) &y
1

unde o (x)=0{x 2), i = 1,2, Aceasla sc mai serie

Sin 2 &y 6 ——L €08 2 by &+ 35 (B)—m; (i) -
kn kn
In ecualia de mai sus, considerand pe %, variabil dela—oo la oo toli
termenii sunl funelii continue de k,. exceptind numai valoarea k, = 0.
Gand L cresle in valoare absoluli lermenul sin 2ep e oscileazi fnlre
—L st +1, in limp ce lermenii ceilalti descrese indefinil in valoare
absoluld. De aci se vede cd penlru k, destul de mare ridicinile acesfei
ccualii sunl foarle vecine cu acelea ale ecualiei

sin ‘ £,e=0
deci pulem scrie pentru n destul de mare

™

Se vede asllel cd ccualiile (8) si (9) au radicini reale alal pozilive edl
§i negalive, in numar infinil, deci in desvollarea (10), valorile proprii
b si &y sunl in numir infinit, Apoi, I, esle de ordinul ui » pentru n
foarle mare. ;

Problema, tralald pe acecasld cale, pornind dela desvollavea (7). re-
vine deci la rezolvirea sislemului lincar infinil (13).

Acesl sislem a fosl sludial ocazional de Poincaré, apoi de Borel [2],
insa edutind si aplicdm meloda. indicali de acesli eminen(i malemati-
cieni, ne-am pulul da seama ci ea nu permite rezolviven efeelivi a sisbe-
mului, $i se bazeazit pe unele confuzii2). Sunlem deci in ciularea unei
metode de rezolvire a sistemului (13) in care constanlele Ly sunl dale si
avem k, = 0(n).

#) Asupra acestei melode va apare o noti a tov. Conf. ¥. Rado,
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7

O primé observare pe care o putem face asupra sistemului este

unmétoarea: Dacit sistemul (13) admile solutii ,, aceste numere inlo
cuile In sislem fac toale seriile absolut convergente.

In adevér, seria 3 k2 1. trebue sd fie convergenld pentru toale valo-

rile p = 1,2,... Deci lrebue si avem, pentru p fix,
|Z;£n!l]<1| ‘H’>N'
Asa dar B

B2y, [ < Il . n>N

; : | = 3 3 ek

§1 cum seria 3 — esle convergenld, rezulla convergenla absolula a seriei
1

S kS n. Aceasla insd este adeviral peniru fiecare valoare dald lui p, de

unde rezullatul de mai sus. Operdand asupra. ecuatiilor sistemului (13),

in scopul rezolvirii lui, se poale deei presupune cii toate seriile din

membrii I sunt absolul convergenle, fiivi a particulariza soluliile.

Sectia de Matematied
a Miliolei Cluj o Academici R.P.1.
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KPATROE COIEPRAHUE
THOCHTEILHO HPOGILUEL PACHPOCTPALGHIH MO0 LI
PEOPTUIL ROLY ') PAHLY

Texuuaecras npodaesa mopum mpyé s HAPOBEIX ROTUAX TPUBEIA WHHKEHepa
J. Hemeru k mayyenwio mposremst pastpocrparenna Tewrors. Tphedyeres pacipe-
AGIEHIe TeMUEPATYDLI IpI MOCTOHHHOM Pe:sTMe B CTELRAX LIITITHPUYEEK0it Tpy ORI
HeompeXereHHoil JUTNIN, nHarpeBaemMoi CHAPYRIT T collepRaleii BUyTpn KOJIIITeCTRO
BOJBL T ROTHYCCTRBO MAapa, 00e epeinl OYAYHIT pAslereHs  ILrocKoil II0BEDXHO “1hI0,
HepUeIINRYIApHOTT  ocu  Tpydrn, Tra pemreuisr HToii sadaumn Tpedyeresa uaiiTim
(pymmnnio w (v,z), ylonzersopsst (1) B unrepRage —e <y <€ U KpReBLIe yCIOBIIH.
Mpunensst meror Fourrier, yn npnxofuy passrio (10), w u wy , SIBISIIO-
IAMGH COOCTBEHUBIMII BHAUCHIAMI B (ECKOHCYONM UHETE, ROPHAME YpaBHEIL
(8) 1 (9). Oyurinu b, (y)—Bepaienss, oopasosaHuble (WyHenmayu Bessel J, u
Vo 9T 3uaunT, 910 Halo PEILHTL salauy Ara suaveunii z > 0, sarem IS sHA-
venmi z < (), Halmmean yeroBne HEIpepslBLOCTI 0§0Hx PeieHii 1Mo ecermenTy —e
<y<<e, z=0 M\ra gyssunr u (y,z), n L0 Beex ee HAPTHAILILIX TTPOM3BO/AHBIX
0 OTFOICHIO K Z, oo Leler |k oankueilinoi deeroneunc  cnereye (11), woropast
craposured (13). Hzyaenne sroifi enerennt Geio navaro Poincare u Borel, o me-
TOALL, YKASAHHLIE DTUMIT MATEMATTIKAMH OKASATNCH AT HAC HeloCTOTOTHEMIN Kis
AGHCTBUTEILUOTO DEMICHITA CHCTEMEL TI0RA3AHO, YT0 eeT MMeRTes PEILIeHus, Ol
COCTARIAIOT BCE cepiil wieHoR | aGeomoTio KOHBEpreHTHHX,
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RESUME
Sur un probléme de propagalion ‘de la chaleur
par

GEORGES CALUGAREANU

Le probléme lechnigue de l’usu_r({ (ll;},fi tuyuu,x Llﬂ.‘ll‘S l]e;s -Chﬂllldwl:ef;,atf
vapeur a conduit l'ing. L. Némethi a I'élude d’un p%?)lutmla (J-e 1:{19{118
gation de la chaleur; ‘Lrouver la dislribulion des lempcr d.-[,Lll'.lC:b._, (f?s I"e,cjlyﬂ_
Bel*mmwm, dans la paroi d'un tuyau cylindrique 1.1.|tlel’u'11, ¢ 1(1}1 (11?’(3 de
lerieur, ¢l contenant a son interieur une 56D (llfelL\u SlLlllllléO }; 8
vapeur, les deux milieux etanl sépares par une -5”1, a.t,-i .p a fl(j = cllion
diculaire a l'axe du luyau. Ge probleme revnen/l a 11011\'011 m(lll?t' o fuﬁ
u(y, z) satisfaisant a (1) dans la -bga u-LlQ — Y= & e:l aux BL;)LHP (1) 111(31 u].ttLa{l
limites (2). En appliquanl la méthode de Fourier, on b e
dévelappement (10), les ;" el ki élanl des valeurs prtuplre‘s 31\'11-;113%1;110;;
infini, racines des équations (8) el (9). Les xp,,(y)‘ sm: clea, 2 ]'-rﬂsdu‘dre
formées avec les fonclions de Bessel J, et Y. Cela 1|_ﬂ\4.1_1Lt a [l‘ e
le probléme dans la demi-bande z > 0, ensuile dans _lu 118112- Jﬂél( ez.._ -
et & raccorder les deux solulions le long r_lu_ se.g'menl.‘—-f‘ 1!{..- }g,es ?&1;-1
par conlinuité, pour la fonction u.(ygz) et pour l‘lel.l.l("b.S‘L:b.lifeillE (M)lqui
lielles par rapporl & z. Ceci conduit a un sys?t(’:me lLI‘lf!'ElllL i el
se rameéne & (13). L'élude de ce sysléme a élé amoroée gnn-én-métrcé. %
et E. Borel, mais les méthodes nu‘hquee;; par G('brl )g -dzlf{“hnc bn -élublil
nous ont pas permis de résoudre elfeul.weme.nL,(,,t, -?)?Edlfﬂil i
que si les solulions exislent, elles sont Lellgs qll.(,'l“t'h-lt‘llf enl toute S
séries des premiers membres absolument convergenles,

2 — Studii si Ce cetiri




