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I. — Fie P(x) un polinom de gradul (cfecliv) n. Acest polinom are
n radaecini distinele sau nu. Derivaiele succesive P'(x), P”(r),-- ., P™=(x)
an respecliv n—1, n—2,..., | radicini distincle sau nu. Gonsiderand
deci toale radacinile polinomiului si ale derivatelor sale suceesive avem
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asifel de radiaeini dislinele sau n,

Se poate pune problema de a delermina numaral N al nimerelor
dislinete dinlre acesle )]'(’;ﬂ|1'1|r|1}1-1'9 astfel oblinule si care reprezinla
radacipile considerale. Numirnl N esle numirul radacinilor dislinele ale
polinomului P(x)P’(z) ... Pe=2{z) oblinul facand produsul polinoraului
dal si al derivalelor sale succesive.

Putem evidenl presupune n > 1.

Bste clar ci daca P{a) are teale radacinile confundale avem N = 1.

In cazul conlrar avem N >1 si se pune inlrebarea cum se poate
preciza aceasla inegalilale in acest caz?

In ipoleza ci rddacinile lui Plr) sunl loale reale, vom demonslea ¢a:

I. Daca V(x) are cei pulin dowd raddcini distincle avem N =z n + i,

Proprictalea aceasla esle foarle probahbil adevarata gi in cazul cand
<o ridica restrielin realilalii radieinilor, dect pentru un polinom oare-
care de o variabild complexa.

Proprictalea 1 nu depinde de o leansformare liniarda a variabilel x,
deci va fi adevitrald daci radacinile polinomului sunt situale pe o dreapla
din planul complex. Deasemenea proprielalea nu depinde, evident, de
un faclor constanl (20) al lui P(x). Rezulli ci in demonslraiiile care
urmeazi se poale toldeauna presupune ci primul coeficient al polinomu-
lni (al Tui xm) esle egal cu 1 si ci daci P(z) are cel putin doud
ridicini distinele, una oareeare dintre acesle ridicini esle egald, de ex.,
i (0, si una oareeare eu 1.
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o Dc-nn_mslrlnl_.lfn'pmpl‘ivlﬁ[ii I'in cazul vidicinilor reale se bazeaza

pe cileva proprietili care suni consecinle ale {eoremei lqi )Fi(.ﬂ-l(' B
Daci un polinom are (oale ridicinile sale reale dfﬂl‘i\”:!{‘-l q_'I ‘1 re de
asemene loale ridicinile reale. Fie g, b, ridicinile e"\'!r{:n]le .a'rdE}'“e ("L"ﬁ
mai mica si cea ]n-ui mare ridicind, a lui Plz) sj a.. b r‘;-”u]ﬁ.rﬁin‘il-o.v;ﬁ' . ri
analoage ale derivatei P’(#). Dacs a 1'05;')7)" lmhlk. nlr'-“ lici i ool i
dubli a lui P2, avem a. — a- resp L b Dacii Gt i P”utln
e e S RS 1-(\.(;) ’ .<} = 0,. Daci @, resp. b, Ps[r- 1‘.'-1,-([;1‘
et (lm'ivfﬁ(-i ”,' resp. 9, < b,. Inutme i, resp. b, esle ridi-
et s })o]jllc;ll:lrl:];]!, nmimai daci a, resp. b, este ridiicing
e 0-0?1‘(21'33[10:-]g(l'lf?{;:ijla'm'P-’(J'?) ‘nu }are to_ate 1'5‘(1;}”(211}[].9 cosfundate si fie,
2 Dordinui i, ?r‘ : rlf micd qu‘ /;,-4(433 mat mare riadicind a devivalei P@ {4
e &npa: t‘;‘_]‘ ot 1?_,—_1. %vem evident a,_, — 4, , . Insy g
¥ ek e st .(m urmi 1110_2_‘:1[”;{1[9 rezulti din faptul eit dacd derivata
Ntii nr_)_lm_nr_n e toate ridicinile reale are o radicini de ordinul i > 1
‘(_l(e multlplu_u_l.ﬁt.e,‘]mlinmnul are neapiirat aceasti ridicing de un ni-din
i+i ieﬁmulllpllf}f:'tln. In ipntpzq 1jejilit.s”li_ii Miaror r:"u]ﬁr-iniln; egalitalea
= é{I_rl?[, Illclilﬂ;eh :\Qt:}‘ril compalibilii cu ipateza ci ridicinile polinomu-
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: KlieesbLds o 0 Tadacina d inul % de m a noli-
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(3) l+k<n
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(4) N>FE
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o 4. ."N;?‘" propunem acum si <elermindm toate polinoamele P(z) (eu
& .eDri';;f Ft“)f)jl‘l‘II{ISFE) ’1 ?2;61)92[:;1&1?2 u{l”.a:?q tp;lltll‘hlllll care avem N —n 4+ 1. ; )
el e ) rezultd cd aces 'l nu poale avea ulm; decat daei
2 . decl numai dacii polinomul are exact doui radicini dislincte
prin urmare, afard de un factor constant (£ 0V si afard de o lr';m;fm":
mare lininvd a variabilei, numai peniru polinoamele (o ['ul'nﬂ( ‘

Plx) = xnk (3 )k 9p =n

”rlcgn a‘qnst “Az avem E-=n + 1 si pentru ca s§ avem N — n+1 esle

?"?P {;lis_uhcmntu ca !—Uttl(‘ radacinile unei derivale oarecare P@(r) si
u fie diferite de raddcinile (1) st accasla pentrn § — 1.2 n—->3
= E Rt LR bl s 3
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Daci n > 2, k=1 nu exisli astfel de rdadicini si deei avem atunci
N = n + 1. In felul acesta cazurile n = 2,3 sunl epuizate.
Dacd n = 4, 3g/.~5:')3. Px-3)(r) are rddicinile distincle si riadacina

diferita. de @,_; si b._4 a acestui polinom nu poale si coineidd decat
cu a,_,. Pentru ca si avem N = n + 1 esle deci necesar ca polinoamele

P=3)(2), pa—0{x) si aibdl o rdddecind comuni. Dar (r,,__.=b.,_1=;, adick

esle necesar si avem

s () 0.
"

Dar

Sk(n—1)(n—2)x2 +

—a)
Pr—=i(r) = o 3,3) ~ [n(n—1)(n—R)a?
o SB(—1) (n—2) 2 — Ke(k—-1) (k—2)]

P(n=3) (E) e
n

2 o o 5 ' R r o111 £ \
Rezulld de aci ci daca n = 4,2 <k < Savem cu siguranii N mfrs

si dedneem
k(n—k) (n—2k) (n—38)!

n2

Qo

Ramine si examinam cazul n = 2k. Dacd & = 2, pe baza celor de
mai sus se vede cd avem N = n+1. Dacd I > 2, ridicinile lui PW*‘_*)(.TJ
sunt toate distincte si simetric asezale fati de @,_,. De aiei rezultd ime-
diat ci niciuna dintre ridicinile distincte de radicinile extreme ale lui
Po—9(7) nu coincide cu a,_, si cd penlru a avea N = n+1 este necesar
ca acesle ridieini si coincidd cu a,_» , b._s respecliv, deci ca P@=9(x)
si fie divizibil cu Pe—2(x). Pentru simplificare pulem lua acum

P(z) = (22 — 1%

Avem alunei
AN Rl fo— d
(RE—4) k(=) 1iop_ 1) (2k—3)26(2%—3)2

' 23]

li)(nﬁ‘l){_ll) = 73 !

Pr—2)(x) = (2k—2) 1k [(2k—1)22—1]. o
De unde, ficand calculele, se vede ci P9 (z) se va divide cu P® -3 (z )

numai daci k = 3. :
Dacii deeci n = 2k, k>3, avem cu sigurantd N>mn + 1.

Penlru n = 6, & = 3, se verificd dircet ca N .= n+1,

In definitiv deei avemn urméitoarea proprietale

II. —— Dacd polinomul P(z) de gradul n (cu loate radicinile m-;i.le_
are cel pulin doud raddcini distincle. egalitalea N = n + 1 are loc daca $
numai dacd acest polinom are o rdadicind mullipla de ordinul n— L de
mulliplicilale, precum si  ined numai in wrmdloarele doud cazuri:

1°. Dacd n = 4 si polinomul are doud rdaddcini duble.

20, Daca n = 6 st polinomul are doud rdddacini (riple.

5. - In ce privegle exaclitalea proprictitii I in cazul ednd nu se face
reslrictia realililii ridicinilor, ea se poate stabili uzor pentrn calevi:

dintre primele valori ale lui n.
1°. Pentru n = 2, proprietatea esle deja demonsirald.
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20, Dacit n =3 §i daci radacinile lui P(z) sunt distinete, derivala
P’(7) va avea ridacinile distincte sau nu, dar ambele diferile de ale
lui P(z). Avem deci, in acesl caz N = 4. Dacda P(x) nu are loale radici-
nile distincle, prin o lransformare liniara revenim le cazul ridicinilor
reale. .

3°. Dach n = 4 si daca ridacinile lui P(xz; sunl dislincle, se vede,
v Inai sus, ci aveni N > 5, Daci P(z) are (rei rddicini distincte, ramane
si examinim cazul cdnd nu pulem prin o fransformare liniara reveni
la. cazul ridacinilor toate reale. Daci atunci ridicinile lui P’(x) sunl
distincle, doud dinlre ele sunt diferite de rddicinile luj P(x), avem
deci N = 5. Dacii in fine P’(x) nu are ridicinile distincle, atlunci una
(simpld) coineide cu radicina dubli a lui P(r), iar cealalta distineld de
aceasta este o ridacind dubld diferiti de riadicinile lui P(x). Prin o trans-
formare liniard se poale face ca P’(x) sd aibi toale rdadicinile reale s
atunei P'(z)P”(r)P”(x) are cel pulin 4 radicini reale distinels, jar
P(r) cel pulin o riadacinid nereali. Avem deci tol N > 5. Daei in fine
P(r) are numai doud riddcini distinele, prin o Itransformare liniari
milem face ca loale ridicinile si devina reale.

- Pentrun=2, 3 4 proprietatea I esle deei adevarald in gencral,
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B aton padore AOKAShIBACTCA, YTO ecCau mosuHoM P(zx) cremenu » umeer
HCE peasbiibie KOPHH, pe3yantar P(x) P’ (x) P”(x) ... P~ uMeer 1 i camoe
MeHbLIee 7 1 pasnugnble KopHH. ONPeAeNsTIOTCS U BCe MONUHOML P(x) pna
WOTOPHIX mpefien n+ | JOCTUCHYT,

RESUME
Sur les polynomes ayant toutes les racines réelles
II,'j,l‘
TIBERIU POPOVICIU
Dans ce lravail lauleur monlre que si le polynome Pl de degré n
o loutes les racines réelles, le produil P{@) P (x) P2z) . .. Py g 4

bu au moins n+1 racines distinctes. On détermine également lous les
polyndmes P(a) pour lesquels la limite 11 n'esl pas alleinte,




