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1. Introducere

1. In lucrarea de fa}d incercim sid rezolvim o problemid impor-
tantd a Economiei politice cu ajutorul analizei matematice, si anume aceea
a raportului optim intre cele doud sectoare mari ale economiei nationale
a unei tiri socialiste. Aceste sectoare sint: producfia mijloacelor de pro-
ductie si productia bunurilor de consum. Este bine cunoscutd legea din
teoria marxist-leninistd privind dezvoltarea acestor doud sectoare, adici :
ritmul de dezvoltare a sectorului T trebuie s fie mai mare decit cel al sec-
torului II. Aceastd lege insi nu precizeazd raportul concret intre aceste
doud sectoare.

Daci ciutim un raport optim intre cele doud sectoare, trebuie si si
indicdm un criteriu cu ajutorul cdruia putem si constatdm, dacd un anumit
raport este optim sau nu. Acest criteriu de comparatie il gisim in legea
pe care I. V. Stalin a numit-o ,,legea de bazi a economiei socialiste”. Rapor-
tul intre cele dou#d sectoare va fi deci optim dacd el asigurid satisfacerea
cit mai buni a nevoilor mereu crescinde ale societatii.

Prin urmate, vom ciuta stabilirea raportului de mai sus, vom cluta
o planificare in mare a economiei socialiste in aga fel, incit sd fie asiguratd
o crestere cit mai rapidd a sectorului II, care produce direct bunurile de
constim popular.

2. In cele ce urmeazi vrem si analizim cu ajutorul matematicii
mecanismul dezvoltirii economiei nationale. Marirea cantitdfii produselor
fabricate se obtine :

a) printr-o folosire mai eficace a utilajului, i

b) prin modernizarea si mirirea parcului mijloacelor de munca. Aceasta
se face prin produsele finite ale sectorului I. O parte a mijloacelor de muncd
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produse serveste pentru inlocuirea celor uzate, invechite. Restul se repar-
tizeazd parfial la sectorul I, partial la sectorul II, servind pentru dezvol-
tarea acestora.

Aceastd din urmé repartizare este, In anumite limite, arbitrari si
ea este mijlocul principal prin care planificatorul poate sd influenfeze
dezvoltarea structurii economice a tarii, adicd dezvoltarea raportului intre
cele doud sectoare.

Problema noastrd se formuleaza deci astfel: cum (trebuwie ales acest
raport pentru ca sd fie asiguratd satisfacerea maximald a nevoilor societdtii?

2. Ecuatiile de bhaza

Se vor nota in lucrarea prezentd cu :

G — cantitatea totald a mijloacelor de munca existente in sectorul I,
U — cantitatea totali a mijloacelor de muncid existente in sectorul II,
m — cantitatea mijloacelor de muncd date in folosinti,

g — cantitatea mijloacelor de muncd date in folosintd in sectorul I,

# — cantitatea mijloacelor de muncd date in folosintd in sectorul II,

@ — cantitatea anuald a mijloacelor de muncd care s-au folosit pentru
inlocuirea mijloacelor uzate,

a8 — cantitatea anuald a mijloacelor de munci care s-au folosit pentru
inlocuirea mijloacelor uzate in sectorul I,

a® — cantitatea anuald a mijloacelor de muncid care s-au folosit pentru
inlocuirea mijloacelor uzate In sectorul II,

p — cantitatea mijloacelor de muncd produse anual,

p¢ — cantitatea mijloacelor de munci produse anual si date in folosingd
in sectorul I,

p* — cantitatea mijloacelor de munci produse anual si date in folosingi
in sectorul II,

¢ — cantitatea mijloacelor de muncd importate (cele exportate cu
semnul —),

i¢ — cantitatea mijloacelor de muncd importate i date in folosintd
sectorului I,

14 — cantitatea mijloacelor de muncd importate si date in folosingd
sectorului II,

b — cantitatea bunurilor de consum date spre consum anual,

p? — cantitatea bunurilor de consum produse in tarid,

¢ — cantitatea bunurilor de consum importate (cele exportate cu sem-
nul —).

Toate cantitatile se exprima in valori constante : cele notate cu majus-
cule, in lei, cele notate cu minuscule, in leifan.

Mentiondm cd mirimea acestor cantitdfi se poate stabili prin meto-
dele statistice directe.

Este evident ci :
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m=g 4+ u

a = ag 4| at
2.0
p=pt+ e i
‘L’ — ?:g —I— ’!u
De asemenea :
m=p +1
g = pe -+ iz
" = 1511 4 u (22)
b=pbte.
Cresterea anuald a mijloacelor de muncid va fi exprimatd prin :
—d(G_I_—):(';—I—U:m——azﬁ-Fi*a

dt
G:g-a&':f)g—]—ig—ag (2.3)
U=u—at = pt 4 it — qu,

Sd cdutdm acum relatii intre aceste mérimi diferite.
Putem sd punem

a8 = af (1) G
at = at () U (2.4)
@ = a8 ()G + ot () U

unde «f $i of sint coeficientii medii de amortisment in sectorul I, respectiv
in sectorul II. Acesti coeficienti vor putea prezenta o ugoard fluctuatie
din an in an, ii vom considera deci ca funcfii de timp.
Mai departe vom pune
p=u()G. (2.5)

Aici p este coeflicientul mediu de folosire a utilajului.

Motivarea acestei relafii: in primul rind, productia mijloacelor de
muncd este proporfionald cu cantitatea mijloacelor de muncid existente
— Intr-un moment dat — in sectorul I.

Sd compardm, de exemplu, doud fdri ale caror industrii lucreaza in
conditii identice, adicd avind acelasi coeficient mediu de folosire a utila-
jului p, explicat aminuntit mai jos. Prima tard sa aibd insa o industrie
de # ori mai mare decit a doua ; atunci §i producfia primei $dri va fi de
#n ori mai mare, !

in afari de cantitatea mijloacelor de munci existente, productia
depinde incd de doi factori: structura industriei (gradul de mecanizare,
de automatizare, in ce misurd maginile sint de tip modern sau invechit,
in ce misuri existd intre diferitele ramuri o proporfie justi etc. etc.) si
indicele de folosire a utilajului (productivitatea muncii, metode si procedee
moderne de muncd, calificarea muncitorilor, iscusinta cu care toatd industria
este condusd etc. ete.). Acesti factori i-am intrunit intr-un singur coeficient
i, care in orice caz este independetn de G, si l-am considerat in functie de

timp. . :
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Analog vom pune
p=p0OU (2.6)
B fiind coeficientul mediu de folosire in sectorul IT,
Folosind aceste relafii, ajungem la ecuatia noasird de bazd :

GHU=pOG+i({t) —at(t)G—ax(t) U. 2.7)
Pe lingd aceasta mai fixdm
b=B(OU+e(). (2.8)

Menfiondm cé coeficientii «, p si f au dimensiunea 1/an.

In fine, observim cd din cantitdfile figurind in ecuatiile 2.7—2.8 :
G, UG, U, 1,181 b, e se pot stabili prin metodele statistice directe, iar
®, «f, «f, B se pot stabili prin metodele statistice indirecte, cu ajutorul
relatiilor de definifie (2.4; 2.5; 2.6).

3. Pozitiile limita ale curbelor G(U)

Presupunind chiar cd p, ¢, « sint funcfii cunoscute de timp, ecuatiile
de bazd (2.7) nu determind in mod univoc decurgerea in timp a mirimi-
lor U, G.

Aceastd circumstanti. reflectd doar faptul real ci, la planificarea dez-
voltdrii economiei nationale, produsele finale ale sectorului I (adicd mij-
loacele de muncd produse) pot fi repartizate — intr-o anumiti misurd —

arbitrar, Intre sectoarele I si IL

: g . gt cxen GlF ¥
De aceea, prin aceastd repartizare arbitrard 7T de exemplu devine

arbitrar, intre anumite limite. Atunci gi functia G(U) poate fi aleasi arbitrar.
Ceea ce nu este arbitrar ci determinat prin ecuatiile (2.7), este decurgerea
in timp a lui G si U. De acest fapt vom face uz in capitolul urmitor.

S4 vedem acum intervalul in care poate si varieze 0 Marginea

superioard o realizim dacéd toate mijloacele de muncd produse sau impor-
tate sint dirijate citre sectorul I, ldsind sectorului IT numai strictul necesar
pentru inlocuirea utilajului uzat. Atunci vom avea dU = 0.

Marginea inferioard o realizim procedind ca mai sus, inversind insi
sectorul I cu sectorul II. Atunci vom avea dG = 0,

Ca domeniu admis pentru %, gasim deci
dG

20 (3.1)

4. Problema variationala

Pornind de la ecuatia de bazd (2.7)
G+U=p({l)G+i(t)— a2t) G — at(t) U

T
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cu w— of =yn
Oy = A

vom avea

ﬂ;%@ =% ()G — AU +i(t). (4.2)

Daci se adopti o relatie G = G(U), unde U = U(f), atunci (4.1) este
o ecuafie diferentiald ordinard de ordinul 1 pentru U, care in condiiile
cunoscute poate fi integratd. Date fiind condifiile inifiale si anume

pentru 1 =1y 3l =T, G=6,=G [y,
noi punem problema :

cum trebuie ales G(U) pentru ca valoarea lui U la momentul t =1, =
=to + T, adicd U,, sd fie cit mai mare?

Pentru a trata problema mai ugor, facem oarecum o inversare : con-
siderim pe G si pe ¢ ca functii de U si ne intrebdm : cum trebuie ales
GU) —cu Gy =G (Uy) si t,=1#U, — astfel ca # corespunzind unei
valori fixe U, > U, sa fie cit mai mic?

Problema aceasta poate fi pusd sub forma unei probleme variationale
cu conditie suplimentard.

Notind
146
v , 12
AU, 6, G ) = e =m0 + i) (*2)
gdsim din (4.1)
¥ = HU, G, G, i (4.3)
si variatia integralei
. el .
T :S [ (U, G, G 1) du (4.4)

Us

trebuie sd se anuleze.
Cum se va vedea mai jos, nouf nu ne este insd suficientd ecuafia (4.8)

de tip Euler-Lagrange, ci avem nevoie de expresia pentru variafia lui .
De aceea vom calcula aceasta pe o cale directd.
Variind ecuafia (4.3), gisim

,_of of srr | of
ot 5 - 3G -+ —8G" + =8¢,

oG’ ot
adicd o ecuatie diferentiald linjard pentru &/
d(st) of of AR
Ly R £ ; 4.5
pr ataz 668(}—[—66, 3G (4.5)

Rezolvarea ei in condifiile noastre initiale, di

3t — exp [Sz:gd[f]g:exp[ = Su., ggdU](g—é 5G + :é,ac' dU.  (46)
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Integrind prin parfi termenul al doilea de sub integrald gi cerind ca
3G si se anuleze in extremitatile intervalului U,, U,), rezulti

St = exp [Suk‘if dU’SU'exp [ = Sa—fw] et b ﬂfi] SGAU.  (L.7)

U9t Us ¢t 119G dUG ~ 8tdG
Ecuatia pentru extreme ar fi deci

of d of | af of

E==— L 1% =0. :
G  aAU oG’ T ot 3G’ (4.8)

Ins3, calculind pe E, gisim
)\
B = T (4.9)

=t

deci extremele propriu-zise nu exists !
Dacd insd variatia 8G o alegem asa incit si nu-si schimbe semnul in

intervalul (U,, U,) — variatii unilaterale — atunci avem din (4.7)
sgn 8 = — sgn 3G (4.10)
unde
o |
sgn x =94 0 dacd %= 0. (4.11)
i <

Din acest rezultat vom putea trage concluzii importante.

5. Curba minimé si curba optimi

Folosind relatiile (3.1) si (4.10) putem gisi curba in planul (G, U)
care rezolvd problema noastrd variationald intre doud puncte fixe (Go, Uy)
$i (G, Uy). O vom numi curba minimd (fig. 1). Ea consti din doui por-
tiuni, decurgerea lui G(f) si U(¢f) comportind dous faze : in prima faza U
rdimine constant, U = U,, si G creste de la G, la Gy; in cea de a doua
fazd G rdmine constant, G =G, si U creste de la U, la s

Demonstrafia : toate curbele admise, adici acelea care trec prin a

; : aG : i i e oy
si Py si la care 0 > 0, pot fi generate de aceastd curbi minimi prin
variafiuni consecutive, la care 3G < 0. Prin urmare

sgn 8 =sgn §G > 0. (4.10)

Deeci valoarea lui T =, — £, corespunzind functiei G(U), conform fig. 1
este cea mai micd dintre valorile posibile (admise) — g¢. e. d.

Cu ajutorul cutrbelor minime putem rezolva si problema noastrd varia-
tionald, pusi mai sus.

Dintre curbele minime cu punctul fix de pornive (G, Uy) st cu durata
de parcurs fixd (T), o alegem pe aceea care dd un Uy maxim. O vom numi
curba optimd, care rezolvd problema noastri de bazi.

Pentru aceasta, recurgem la ecuafia (4.1).

In prima fazi avem

G =xG— AU, -1

1 METODELE A[\lIALIZEI MATEMATICE IN PLANIFICAREA SOCIALISTA 375

$i pentru i=0 :6 =Gj
t = v (durata primei faze): G = G,
T s

G, = exp [Sﬂx(s)ds] 7o S;[i(s) — UgN(s)] exp[— Sox(z)dz]ds}. (5.1)

G
i t=T=T0+T
‘_-_.2 ,,r:ipl(Ur -.,J
B (4G,
t=0
7]
Fig. 1

in faza a doua avem _ ' -
U=%xG, — zU 41 si pentru

b =
=T =a Lot U= U]
? T 5
U, = exp [~ S]’x{s) as1{Uy +§ 1) + Gy (9)] exp [§ @zl ds}.  (5.2)

o L : S i

Pentru a gisi curba optimd trebuie si variem ecuatiile (5.1) si (5.2), U,

G, 5i T riminind constante si facind ca = sa varieze. Condifia va fi ca variafia
lui U, sd dispara.

Adicd dacd punem

G =Gq(7) (conf. 5.1)
i, = LG, =) (conf. 5.2) vom avea
oUy | 9l dG, _ (5.3)
aT oG, dr
si gdsim .
W = (96, — N(3) Ua + ()] exp [ —§ o) ds]
T T
i s T
%;U_l 4 S %(s) exp [S Az)dz ds}eXp [ AS ?\(S)ds]
il T T T
% = %(7)G; — A7) Uy + i(7).
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Deci
T s
Sru(S) eXp[Srl(z)}ds = 1, (5.4

Dn} relatia aceasta fundamentald gdsim pentru « dat pe T sau invers
Observdm c&, pentru v dat, ecuatia aceasta intotdeauna are o ridicing
T gi numai una singuri,

Remarcabil este ci ea i ici 7 ici

. : nu contine nici #(¢), nici valorile initi
WiE ST (1), lorile inifiale ale
1 P.r111durmalre,'ldu1rata de parcurs a fazei a doua, % = T — < depinde
exclusiv de valorile lui » si A in aceasti perioadd iind indej
_ : . S erioadd, ea fiind d
de valorile lui U, si G,. : : , DR
Dacd presupunem x si A constante, vom avea

" % in [1 4 %J : (5.5)

Iar dacd coeficientii de amortizare si ici 4 i
nortizare sint mici fatd de c i
- . . . o . Oe£
folosire a utilajului, gdsim ; T
1 1l
Ty — o — - 5}
e m (5.6)
_Ageste formule de aproximafie se pot folosi pentru o evaluare aproxi-
mativd a duratei necesare la faza a doua.
Folosind (5.4), relatia (5.2) se transform# in

Uy=4 (U, +6G, + 1) (5.7)
unde
A = exp [ — S;\(z) dzJ si
1 =S;(s) exp [S:?\(z)dzJ ds . i

Acesti ficienti i
(5,8? S}ic%e.i)c%eu‘;;l nu depind de U,, Gy, U;, G,;. Valoarea lor rezulti din
Dacd de exemplu U, si U, sint d in (5 3 i
: : 1 ate, din (5.7) rezultia valoarea 1
gl, >caée nu depinde deci de valoarea lui G,. Se (in’_ce)lege cd trebuie eseg flijé
1 o
De aici rezultd i o valoare minimi pentru Uy, pentru U, si G ,dat

Uy> 4 (U, + G, + I). (5.9)
O relatie importantd, ce o vom folosi mai tirziu, o gédsim din (5.7) :
8Gy
(a_UTo]U=const.<O ; (510)

Relatia(5.7) se transformd pentru A =0sii =0,in: U,—U,=G,. (5 11)
Adicd, in faza a doua cresterea lui U este egali cu volumul 1ui G la

inceputul fazei. $i aceastd relatie de imati i
1 aproximafie poate servi i-
marea duratei la faza a doua. roh b
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6. Curbele optime compuse

Curbele optime rezolvd problema ,planificdrii optime” pentru un
interval de timp (7) dat, lasi insd deschisd chestiunea dupd durata cea
mai favorabili chiar acestui interval de timp. De fapt, noud nu ne ajunge
o metodi care si se restringd la ciutarea gi gisirea unui singur interval
optim de timp, ci avem nevoie de un procedeu care sd asigure dezvoltarea
cit mai rapidi a economiei nafionale ,pe duratd”.

84 alegem un sir de puncte Uy, U, > U, U, >U,,... Si alegem
si o valoare G, Pornind de la punctul Py(U,, Gy), cu un anumit ¢ = {;,
construim curba optimi intre verticalele U, si U;. Astfel ajungem la
punctul P, (Uy, G;). De aici repetim construcfia pentru intervalul U,U,
si asa mai departe. Prin acest procedeu gisim o curbd in trepte (fig. 2).

Pentru ca aceastd procedurd si fie posibild, trebuie sd avem

U, A (O £ Gy + 1) (6.1)

Aceastd condifie trebuie sid fie veri-
ficatd de citre sirul U,U;. ..

Curba rezultati, in trepte, o nu-
mim ,,curba optimd compusd’’ ; ea asi-
gurd in cursul dezvoltarii economiei
nationale atingerea in timpul cel mai
scurt posibil a stadiilor U,U,,. . .ete.

TLuind alte valori ale lui U,U,. ..
(punctul P, rdminind fix i ‘relajia
(6.1) respectatd), ajungem la o} altad
curbd optimd compusa. )

Din mulfimea acestor curbe cdu-
tim ,,optima optimarum”, adici acea
curbi ce asigurd lui U cregterea cea
mai vertiginoasi ,,pe duratd”, fard ‘
ca si dim deocamdatd o definifie o 7 7 3
mai precisd pentru acest criteriu; ; u
curba rezultati o vom numi ,,curba Tig. 2
optimd pe duratd”’.

S% aritdm intii cd pentru orice curbd optimd compusi datd, cu punc-
tele determinante Uy, (Go), Uy, U,,... date, putem construi o altd curbd
optim3 compusd, cu punctele determinante Uy(G,) U; U, ..., care are
urmitoatea proprietate : notind timpul necesar de a ajunge la valorile
U, ..., in cazul dezvoltirii de-a lungul primei curbe, cu 777. .., iar

in cazul dezvoltirii de-a lungul curbei a doua cu T|T,..., vom avea
<"1y (E—12 .. (6.2)

Construim curba a doua in felul urmétor : ludm U; = Uy, 1 =1,2,.. .,
unde # este un numir natural mai mare decit 1 (pe fig. 3 s-a luat # = 2).

61
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Notdm P;, respectiv P] punctele terminale ale fieciirei curbe optime
parfiale. Adicd P;, de exemplu are coordonatele (U,G;). Atunci B sl
se afli pe aceeasi verticald.

Din (5.10) urmeazd cd P se situeazi deasupra punctului P, fiindes

G; = Gm' 5

De aici gi din faptul cd curba a doua reprezinti curba optima intre
verticalele U; i U] ,, rezultd cd timpul de parcurgere intre punctele
Pi' si P; +1 este mai mic decit acela dintre punctele P, si Pyi1y. De aici

‘ A urmeazd imediat (6.2).

6 ﬁ Prin urmare, curba a doua
-—— — —p; asigurd lui U o crestere mai

| vertiginoasd decit prima.
Nu trebuie sd ascundem fap-
[ 1} tul cd rationamentul de mai sus
comportd un mic defect. $i anu-
me, dacd de fapt (6.2) este in vi-
2 goare, atunci momentul de timp
aparfinind punctului P] este
anterior momentulvi de timp
apartinind punctului P,;. Atunci
insd aplicarea nemijlocitd a re-
latiei (5.10) nu este admisibili,
fiinded coeficientii A4 si I (5.7)
ce se referd la prima curbi nu
sint in mod necesar identici cu
cei ce se referd la curba a doua,
_& ©i aparfinind altor intervale de
LU Uy Uy U, us U v timp 7... T. Acesti coeficienti
vy U Y sint sigur identici numai atunci
Flg. 3 cind %, A si 4 sint independenti

de timp.

Prin urmare §i demonstrajia noastrd este strict valabild numai pentru
acest caz. Practic insd, variajia acestor marimi (x, A si 4) cu timpul este
destul de lentd. Pentru ca afirmafia noastri de mai sus (G; >Gpy) si-si
piardd valabilitatea, ar fi necesard o crestere a lui 2 si o descrestere a lui 4
in timp, mult mai pronunfatd decit cele intilnite in practica.

Putem deci afirma cd, in orice caz practic, curbha a doua asigurd lui
U o crestere mai vertiginoasi decit prima. Nu existi deci o ,,curbd optima
pe durati”. '

Teoria noastrd di insi urmditoarele indicatii pentru alegerea curbei
optime compuse, cit mai avantajoase: pentru a asigura o crestere cit mai
vertiginoasd a lui U, trebuie sd ajungem la valori cit mai mari ale lui G. Acest
lucru il vealizdm prin alegerea unor valori cit mai mari pentru durata prime:
faze din curbele optime (unde creste numai G), far durata fazei a doua (unde
creste numai U) se calculeazd cu ajutorul ecuatiei (5.4).

5]

®

el
RS
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7. Marginile praectice
ot T S . a6 s
1. Conditia (3.1) care stabileste intervalul admis pentru oy 44
marginile teoretice pentru aceastd mérime. Practic insd acestea nu se reali-
zeazd, nu pot® fi atinse din felurite motive de ordin economic.
Notind i
1
— = N, (7.1)
al
marginile practice nu vor da pentru N niste valori constante, ci acesta
va fi o functie de timp. In orice caz la marginea superioard vz}lonle. lui N
vor fi cit mai mari, iar la marginea inferioard acestea vor fi cit mai mici.
Folosind (7.1), transcriem ecuafia de baza

G+U=y_G—G‘.”U—!—1.

G = Tf‘zv G — ot U 4 1) (7.2)
: 1 u ;
= ]_—F—N ('}{G —at U -+ 3)

unde N, y, o, ¢ sint funcfii date de timp. Curba optimi practicd va avea
infafisarea din fig. 4, marginea superioard pentru N fiind finitd §i cea infe-

GA
[

1= T=T+T"
A 1U:6)

"?(L‘ G

[3‘ ("—‘:760)
t=0

v v

Fig. 4 Fig.' 5

rioard fiind mai mare decit zero. Durata fazei 1 trebuie §ﬁ ’f;ie, Hconform celor
spuse in capitolul precedent, cit mai mare, urmeazd insid sd se calculeze
durata fazei 2. '

Pentru a simplifica calculul, vom executa aceasta pentru pazul N, %, ot 1
const., discutind cazul cind acestea variazd in timp in capitolul urmaitor,
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Faza a doua incepe la momentul / = ¢ gi valorile méirimilor la acest
moment le vom prevedea cu indicele 1. Ea se termind la momentul
T = =1 + 7* gi valorile mérimilor la acel moment le vom prevedea cu
indicele 2.

Din integrarea (7.2) gasim :

e, 5 ot =N | uG—at U+ | x(G,—NU,)+¢
s el T s e

Ficindu-1 pe U, sd varieze si ldsindu-1 pe 7" constant, adicd G, U, (si 1)
variazd ; & U, se anuleazd (fig. b).

(7.3

Adica
U, | aUsdU, | 9U,dG,
gt ' gU, dr ' 9G, dv 0 (7
cu (7.2)
al, , dG, : )
i 'E?—KGI—OC‘U]_—F?.
De aici rezultd, dupd un calcul nu prea lung
u L
SO0 1+ o
exp —xTF| = = (7.5)
+ N 14N
Cu notatia
alf
% .
= gasim
1+ N
exp [ext] =1 4 e (7.6)
Dacd e €1, avem formula de aproximatie
wtt=1—2 . (7.7)

2

Formula (7.6) contine si cazul marginilor teoretice. De fapt, dacd
punem N = 0, ea se transformd in (5.5) !
De retinut, ca din (7.5) reiese

at*

= ) 7.8

T (7.8)

Acest lucru este de altfel evident, fiindcd valoarea lui +* din (5.5)

— corespunzind limitei teoretice — este cea minimi posibili. Acelasi
lucru este valabil §i pentru cazul factorilor — p, N ete. — variabili.

Pentru stabilirea aproximativid, anticipat, a valorii lui =* se pot folosi
formulele (5.5), (5.6), (7.6) sau (7.7).

Pentru stabilirea precisd a lui 1* trebuie si folosim N, 3, «, ¢ ca
functii de timp. Trebuie sd ludm in considerare insd ci aceste functii sint
date empiric, cu ajutorul datelor statistice sau cele de plan, anuale. De

e i———OT T

e e e b e i —— ST
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aceea, este firesc sd folosim calculul cu diferente finite; acest lucru 11

facem in punctul urmitor. .
2. Ca date statistice primare considerfim (vezi pet. 2)

g pl g U g U
Gu U, Prz PH n Ty Ay ay,

unde indicele inferior se referi la anul (respectiv la inceputul anului) in
care mirimea respectivd are valoarea datd.
Acestea trebuie si verifice relatiile de bazi

Gr1+l = Gn i pﬁ = ""% i “ﬁ (79)
Un+1 = Urz als ?itz i Z:: iy ﬂ::.
Din cele primare, deducem datele statistice secundare

Pn = }% ars P::
by = @ﬁ H i ?'::
_ P
tn G,
a; :
ok = 2 (7.10)
it G”
u _‘ﬁ
D
Y = Wn — %
G.'H-l ks Gn
NH— Un-f—l = U
si folosind notafia
Py =1, G — &g Uy + 0 (7.11)
transcriem ecuafiile de bazd
N

Gy =Gy —=_P,
i+l +1-|—N,l

Wi e (7.12)
l + N.'l
S4 construim acum o curbd optimi. Presupunem cé faza 1 s-a realizat
cu un N oarecare, hineinfeles cit mai mare. S-a hotdrit cd faza 2 incepe
cu anul k. De aici incepind, se realizeazi un N cit mai mic. Urmeazi
sd se stabileascd durata fazei 2, adica =*.
in acest scop, variem curba de dezvoltare incepind de la anul k.
Variatia o executdm in felul urmitor (fig. 6): in anul & ducem pe G
si pe U mai departe, ca si in faza 1. Abia cu anul % 41 incepem faza 2 la
curba variatd.! Astfel alegem pentru anul %k:N, ~ N, 1ar pentru cei
urmdtori

Nr

fe+r = N}{_‘_r._.l ¥ = 1, 2, P (713)

1 Valorile referitoare la dezvoltarea variati le deosebim prin virguld (').
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Valorile lui g, « i ¢ nu le facem sd varieze, adicd de exemplu p, = pp.
Cu aceste date putem calcula, din an in an, pe baza ecuatiilor (7.12), pe

lingd fiecare U, realizat si pe corespunzdtorul U’ , variat.
- \|‘|- o j fan
p
«—1:'--"p_-4 "y

N

Fig. 6

La inceput vom avea

U:" < Uy

insd de la un anumit an # Incepind, vom gisi :
U,’l il A

(m=*k R+1,...)

Atunci cu anul # — 1 ar trebui sd se termine faza 2 si si se inceapa
cu anul n faza 1 a perioadei urmétoare.

Adicd notind cu #, ultimul an al fazei 2, acesta se calculeazd din
conditia

U § Uy ——= n § My . (7.14)

3. Pentru ilustrarea celor expuse la punctul precedent, am calculat
nn exemplu numeric redat in tabelul aldturat.

Mentiondm cd in partea I a tabelului (,,mérimile primare”) sint tre-
cute niste cifre arbitrare, inchipuite. Am cdutat totugi la alegerea lor,
nefiind in posesia unor cifre reale, ca ele si fie cel pufin verosimile. Se
intelege cd ele verificd relatiile (7.9).

S LT = T

15

383
>, [} [ = L
2% RIS R R B el & S| &
£ T ey
G &
SR R o ™ Q ITe}
0% = )
- R T O O B LR G S
= s TS e
. sl klal &l 58
h 0 ) 2 S L
g o | 1]l ]| ol &5 8| & &] 8
9 = =
2 > S| | @ 8| §( %
5] | | | | vl sle| S o|s
el ['o) o ) & X Y] [N N
9] © 9 N ™~
z -E @| & ¥l | S| §| S| §| S
% — oL J[m e =
Cl » 9 o) o e} o o [5) ) o %)
3 Q| 9§ ol gl gl 918
Sl 3| S 3| 3| 8| 8 § Sile | s o) o
§ | SURT | S :
g AR 4 9| 8| 8| 8l &
B« &1 & & 3L 8f 8 8L 2] 8] &
L2 o ietely |
f %] 8/ 8|88/ 8[8/8/8|8|8]¢8
5 g s g o s ellalhaltell ol sl &
3 ; = :
9 |N R 9l gl g 9| s @
3 S S Rl R
~J [e]
- 5 ~ @ 8 g ™~ o] =
W 8 a S| ol o o é‘ S § 8| 3 § §
Q] o .
g - o T Yo & & o e ™~
o I 3| © it D Q
N £ ol & 5 8| S| S §‘ .8 g &%
L
3 <) ol o
® ) n. R| X/ & | 8| &| ]| .R
sl §' 8| 8| 9] 9| || | o] o
S 1 ) =
3J =
3 : ol 88l &8 8|3
.5_:3 o 2 = ’ SRS Sl 3| 8| 8| & & (&)
5| 9 | i
O |.E o '
B allites o) (&) | mby
| I M a8l 8 -
o *| S| 8 8|8 §]|§]|o|co] |8
@ ‘
~ Iy
fl o8l glslelalslalal gl gls
N & &l ol w| ¥l © 9] ¢ ©| ©] @
!0 __.i.-
22 Q| o | Q[ o | « o | &
S o | % o) b.\% o ~ ~ 5 9
sl el &) &1 & §‘ gl &| F| 5 F| 3| &
. R s i
o B 8 QW x|l ele2|a|l | ald
Q| © Q Q 0 n | g g In| I
o o o o oy C e s Bt S ~ ,__Q__L
o e N e Tl
[s) N 9 © o = & R
BasS 1 R 08 R| &| = . )
MM E| 3| F|FP B~ w| e )&
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ol [R5 et T e (R (el Rl st
Cle| o| Q|| | ;"9 | 8| R| 5| &
G ™~ o m <+ o © ~ © o e ] N
§ ~ = ~
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Cifrele din partea a II-a a tabelului (,,mirimile secundare”) sint cal-
culate cu ajutorul formulelor (7.10).

,,Mdrimile variate” din partea a III-a a tabelului reprezinti variatia
descrisd in capitolul precedent. Valorile N’ s-au stabilit conform prescrip-
tiilor date mai sus, G' §i U’ au fost calculate pe baza relatiei (7.12) iar P’
conform (7.11).

Dupd cum reiese din succesiunea valorilor pentru p¢, p#, respectiv
8, G*, respectiv N, faza 1 — al cdrei Inceput bine injeles nu este fixat
in tabel — se termind in anul 5, ¢i cu anul 6 incepe faza a doua. De aceea,
calculele in partea a IIT-a a tabelului incep tot cu acest an.

Vedem cd U’ intrece valoarea lui U cu anul 12, de aceea cu anul 11
trebuie sd termindm faza 2 si si Incepem noua fazi 1.

Din acest motiv cifrele puse in parantezd trebuiesc preschimbate
in sensul fazei noi.

Dupd tabel, durata fazei 2 este de 5 ani. Pentru comparatie am cal-
culat t* si dupd formulele de aproximatie anterioare.

Ludm, in acest scop, urmitoarele valori medii

w = 0,24 of = ot = 0,04 N =02.
Atunci rezultd

(5.6) t=b
(5.5) =y
(7.6) : 7% — B,

Observiam ca pentru p §i « am ales valori mai mici decit mediile lor
dupd tabel. Aici am luat in considerare faptul ci in cazul tabelului s-a
calculat cu diferente finite, iar formulele de aproximatie de mai sus se
referd la variatii infinitesimale. Se vede in orice caz cd formulele (5.6) si
(7.6) se pot folosi hine pentru prima apreciere a duratei fazei a doua la curbele
optime.

De asemenea putem sd verificim si formula (5.11), Cresterea lui U
in faza a doua este : 24,38 — 5,356 = 19,03, iar valoarea lui G la inceputul
acestei faze este 18,07, ceea ce inseamnd o aproximatie destul de buni.

8. Primatul seetorulni I

. Pentru a evita anumite confuzii, trebuie si atragem atenfia asupra
unui fapt important. In cercetdrile noastre am considerat marimile p (si B),
ce exprimd gradul de folosire a utilajului existent, ca niste functii date
(statistic). Acestea, bineinfeles cd nu au valori date dinainte, ci ele oglin-
desc rezultatul sforfdrilor celor ce muncesc, deci aceste functii putem si
le facem si varieze intr-o anumitd mésuri.

Evident, este de dorit ca  si B sd fie cit mai mari, utilajul existent
sa fie folosit la maximum.

Sint insd cazuri cind p $i B nu pot fi mirite concomitent sau nu pot
fi mdrite In aceeagi misurd, ¢i mirimea uneia implicd frinarea cresterii
celeilalte. De exemplu: un stoc limitat de anumite materii prime, care
este necesitat de ambele sectoare, un fond limitat de forfe de muncd etec.
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Atunci se pune problema : cdrui sector trebuie sd-i acorddm preferin{a :
sd intensificim productia in sectorul I (adicd si mdrim pe p) sau si inten-
sificim productia in sectorul II (adicd sd mdirim pe ()7 Pe care sector
trebuie si punem un accent mai mare ? "

S-ar putea crede cd aceasta depinde de faza de dezvoltare in care ne
gdsim; adicd in prima fazd a curbei optime ar avea prioritate sectorul I,
iar in faza a doua — sectorul II.

S84 cercetim deci urmitoarea problemsi: fie datd o curbd de dezvoltare

‘oarecare G = G (U). Ecuatiile de bazd sint

G+U=x{)G— At) U + i(t) (8.1)
b= pBEHU + eft).

Sd se prezinte o situafie, in care x si P sint legati prin relatia

%< 0 in intervalul ¢, ... {;. (8.2)
¢
54 cercetdm variafia dezvoltdrii in intervalul de timp #, ... T, dacid
variem pe « (si pe B, bineinfeles). $i anume vom calcula variafia 37, la
conditia suplimentard
30 =0. (8.3)
In intervalul ¢, ... T vom alege
>0 si dp< 0. (8.4)
Din (8.3) si (8.1) rezultd
N b
bb == === F 8[3 .
Prima ecuatie (8.1) o scriem formal
Uy aG
; o Wi
= —7+ LS (8.5)
i G — AU 41
De aici gidsim
Uy aG i G
L+30 Lt s
8T = - —— =G dU — | ———7— 5 3B -~ (8.6)
G — \NU +1)? G — AU + i B? t=1
== U (“ + ) H B UT u,
etc,

S4 cetcetdm acum semnul lui 87, pentru diferite valori ale Iui 7.

Daci T — {, este suficient de mic, valoarea integralei din membrul
II devine oricit de mici. Semnul lui 87 este determinat atunci prin semnul
termenului al doilea : avind &8 >0, gisim 87 =>0. g

Pe de altd parte, dacd T cregte, membrul II va deveni negativ. De
fapt, daci T >t¢;, atunci 3 =0 si valoarea integralei fiind pozitivi,
gisim 87 < 0.

Existd deci un ¢ < #; pentru care

ol 0 dacdi T >, (8.7)
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Cu alte cuvinte, alegind 7 suficient de mare — planificare , pe
duratd” — ajungem la acelagi b (aceeasi bogitie de bunuri de consuim)

intr-un timp mai scurt atunci, daci alegem 8x > 0.
Aceastd teoremi exprimid primatul sectorului T in privinfa , intensi-
ficdrii productiei”.

9. Alte eriterii de comparatie

S-ar putea obiectiona alegerea criteriului nostru de pornire, adici
de a atinge un U cit mai mare la sfirsitul unei perioade date T.

a) S-ar putea cere o curbd de dezvoltare care si asigure cel mai mare
U in fiecare moment. Ori, este usor de vizut cid o astfel de curbi nu exists.
De fapt, sd presupunem ci ar exista o astfel de curbi. Fie P un punct al

acestei curbe (¢, G, U). Si presupunem ci in punctul P: % = )5

putem sd alegem un astfel de punct, fiindcd curbele unde G = const. in
intregul interval, desigur nu sint cele optime.

Pornim din punctul P cu o altd curbi, care insd are STGJ = 0. Atunci
vom avea in vecinidtatea lui P, la prima curbid
dU = — dG 4 (WG + ¢ — «8G — arU) dt. (9.1)

iar la curba a doua (dG = 0)
A*U = (uG + 1 — a8G — otU) dt . (9.2)

Deci @*U > dU, contrar ipotezei ficute.

b) S-ar putea cere si alt cri-
teriu; in loc sd fie U un maxim,
cantitatea totald a bunurilor de
consum, repartizate in decursul

' intregei petioade T, si fie ma-
,C; D;r xXima.

Executdm calculul pentru

%, A, 4, B constant. Cantitatea
q bunurilor de consum produse in
perioada T este proportionald

cu

3]

B— SUU(ZJ.. 9.4)

Avem din ecuatia de bazi
(3.1)
=t e e _
20 e U :S TR i si
Curba primitind:B QA oG — AU 44

Curbo voriotd: BQAR B SUI FSEN (o
Fig. 7 wG — AU +1

Udu.
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Cerem ca 7 sd fie minim pentru B constant. Curba variatd va fi
conform fig. 7.

Calculdm variatia lui 7 i B:

U % 8,G + 8, U
S =\ T RE e e S e
SU"(xG ey e L RS e
Uy
SB — _S ;U__ SG.4U 1t U1M:
La(rG — AU + 2)? we, — AU 4
De aici gisim
3G L BU 1 U wU g
L e M T R R )
e — AU Ulgm(u(; — XU
Deci
Us L) u
e e S
AL SUU(MG — AU + 1)2( Ul)

Deoarece U < U,;, avem pentru un 3§G care nu-si schimbd semnul
sgn 81 = — sgn 3G,

adicd aceeasi relatie gisitd la condifia veche U = const. Astfel si curba

rezolvantd este o curbd optimd, de tip cunoscut.
Pentru calculul duratei celei de a doua faze, repetind variatia ardtatd

in capitolul 5, gdsim (in locul lui 5.5)
%

p [— AzF] — 1 - e s4
exp [— x+*] —1 + T 0 sau (9.5)
l—exp[—he*] »
ATE x4
Pentru As* < 1 aflim 7
(x + A7+ =2, (9.6)

adicd dublul valorii din (5.6).

10. Curbele optime in nomenclatura clasici

In lucrarea de fatd s-au folosit oarecum alte nofiuni decit in Fconomia
politicd marxist-leninistd. In loc de a lucra cu valori in sensul acesteia,
s-a lucrat cu cantitifile fizice ale produselor.

Motivele care au determinat adoptarea acestei metode an fost pur
practice, se poate insi ardta usor ci pe baza nofiunilor din Fconomia
politicdi marxistd se ajunge la aceleasi rezultate.

Notim cu

C% — fondurile de productie circulante si fondul de amortisment
(capitalul constant) din sectorul I,
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C" — fondurile de productie circulante si fondul de amortisment Incheiere

capitalul constant) din ; . . oy NI A .
(cap ) sectorul I, Prin cercetiirile prezentate am gisit o metodd indicind principiile unei

f
w V' — fondul de salarii (capitalu iabil) din s ; iy
f‘ P — venitul net (pluséalgareg)l gﬁ?fg%ﬁﬁ }ccmml L politici de investitii, care poate sd asigure unele conditii importante pentru
: o crestere cit mai rapidd a economiei nationale a unei fdri socialiste.
) Se gtie cd la reproductia l3rgitd La folosirea acestei metode este necesar si se cerceteze influenta unor
V4P_ (" factori care pot ingridi domeniul ei de aplicabilitate, de asemenea sd se
St S ' analizeze mai aminuntit — din punct de vedere al Economiei politice —

uncle notiuni folosite in lucrarea prezentd.

Avem intentia de a efectua aceste analize intr-o lucrare ulterioard,
in care vom prezenta totodatd rezultatele comunicate aici intr-o formad
mai accesibild nematematicienilor,

L servegte pentru madrirea fondurilor de productie fixe si circulante. Adicd
! o cota-parte va apare in noul ciclu ca mirirea lui C¢ si C#, restul servind
‘ pentru mdrirea fondurilor fixe.

Putem deci scrie
|
‘ , ;
a(C¢ 4 C") Academia R.P.R. — Filiala Cluj
R i

dn — (V _}__ B ) a< 1 (10‘1) Institutul de calcul
unde # este numdrul de cicluri. Dacd cantititile folosite sint cele anuale,

atunci »# exprimd timpul (in ani).

Introducind
!‘ & o X ‘ Meronpl MATEMATHYECKOro AaHalu3a B COLUMAJTUCTHYCCKOM MIAHMPOBAHHH
i i structura organicid a fondurilor in sectorul I si !
P (Kpatkoe comepikaHue)
?:7 rata venitului net in sectorul I !

Hceneayercsi ONTHMAaMbHOE paclpellelenne cpeicTB TPyLa MexLy ABYyMs
GOMBINHMH  CEKTOPAMH HAPOAHOIO XO3sHCTBA CONMAJHCTHYCCKOH CTpPaHBI:
cexktopoMm | (npomssoxaumii cpejacts npousBoAcTBa) H cexropom II (mpowus-
BOAANIAH cpefcTB morpebmenns). [IpH 3TOM MeToJ, CYUHTASTCS ONTHMAJIbHBIM,
gdsim ecau oH ofecleynsaeT BO3MOMKHO OblcTpblii pocT cexktopa II, xoropblid =
.‘ 1ce : CBOIO OYepeih MpefHasHaueH JJIs YAOBJIETBOPeHHs NMoTpeGHOCTel HaceeHHs.
i ﬁdj_‘c) = kC% — aC", (10.2) ! Hccnenosandue Beaércss € MOMOIIBIO BapUAIlHOHHOTO HCUHC/ICHHA. YKa-

¢ 3HIBAETCST, UTO PelleHne 3aMa4H Ji/Isi HeKOTOPOTo H3BeCTHOro IepPHOa BPEMEeHH
ceea ce corespunde exact cu ecuafia de bazi (3.1) ‘ 3aJlalo TAK HASBIBACMBIMH ONTHMAJBHLIMH KPUBBIMH, HMCIOLLME JBE (pasbl:
- Deci si rezultatele (curba optimi, dezvoltare in trepte) vor fi aceleasi. ' B NepBO# (hase NpeuMylllecTBeHHO pa3BHBaerca cekrop I, a Bo BTOPOH — CeK-
' Pentru durata fazei a doua gdsim (cu % si a constante) ; top II. VkaspiBaercsi MeTOJ BBIUHC/IECHHS JJIHTEJBHOCTH Bropofl dasel. Me-
,’ TOAOM ,,C/IOKHBIX ONTHMAaJbHBIX KPHBBIX' [10KA34HO, YTO, OTHOCHTE/bHO
IUIHTEBEHOCTH NMepBoH (hasbl, CyLLECTBYeT yKasaHHe Ha To, 4YTO OHa J0JKHA

ObLITE HACKOJILKO BO3MOXKHO OOJIbIIeH.

Jlan n opgue uncaeHHBl npumep. HakoHel, mokasaHo, 4To, BOCHOMb30-
BaBIUIHCh OOBIYHBIMH MOHSTHAMH MAapKCHCTCKOH 5SKOHOMHEH, NPHXOLUM K
TaKHUM e pe3ysbTaTaM.

si folosind coeficientul global {
l
i
l

1 s
P M 4
ln (1 I3 ) (10.3)
Ca exemplu numeric, si luim
=i A=l @ =)

gasim
k= 4. .

ceea ce corespunde in mod satisficitor cu exemplele numerice de la
punctul 7.3.
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Les méthodes de I'analyse mathématique dans
la planification soeialiste

(Résumé)

On étudie la répartition optima des moyens de travail produits, entre
les deux grands secteurs de I’économie nationale d'un pays socialiste : le
Ter secteur (produisant des moyens de production) et le ITe secteur (produi-
sant des denrées destinées a la consommation). On estime que la méthode d
répartition optima est la méthode qui assure un accroissement aussi rapide
que possible du II¢ secteur, lequel est destiné A satisfaire les nécessités de 12
population.

I étude se fait a I’aide du calcul variationnel. On indique comme solution
du probléme, pour une période donnée, les dites ,,courbes optima”, qui ont
deux phases : pendant la premiére phase se développe en particulier le Ier
secteur, tandis que dans la seconde phase se développe le IT¢secteur. On montre,
au moyen de la méthode des ,,courbes optima composées”’, qu’il est indiqué
que la durée de la premiére phase soit aussi longue que possible.

On calcule aussi un exemple numérique. On montre enfin qu’au moyen
des notions usuelles de I'economie politique marxiste, on aboutit aux
mémes résultats.

T——

ERATA
Pag. Rindul In loc de Se va citi
211 117 de sus ke w En
221 19 " " e a**
223 5 » = x < %, x> %,
224 3 de jos R (y) R (B)
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