DESPRE GRUPURILE QUASI-HAMILTONIENE INFINITE

DE
GHEORGHE PIC

Comunicare prezentatd de Prof. T. POPOVICIU, m, coresp. Acad, R. P. R.,
in sedinfa din 22 Martie 1950 a Filialei Cluj a Academiei R, P. R.

Intr’o noti precedenti [1] am determinat structura grupurilor finite
neabeliene, ale ciror subgrupuri se bucuri de proprietatea cd ele sunt
divizori quasi-normalli.!) Rezultatul obtinut atunci me arati ci ele constitue
o categorie destul de largd de grupuri, care cuprinde ca un caz particular
grupurile hamiltoniene. Din aloceste motive am dat acestor grupuri numele de
pgrupuri quasi-hamiltoniene®. -

In prezenta noti ne propunem si extinidem rezultatele obtinute si la
grupuri infinite.

Un grup infinit poate avea aceasti naturd datoritd fie prezentei unei
infinititi de elemente, fie datoriti unor elemente aperiodice. Se impung
deci ca un prim obiectiv de o parte cercetarea relatiilor ce existd intre
elementele periodice si cele aperiodice, pe de alti parte cercetarea legiturii
ce existd intre elementele aperiodice. In prezenta moti se arati mai intai
cd, ‘daci un grup quasi-hamiltonian contine elemente aperiodice, atunci
nu numai cd ele sunt comutative cu cele de ordin finit, dar sunk comu-
tative si intre ele. Mai mult, un grup quasi-hamiltonian propriu zis, deci
un grup care contine o componentid quasiquaternioplicd, nu poate contine
elemente aperiodice. Plecind dela aceasti constatare se aratd cd grupurile
quasi-hamiltoniene infinite se deosebesc de cele finite mumai prin aceia, ca
unele componente ale produsului direct, din care se compune grupul, pot
contine o infinitate de elemente.

Vom cerceta Intdi legitura ce existi intre elementele aperiodice si
cele de ordin finit. In aceastd privintd ne di indicatii

Teorema 1. Orice element aperiodic al unui grup quasi-hamiltonian
este comutativ cu orice element de ordin finit al grupului.

1) Vom numi dupa O. Ore [2| divizor quasi-normal al unui grup G orice sub-
grup a care este permutabil cu orice subgrup al lui G, adicd un subgrup astfel ca
oricare ar fi a € A §i b €G se poate determina un numar k si un element a’e A astfel
ca a b=bk a'.
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dcmél)limgézstrfi;_ze. bee ?; un -eLcjnmt_ aperiodic al grupului, iar 2 wun
ordin finit p' (p numir prim). Vom arita intAi ci existi tot-

deauna o putere o 7 e
€ g = gl astlel ca a si ¢ si fie comutativi
Intr’adevir avem §1f[,11 it 3 g ativi.

a—! g a -—_:_gv"x o
a—"! gg 0= gffa a':

Deoarece i in fini i ci exi
e asthl este de ordin flmt', jurmeaza ca existi in acest gir puteri ale
ca fi;=h; . De aici deducem ci

= o ;
@ gh T {)‘ ® a =gk".1 ahﬁ ] a'_-hfl g_ka'e

de unde
a_1 g'fx—?'q == gl:'-l— .r.,'-‘.3

notind i—fe— - s tin4 S G =
g'"=g ¢l tinand scami ci y este aperiodic, urmeazi ci

wga=g*
Deci prima parte itiei i eus
a propozitiei va fi demonstrati 4 i s3
et T I g, dac
aratam cd nu este posibil ca ’ S
a'ga=g—1
’,. | ~ U 2. L
'Iny.l adevir, daci ar subsista o relatie de forma de mai sus, atunci
ﬂ o s 4 - . . . b2
$i g ar da nastere unui grup quasi-hamiltonian ( pentru care
|
de unde il
A ad
(1) (ga)=a? (g*a)*=a’

_ SlrupuI‘ G fiind quasi-hamiltonian, urmeazi ci doui elemente oare-
;:gnﬁ e Ipﬁ_lsurit p-‘ermu“.ca.yﬂ‘e, deci si ga si g2a. Prin urmare va trebui
¢ posibil si determinim doud numere intregi 5 si & astfel ca ‘

Ea.gﬂa 2(52 a)’ (Ea)rc
sau tindnd seami de (1) pe / astfel ca
Ea.&za:g?a.ga.a“

g e B gl B o = g :
ga.ga=g— a® gl g°r.ga=ga®, urmeazi ci va trebui si determinim
pe l-astﬁel, ca 9'—1 a,2=g a2. g2  adici 7—2— .2
B g SR g—==a", ceeace este absurd,
g tind aperiodic, iar @ 'de ordin finit. -
Fiind astfel de at ci i g ivi
i i i) m,?nstf“atjcaﬂ @ §t g=g° sunt comutativi, si revenim
Ha a™ ga=u"g’ 51 s'o Inmultim cu g== 4. Avem astfel

! g5+| a=qg" g-s+k

s
-

7*Tf—t ——
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Fie k= k, s+% (| k] <s). Atunci, grupul fiind quasi-hamiltonian, urmeazd cid
existi un numir intreg I astfel, ca gltDsth = glletD, Deducem de aici
ci =k, si kH-1=h,.

Inmultind aceeasi relatie cu g?=g* deducem

ﬂ._f 923+1 = ah gs (1 1+2) +-ke

de unde urmeazi ci va trebui si existe un numir [ astfel ca gttt —
— gV @+ Rezulti ci I'=k, st k=R 2. Insi ky—Fk;{-1, asa incit
ne riméane E,—1 si deci k;=0 si deci relatia ce subsistd intre @ si g
are forma a~'ga=a" g sau g~' ag=a~""". De aici deducem prin procedee
intrebuintate in[1] ci, daci” g si @ nu sunt comutativi, relatia poate fi
consideratd ca fiindde forma

g_'l aq= al+p*
Din aceasti relatie 'deducem cd

(gaff=gPdl. B e B ot

Deoarece elementele g—' si ga apartin mnui grup quasi-hamiltonian,
urmeazi ci trebue si fie totdeauna posibil si determinim pe « g§i P
astfel ca

g" .ga= a:((] a)ﬁ.g"a:gﬁtﬁ‘*'(ejpk'l‘(f)??%'{' O _g—“

De aici se vede ci a=0, Dar atunci

o oo+ o () gt . JP
ceeace implici § = 1. Prin urmare g—' si ga nu fac parte dintr'un grup
quasi-hamiltonian idecit atunci cind aceste elemente sunt comutative.

In ceeace priveste elementele aperiodice mai avem urmitoarea pro-
prietate:

Teorema 11. Elementele aperiodice ale wnuwi grup quasi-hamiltonian
sunt comutative,

Demonstratie. Fie U si V grupurile ciclice generate 'de doud elemente
# vespectiv. v ale unui grup quasi-hamilitonian. Vom deosebi 'doud ca-
zuri, dupi cum a). UNV = 1sau b). UNV 1,

a). UNV = 1. Atunci urmeazi, = §i v apartindnd unui grup quasi-
hamiltonian, ici
(2) wv=1%ub
si ide aici
(3) vuB=u""1"

Insi » si w—psunt elemente ale unui grup quasi-hamiltonian, ‘deci trebue
si existe doud mumere intregi A i g astfel ca

v B = (w8t

Comparind aceastd relatie cu (3) si tindnd seami ci UNV =1 si u ape-
riodic, urmeazi ci = £ 1,
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Prin consideratii analoage se deduce ci o« — + 1.

Deci dupd diferitele moduri in cari combinim valorile lui o si g
vom avea 4 cazuri de cercetat. )

1. Dacd ¢ =1, = —1, atunci relatia (2) se scrie -

57 =
(2) ol =yt
T Ry LR . . !
D‘f aici 1ezvu1t':1 cd v~ uv’ = 'deci v* si u sunt comutativi. Tot din reldtia
(2) rezulta ci '
(4) (vu P=vur vy =2
ok Sd cercetim produsul vu.vwu®. El va fi egal, dupid cum se veri-
= 5 ! 9/ 2 j w 3 & LR
icd cu _a]u,tmul relagiei (2) cu v*w. Pe de altd parte, vu si 2 ficAnd
parte dintr'un grup quasi-hamiltonian, urmeazi ci se pot determina doui
numere b si & astfel ca
(veu?)s (ve) = v?u

Insd ‘din (4) rezulti ci aceasta Inseamni ci trebue si determinim
un numir / astfel ca vu® vu. v2= 12y adici y¥ =4, ceeace este in contra-
dictie cu ipoteza UNV = 1. :

2. a=—1, B=1. Acest caz se trateazi ca cel precedent.

3.2 =—1, =1. In acest caz relatia (2) se scrie
(27) wp =y g
adici

(wv)P=1

S ; ; e
Procedind ca in cazul 1. se arati ci nu putem avea w—2qy’=1—!
Urmeazi deci ci sau o este un element de ordin doi sau u? si p sunf
pals E) 3 ;
comutativi,
Daca insi u?p este 1 i i i i
e un element de ordin doi j i
cele demonstrat, tru. grupuril i loneoiy o
rate pentru grupurile quasi-hamiltoniene finite ¢ ww si w2
" ~ < Z g ;
sunt comutativi, deci §i wv.wu?v este un element de ordin doi. Aceasta
este insd absurd, pentruca wv. u v=wuv. (wPvj'=w"' in contradictie cu faptul
ca w este aperiodic. ,
. 1A rimas deci ca singurd posibilitate ci #? si p sunt comutativi
/ L R . 3 - s g & 4, - 3
Ona;)%: se alagta ca u L;f v sunt (.onumtatlvl. De aici urmeazi insi ci de
parte W.uv=u.vu’, pe de altdi parte w.wv=wlv=1ou’ si deci
wou’ =, adicd uv—=vu ceeace este in contradictie cu (27)UNV fiind
egal cu 1. '
Rémane deci ca singuri posibilitate
4.« == 1, deci u §i » sunt comutativi.
TR 2 < A
Rimane si cercetdim cazul cind UV 2=l
In acest caz UNV este un grup ciclic aperiodic, divizor normal
al wrupului UNV, iar grupurile ciclice U/W si V/W sunt finite. Fie w
elementul generator al Iui W; atunci orice element al [ui U poate fi scris
sub forma
wirube . . i wlp
I

iar orice element al lui V

vl . vf‘i wle

e
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unde «' este un element de ordin p¥, iar u, unul de ordin ¢, p; si ¢,
fiind numere prime.

Fie w si v doui elemente ale grupurilor U/W si V/W. Ele vor
fi sau a). comutative sau b). vor genera un grup quasi-hamiltonian.

a). u §i p sunt comutative. Vom arita ci si in acest caz u si v
sunt comutative. Intr’adevir u si ¢ fiind comutative, urmeazi ci avem
relatia
(6)) wpu=uv.uw"

Pie o acea putere a lui # care ne di un element al grupului W. Din (5)
urmeaza insi cd
w— pu® —nwp . w

Insi wu* fiind o putere a lui w, este comutativ cu ¢, deci w™ =1, ceiace
este numai atunci posibil, daci » —0. )

b). u si v genereazi un grup quasi-hamiltonian. Atunci, dupd cum
am aritat in [1], grupul va contine o componentd quasi-quaternionicd.
Fie w* si +* elementele generatoare ale acestui grup quasi-quaternionic,

o . 1 . Al o ) Bt * A
p mumirul prim cdruia 1i corespunde aceastdi componentd, iar u” si v*
elementele corespunzitoare din grupul intreg. Vom arita cd «* si »* sunt
comutativi. Intr’adevdr in baza ipotezei avem

(aP )t ot — (U*)1+“l’k w
De aici deducem ci
(u:?.)—l (.,.*)a i — (U*)l (L+aph) ol

oricare ar fi /. Fie ¢ un numir, care si nu fie o putere a lui p, astfel
ales incit (v*)1e W. Atunci insd (v*)7 este comutativ cu »*, deci pu-
nind in relatia de mai sus /=g, deéducem ci h=o0 sia =0, adicd
uw* si ¢* sunt comutativi.

In. baza acestor rezultate se poate enunta

Teorema III. Daci wn grup quasi-hamiltonian are o componentd
g-zmsi—quatemiom’ca“, atunci el nu poate con,t.in.e elem-enln‘e'(tperiod-i'oe.

Am vizut in [1] ci o componentd quasi-quaternionicd este generatd
de doud elemente s si ¢z legate prin relatia

(6) s—1tg= 1 tp "

unde p7 este ordinul elementului £. Fie « un elemlent aperiodic al gru-
pului G. El va fi in baza teoremei II-a comutativ cu s si 7. Prin urmare
vom putea scrie
4, T=I
1 pas= 4P

Insi grupul nostru fiind quasi-hamiltonian, s un element periodic, iar fa

s SRy : : : 08
un element aperiodic, urmeazi ci relatia de mai sus este in contradictie
cu relatia s~ ta.s—(t«)'TP "¢ care ar trebui si subsiste, grupul
generat de s gi fa fiind §i el quasi-hamiltonian. -

Rezultatele expuse pind acum ne permit si enuntam urmdtoarea
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Teoremi fundamentald: Orice gnup quasi-hamiltonian este produsul
direct de subgrupuri Qi, elementele subgrupului Q; [fiind puteri ale
-aceluias mumir prim p,.

Fiecare subgrup Q. este sau abelian sau produsul direct al wunui grup
quasi-quaternionic generat de doud elememte s si t, care satisfac o relatie
de forma (6), unde kb = o, p” fiind ordinul lui t, p° ordinul lui s,
exceptindu-se cazul cind p = 2, B = v—1.

Intr’adevdr grupul G fiind quasi-hamiltonian, urmeazi ci el conting
0 componentd quasi-quaternionicd, deci in baza teoremei III-a nu poate
‘contine elemente aperiodice.

Fie acum a si b doud elemente ale grupului G. Daci ordinele
acestor elemente sunt puteri a 'doudi numere prime distincte, atunci, ele
generand un grup quasi-hamiltonian, urmeazi din cele demonstrate in [1]
ci a i b sunt comutative. A

Dacd insi ordinul elementelor @ si & este o putere a aceluiag numir
prim p, atunci @ $i b sau genereazi un grup quasi-quaternionic Q sau
unul abelian. In primul caz urmeazi din cele aritate in [1], ci putem
presupune ci Q este generat lde elemlente care satisfac o relatie de forma,
(6) sau este subgrupul unui grupl de aceasti naturi. Si presupunem deci
cd Q este generat ide elementele s si £. Dacid acum ¢ este un elejment carg
nu face parte din Q; si a cirui ordin este tot o plutere a lui p, mrmeajzd
ci putem considera grupul generat de Q si ¢ ca fiind generat de ele-
-mentele s, £ §i 7, unde 7 este comutativ atit cu s cit si cu 7 si cel
mult de ordin p7—! Daci R este un subgrup generat de 4 elemente, a
cdror ordin ar fi o putere a numirului prim p, atunci aceleasi nationa-
mente nme aratd ci acest grup poate fi considerat ca fiind generat de ele-
mentele s si # caracterizate mai inainte si de elementele si vy de
ordin cel mult egal cu p7! In afari de aceasta z; si v, sunt comutative,
Din aceste consideratii urmeazi acum teorema enunfati.

Sectic de Matematicd
a Filialei Cluj a Academiei R. P. R.
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RPATROE COLEPRAHHUE
0 OecromeynnX EBA3H-TAMIVIBTOHHEIX I'DYHIAX
I. IR

B nacrosmpeii sarerre paclpoCTPRIAIOTC] PE3yILTATH ToIy4YeHHtie B ORHOLL
13 TPEABIAYIIHX BAMETOR, 0 ROHETHEIX KBABH-IaMILILTOHLEIX TPYIIAX, Ha 0ecro-
HETHLIE TPYUUBL, OTH TPYLIEL SIBIAIOTCH  00OOIIEHNeM TaMINIBTOHHBIX TpYIII,
usyuenunx Jlelesurflon, Benfiron, Baeposr m Jip., Tak Kar oHT 0GralanT CBOI-
“CTBOM, WUT0 Ramfasg HIX UOArpYULd SIBIACTCST RBASH-HOPMAIBRHOIT Ioldrpyluoit B
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emprcre yeramosreraoM O pen B eryuae (ecKOHCUHBIX TPYIIl YCTAHABIIBRIOTCS

CICyIONIe CBOHCTRA !
1. Kamipit anepnoluyislii ATEMEHT KBASH-TAMIIBTOHHON TIPYIIIEL 3aMEeHASM

BCAKHM HIEMEHTOM KOHEYHOTO IMOpAAKA I'DYIIIHL

9. ANEPHOAMTHEE HTEMEHTH KBA3U-TAMILIBTORHON TPYIIIE BAMEHACMEL (ROM-
MY TATITBHE).

3. Eean RBa3U-TAMHIBTOHHAA IPYIIA MMEET KBAST-TAMIILTOHHYIO COCTABHYIO,
TO OHA e MOKET coRepKarb AlepHOAYHLIX HIEMEHTOB.

Orciofa BEITEKAET, YUYHTHIBAS U DPEBYIRTATH 1I CHOCOOH YHOMAHYTOIl 3a-
METRHM, 4YTO:

Teopema : HamAas RBABT-TAMMIBTOHHAA TpYLUA €6Th. IPSMON  pesylbrar
MOATPYII ();, HIEMEHTH MMOAPYLUEH (); ABLISACHL CTEHEHAMH TOTO $KE IIPOCTOTO
qmIa ;.

Kam/lag morpynma (;, WIA aBEIEBCKAS, T ke IPAMOIL pe3YIbTaT aBETEBCROI
TPYIOE 0 RBA3U-KBATEPHHOHIOI TPYIIIEL 00DA30BAHHON ABYM: BIEMEHTAMI s T {,
ROTOpBIE YMOBIETBOPAIT OTHOIIEHIE BHAA

s—lpg=¢l o™ "

tile k = ¢, p'~mopsallok ¢, po -LOpANOE s, 38 HMCRTOUEHHEM ciydas p=—2, k=7—1L.

RESUME

Sur les groupes quasi-hamiltoniens infinis
par
GHOEORGHE PIC

Dans la présente note nous donnons une extension aux groupes infinis des
résultats établis dans une note précédente pour les groupes quasi-hamiltoniens
finis. Les groupes quasi-hamiltoniens sont une généralisation des groupes
hamiltoniens étudiés par Dedekind, Wendt, Baer etc., car ils ont la pro-
priété suivante: tout sous-groupe est un sous-groupe quasi-normal au sens
de O. Ore.

Nous démontrons les propriétés suivantes:

1. Tout élément apériodique d’un groupe quasi-hamiltonien est commu-
tatif avec chaque élément d’ordre fini du groupe.

2. Les éléments apériodiques dun groupe quasi-hamiltonien sont com-
mutatifs entre eux.

3. Si un groupe quasi-hamiltonien a une composante quasi-quaternio-
nique, alors il ne peut contenir des éléments apériodiques. '

Il en résulte, en utilisant les résultats et les méthodes de la note pré-
oédente:

Théoréme: Chaque groupe quasi-hamiltonien est le produit direct
des sous-groupes (;, les éléments de ces sous-groupes étant tows d’ofdre p;,
nombre premier.

Chaque sous-groupe (); est ou abélien, ou le produit direct d'un groupe
abélien et d'un groupe quasi-quaternionique généré par deux éléments s el ,
qui satisfont & une relation de la forme

' s fg gl Tl

ot k=a, " est Lordre de t, p° Uordre de s, a l'exception du cas p=?2,
k=n~—1,

4 — Studii i cercetiri




