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1. Numeroase probleme de geometrie diferentiali a suprafetelor si
a congruentelor de drepte din spatiul obisnuit conduc la determinarea unet
functiuni
2= (u,v)

.de doui variabile independente u, v, care si verifice un sistem de ecuatii

cu derivate partiale de ordinul I de forma

az 2
E: ko el
‘ (,m+ 0> + bz
(1)
dz 2
o + Ly + byete =0
ay,..., Cy fiind functiuni de u, ».

Intr'un mod mai general putem pune problema determinirii unei
functiuni de m variabile independente

(2) e=—o(x, x?,...,x",

care si verifice un sistem de ecuatii cu derivate pargiale de ordinul T
de forma

0z i .
(3) st Gk bis o 0=0 (i=1,2,...,m)
i, by, ¢; fiind functiuni de x1, x2,..., x» astfel ca pentru
dl=uat, 2:x§,. i A2

functiunea z si se reduci la o valoare unici 2=, dati arbitrar de
altfel.
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Inmulfind ecuatiile sistemului (3) respectiv cu dxl, dx2,..., dx» si
adunandu-le, deducem ci acest sistem este echivalent cu ecuatia Pfaff in

n - 1 variabile ’

(4) an’,z+%m1—£—zw2—|—m3=0
unde
(5) Wy =, dx’, wy = bydx’, wy=c¢;dx’.

O astfel de ecuatie Pfaff in # -~ 7 variabile o vom numi ecudiie
Riccati gemeralizatd. '

Prin insisi natura problemei puse, aceasti ecuatie este complet in-
tegrabild, deoarece trebue si determine una din cele » - 1 wvariabile in
functiune de celelalte 7, considerate ca independente, si de o oconstanti
arbitrari,

Se gtie cd, folosind substitutia
(6) ! = Lhet— xll (5 =28, 4, 1)

0

I e xp) fiind un punct ia domeniul ciruia fuactiunile «;, b;, ¢; .
sunt analitice, integrarea efectivid a ecuatiei (4) se efectuiazi prin mijlo-

cirea unei ecuatii Riccati intr’o singuri variabili independenti
iz 2>

(7) G T A Az Ay =10
dx 2

Ay, Ay, Aj, fiind functiuni de x! si de parametrii f; .

Trecand deci peste problema determinirii integralei generale a ecua-
tiei (4), asupra cireia vom reveni intr'o alti lucrare, ns propunem Si
ardtdm cd unei ecuafii Riccati generalizate i se asociazi un sistem parti-
cular de trei vectori covarianti si ci, folosind o schimbare de variabild bine
determinatd, acest sistem wvectorial admite o formi canonics remarcabil
de simpli.

2. In spatiul punctual cu 2 dimensiuni (x1, x2,..., xj, fati de grupul,
infinit @l transformirilor punctuale

: ; D, ... x™ i
(8) =gzt . ., £, A=———"""" L
D(x‘,...,x”‘):i:

functiunea (2) se comportd ca un scalar (functiyne de punct), adici se
transformad prin invarianti

(9)

R 2 (7 ) T L k=

[y

—z(x', ..., %],
']

O transformare oarecare a grupului (8), efectuatd asupra ecuatiei (4),
ne di

TR
(10) dz—[—?ml—]-z%-f—wﬁ:o
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unde
(11) o =q;dx*, w,=0b;dx’, w;=c;dx’.

Tindnd seamd de (9), rezulti
(12) W =0, =0, Ww3=wg.
Sistemele de diferentiale (dxl,..., dx") constituesc vectori contravari-
anti, iar formele Pfaff w,, w,, w, sc transformi si ele prin invarianti
potrivit relatiilor (12). :

In virtutea unei proprictiti cunoscute rezulti ci sistemele de func-
tiuni

B (Bys oy By s B (B vy B 7 € (Bt s, Ci)

sunt sisteme vectoriale covariamte.

Dupi cum -am ardtat mai sus, ecuafia (4) este complet integrabild.
Obtinem conditiile de integrabilitate aplicind teorema lui Frobenius.

Covariantul bilinear al formei @ este identic nul daci tinem seama de
ecuatia (4) insdsi.

Notand cu dx', dx' doi wvectori infinitesimali contravarianti, avem

2
(14) Q =30Q(d) — dQ () = [co,+w, , d7] + &5 01t tol

unde w’; este covariantul bilinear al formei o,
w'; = dw; (d) — dw; (3)
Inlocuind in (14) valoarea lui dx determinati de ecuatia (4), gisim
Q= ? (0 — [0m,]) + 2 (0 — [on05]) + @5 — [wyms]) .

Aceastd formid patratici exterioari trebuind si fie identic nuld, de-
ducem conditiile de integrabilitate sub forma

(15) o) =[on,], 0,=ww], of=/[wa].

In general, o formi Pflaff
= o d)('

este o formi lineard invarianti asociati unui vector covariant o (ely o s
., @), obfinutd prin inmultirea tensoriald contractati a acestui vec-
tor cu un vector contravariant infinitesimal (dx1,..., dx»).
Covariantul ei bilinecar
0a; gek o
_:— — o 8.‘1’,“,
CRAS T e
este o forma bilineard asociati tensorului antisimetric covariant de or-
dinul II

u)'i — 8 (Of.i (L’Ci) —d (Oﬁ,&k":} == (

) (")9’-; a“}:
= op T ort
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numit roforul vectorului « (Rot o).
TIar produsul exterior a doud forme Pfaff

w=o;dxt, &=0pdx
definit de relatia
o; dxt B dxt
o 0x' B, dx

este forma bilineari invarianti asociatd bivectorului

[we] = = (o; 8y, — o, B;) dxi Oxk

i Yix — miBt‘c — oy Bi

format cu cei doi vectori covarianti o;, ;. Notind cu

[ 8]
bivectorul construit pe doi vectori covarianti dati «, P, conditiile de
integrabilitate (15) se scriu sub formi invariantivi

Rot a = [a b]
(16) Rot b = [a ¢]
Rot ¢ — & 6]

Asadar, wmnei ecuatii Riccati generalizate i se asociazd in mod in-
variant un sistem format din trei vectori covarianfi care verifica relatiile

(16).

3. Bgalind cu zero cele trei forme Pfaff asociate vectorilor «, b, ¢,
obtinem un sistem Pfaff

(17) ml=01 w'2='01 &)3=0.

Acest sistem Plaff asociat wunmei ecuatii Riccati gemeralizate este complet
integrabil. (Pentru w — 2,3 proprietatea este evidentd).

In adevir, conform teoremei Iui Frobenius, conditia de completd
integrabilitate a munui sistem Pfaff se exprim#% prin anularea identici a
covariantilor bilineari ai formelor Pfaff din primii membrii ai ecuatii-
lor sistemului, anulare ce trebue si se faci in virtutea ecuatiilor siste-
mului fnsusi.

Va fi deci necesar si suficient ca acesti covarianti bilineari sid se
exprime prin expresii exterioare patratice de forma

=1

(18) ' = j @ ] (i=1,2,38)

&y, fiind forme Pfaff convenabil alese.

Relatiile stabilite (15) ne arati ci aceasti conditie este Indeplinitd.
Sistemul Pfaff (17) este complet integrabil.
Integrarea acestui sistem se reduce la integrarea unui sistem diferential
obisnuit in trei variabile dependente, prin metoda lui Mayer.
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Dacid _
ate= el | e n) (o= 1,3, 3):
qunt trei integrale prime ale acestul sistem iiferenfial auxiliar, sistemul
Pfaff (17) este algebric echivalent cu sistemul

(19) dyl = 0, dy?2 = 0, dy% = 0;
vom avea adicd relatii de forma
(20) ;== oy dy'+op dy’ s dy?® (1= 1,2, 3},

Suntem condusi si considerim trei cazuri, dupi cum vectorii @, &, ¢,
sunt linear independenti sau nu.

4. Daci sistemul de vectori asociat unei ecuatii Riccati generalizate
este format din vectori linear independenti, formele Pfaff w, w;, v, sunt
linear independente. . : .

Fie y1, y%, y3 un sistem de trei integrale independente ale sistemului
diferential asociat. Formele w; se vor exprima prin relatii de forma (20),
determinantul coeficientilor oy fiind diferit de zero in domeniul fie-
cdrui punct regulat al spatiului. :

Si observim ci forma w, egalati cu Zzero

{21) w; =0
d% o ecuatic Pfaff, care — avind in vedere prima din relatiile (15) —
este complet integrabili, covarjantul bilinear al formei w; anulandu-se
pentru elementele integrale ale ecuatiei (21). Deci vom avea
(22) oy = oy dy!
2, fiind o functiune de x!,..., x".

Campul wvectorial a este proporfional cu un camp de gradienti.

e i e o ; _
‘Consideratii asemindtoare ne aratd ca sl cAmpul vectorial ¢. se bu
ide aceiasi proprietate

(23) wg =" Ay’ -
Iar in virtutea relatiei (20) avem
(24) w, = By dy'+B, dy*+0s dy’

cu conditia

2 By Ys +0.
S4 efectuim schimbarea de variabild
2 8 (1 =
P, ... o=y, 2(@,..., )=y &, ...,x")=y
X!L=y-1- e ,X“=—'_'y” I

Schimbarea este reversibili, deoarece functiunile y1, y2, y3 sunt independente.

Dupid cum am amintit mai sus, atit operatia de inmultire exterioard,
cAt si operatia de formare a covariantului bilinear al unei forme Pfaff,
au un caracter invariant.
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Relagiile (15) sunt valabile deci si in noul sistem de variabile irde—
pendente y1,..., yn

Din prima dintre ele
{4
't = [0y v,],

tinand seami de (22), avem

[Ty! doy] = [wiw,]

sau:
a’/'l il 6’11 2 07-;
—[aj/—J dy +6u_'3 ay*+ - 4 o dy" f?y‘J = e dy', B1 dy*+B, dy>+-Bs 4y’ .
Prin identificare, gisim
doy 074 da J
, = oy 3, — — 21 B 7;1b. — G‘-'/-|_
flU' + 1 BZ b ay,ﬂ + %123 ’ ay.} =R 1§ __CF)L!/” e

Aceste relatii ne arati ci o, este o functiune numai ide y1, 42, 8,
9
=0y (yla I/ Ua)
e mariaface i o » -
satisface sistemul de ecuafii cu derivate partidle de ordidul T

(oK . duy
(25) 8}/3'_11@2:0’ (ﬂg—“lf’a:o-

In acelas: mod, din
i W'y = [, @y
deducem relatiile %

b, ——pyy, o %
O"Uu

dyt oy it

deci - : nctiune | 1 2 A i i i
o (s este o functiune de > 3% 3, solutie a sistemului de ecuatii cw
erivate partiale de primul ordin ,

7

av. av
(26) aTﬁ"}‘fg’l“i%: : ﬁ‘}‘ﬁz‘s‘:o.
Ultima relatie ’ 4

0’y = [0 wy]

ne di
e a_ﬁl ) il aBI 7t a@ 6[5 |
o'+ gndra|=[Bayt 4 Prap ay
('El 231 By . 4 ; ;
o Wt g Ay, Ay = gy [dyt dy?].
Y dy B
de unde
@1___:@&: 6{5_2: _8[527_ a?’a a@s
oyt oy "Gy ""ayn_ ’ @I::’aﬁ: y
OB B 0B By oy

oy Byl T T oyt eyttt 1V aaT
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Asadar si Py, B, , B sunt functiuni pnumai de yi, 3%, y3, ce satisfac
sistemul

(27) 862_ %l A 6?’3 Py i C’)ﬁa 6_?’3 i

20 = e —
oyt ay? ) op! 8y3 113 ' oy
Din expresiile (22)—(24), pe care le iau formele w;, w,, wy, rezulti ci
dacd sistemul de vectori asociat unei ecuatii Riccati generalizate este format
din vectori linear independenti, existd schimbiri de variabild care aduc
sistemul la forma canonicd
(28) (01|,0,0....,0), (ﬁlaﬁz-[%soa"'uo)? (OJO:-‘I’H101"'7U)'

5. Sistemul format de ecuatiile (22)—(24) poate fi considerat ca un
sistem Pfaff cu 5 functiuni necunoscuge «;, Py, Py, Bs, ¥s, de trei variabile

independente y1, 32, 3.
Punindu-l sub forma

(29) a dyt —oy =0, By dy'+Body*+ By dy® —wy =0, Y3dy?— ;=0

si calculand covariantii bilineari ai formelor din primii membrii, {indnd
scamd de ecuatiile sistemului (29), gidsim sistemul exterior asociat

[Ae; , o] =)
(30) (AR, , @ ]4-[AB,, w,|4[ABs , 03] =0
{A‘{S ) L’JS] = 0
unde
Awi = dar—uniwy , AB1= vy (B, dPt — P1dPBa), ARy = ayy dfy
(31) ARy = a1 (BodPs — LadPat-Payami). Ayz=dys + T30,
sunt cinci forme Pfaff linear independente.
Structura acestui sistem patratic exterior ne arati ci sistemul Pfaff
(29), este in involutie cu s; = 1.
Solutia sa cea mai generali depinde de o functiune arbitrarid de trei
argumente. '
Fiarid si insistim asupra solutiei generale, vom arita ci putem con-
strui efectiv o solutie avind acest grad de generalitate.
In adevir si luim arbitrar functiunea de trei variabile independente

s ="Ys (' > ¥% ¥%)).
Relatiile (26) ne dau sub formid finitd functiunile 1, {3,

d 0
(32) pre=— ot (log¥s), Po=— a2 (log s) 5
iar din a treia din relatiile (27) deducem
5By 2 il 9 18
(33) By =[5, dy +cp(y,y)=—éﬁ(loz*fs)+<9(y,y)

v fiind o functiune arbitrari de doui argumente.
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A doua din relatiile (27) me permite aflarea functiunei «, tot sub
formi finits

(34) A 1 (6(51 8&)_ 1 09

=wllep o) % a4
Exprimand ci functiunile «1,Ps,f; astfel determinate satisfac siste-

mul (25), gdsim ci functiunea arbitrard o satisface ecuatia

0% dop
O oy~ %010
a cirei integrali generali este
PO fly)+EG
F'(y?) 2F (Y
/] ¢t F fiind functiuni arbitrare de un argument.

(1) o=

6. Si considerim rcazul in care vectorii asociati sunt linear depen-
denti, unul dintre ei putandu-se exprima linear in raport cu, ceilalti doi.
Formele wy, w3, wy , sunt si ele linear dependente — ceeace feste totdeauna
cazul cind 7 = 2 — iar sistemul Pfaff complet integrabil

W= 02=o;=1(
este algebric echivalent cu un sistem de forma
dyt=dy*=0

¥4, y? fiind doui integrale independente ale sistemului.
Tinind seami de observatiile ficute mai sus asupra formelor oz, w,
si efectuind schimbarea de variabili

2

1 1 == il 2 1 e
Yl oo, ) =g', P, ) =92, =y ,.. . xr=y"

vom avea
(35) wi=oaidy', w,=Pp1dy'+Bdy?, w, =12 dy?, o1P20.

. Ca si in cazul precedent se demonstreazi cd a1, B1, P2, v2 sunt functi-
uni numai de y! si y2 ce satisfac ecuatiile cu derivate partiale de ord. I

9B __ 9P
oyt oy

dott
36 —_—

oyt

+ a1 Pa, + ary2=0.

= ﬁsz »
Agadar, daci numai doi dintre wvectorii asociati unei ecuagii Riccati
generalizate sunt linear independenti, sistemul celor trei vectori asociai

se reduce, printr'o schimbare de variabili convenabil aleasd, la forma
canomnica

(37). (¢1,0,0,...,0), (B{,B2,0...,0), (0,y2,0...,0).
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7. Sistemul Pfaff
(38) cardy'—w1=0, P At P diP— w2 =0, Tedff—w;=0
in patru functiuni or, Bi, B2, 7o si doui variabile independente !, %,
admite sistemul patratic asociat

[Aciwi] =¥()
(39) [ABiw1] + [AB2e2| = 0
[Ayawz] = 0 _
unde
Aat — deid-ai0z, ABr = yedfi, APe= a1 (dP2—y2m1), Ayz=o dyz — Pry2o;
Sistemul (38) este in involutie cu s, = 1.

Solutia cea mai generald a sistemudui Pfaff (38) depinde de o functivne
arbitvard de douid argumente.

Si in acest caz putem construi o solutie a sistemului (38) avand gra-
dul de generalitate al solutiei generale.
Forma ‘
w2 = Byt + Ba dy,
fiind o formi Pfaff in doui variabile, admite un factor integrant, deci
se poate scrie

(40) w2 = f du
B si » fiind functiuni de yi, y2. Adicd
| : du o 0u
(41) . 31:?'6_51“ B‘-’-—@éyg'
Sistemul de relatii (36) devine
dot ot _3:{;; _ p
= TP oy P gy
(42) op du 9B ou PEWEwLE
8yl a2 ay?ayt (2 .
Din primele doui deducem
dn 0 g ou O 3
(43) B(W:%—@z(bg ) Bai— 3 (log 12)
de unde p 4
a2 du P R
== = ——— (log %)
o o TP ey Sop 2B
QB (')i 2] a‘_’u —_— o (|Og -\{2\| :

oy oy U7 oyleyt T oyt

Scizénd si tindnd seami de a treia din relatiile (42), gdsim
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log s | 8*log vz

oyoy T oyt t T 0.

Tar prin substitutia

. . %Ly = e
ecuatia gisitd devine
8’w
44 e =
(44) EERE + ¢ 0.
Avem o ecuatie de tip Liouville a cirei integrali generali este
- 21 (M " (y?)
(45) e e e
; [Fy") + )P

F (%), ¢ (y?) fiind doud functiuni arbitrare de un argument.
Luind arbitrar una din cele 2 functiuni de 2 variabile independente o1, va,
deducem (p-e cealaltd din ecuatia (45).

Din (43) avem
du ) dit il
— = + ——— (log «1) , = — —— (log ¥2)
8!)‘2 lz. o a 1 el "»_ 1 o
de unde ! B oy i
Dl e R A U8 TR
oy T opray 08 T g1 gy oe®)
o 1 @ 1 98 @
oy'0y*~ 8 aylayt "B W) T g7 gyp, (g
deci

1 o ﬁ( m)ﬁ_i_ 48
B oy'oy e B oy'oy®
1 8, .
+ F @f(log 12) =0

L, 9
(log e1) — B oo (log y2) +

adici
8.t 9 0 :
(46) o (log 1) - oy (log B) + é?(log 12) - o (log B) 4 ary2 == 0.

Am obtinut o ecuatie lineari cu derivate partiale de ordinul I, care ne
di functiunea B (y1, y2).
Din (42) avem

w_ 18 B it g
P (log v2) 7 + B oy (log 1) .

Integrand 'diferentiala totald exacti

1) 4
— 8 lay (log v2) dy* — ;y—z (log 1) dy?

obtinem functiunea u (yt, y?), iar relatiile (41) ne dau Bi1 si Be.
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8. Dacd dependenta vectorilor asociati «, b, ¢, este de aga naturi,
incat matricea componentelor lor are rangul egal cu 1 in punctele regu-
late ale spatiului (x%,..., x%), vectorii sunt proportionali. Rezulti ci
vom avea relafii de forma

(46) w2 = oW1, w; = o .
Prodvsul a doud ferme Pfaff proportionale fiind nul, din (15) deducem
(0’1=0., {0'-_’—0, LUJ3=O

Cele trei forme Pfaff asociate wi,w:, @, sunt diferentiale exacte. Integ-
rarea primei forme ne di

(47) ot = dy!
yt fiind o functiune de x1,..., x*. Schimbarea de variabild
yt(xL,..., x%) = gl , xP=92 . .., xr=gm

ne arati cd atit « cit §i B sunt functiuni numai de 91, adici
w=a(y)dy',  og=p(y")dy'

si ecuatia (4) se reduce la o ecuatic Riccati obisnuiti intr'o singuri va-

riabild independenti

o

(48) oA+ B0 =0

campul vectorial asociat reducindu-se Ia forma canonici

(49) (10; 30 o Tas 05, s D00 (B0, 0. 0)

Conditiile de integrabilitate (15) fiind identic satisficute, functiunile «, B
sunt functiuni arbitrare de un argument.

Institutul de Matematici,
Universitatea ,,V. Babes®, Cluj
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KEPATROE COIEP/EAHIIE
BexTopuas emeTema accomuuposarHas 0000MEHHOMY YpaBUEHII0 PukraTm,
Tndepny Muxamiecky.

3ajgaua OUpPEIeJNCHHsS ®YHKIME Z 0T N HASABHCUMLIX 11DEMEHHBIX Xi;
IPOBEPARIIEH CHCTeMY YPABHEHIS ¢ UACTIYHBIMIL HPOM3BO(HBEIMHI 1I€PBOL0 II0-
pajka ®opMer (3), mpuBOAUT Kk ypasueumw Pfaf-a B n—i HepeMEHHEIX ©OPMEL
(4), naswrBaeMoMy 0GOGIIEHHEIM ypaBHeHuHeMm Prrkari.,

Takomy ypaBHEHHI0 ACCONIHPYETES IHBADUAHTHO UACTHAS CHCTEMa TPEX
KOBAPUAHTHHIX BERTOPOB, IPOBEPMIONNX oTHomeuusd (16).

Cucrenma Pfaf-a (17), mnBapuanTno acconmmpoBanuas ypasaenuio (4),
00J12/[2eT CBOMCTBOM MOJHOrO MHTECPUPOBAHI.

Rannoumueckne «opMbl 9TIX BEKTOPOB, OLPETENATCS UCPE3 BEINOHLIC
U3MEHCHIS IIEPEMENUEIS ¢ LOMOIBI0 MUTErpajos cuceTemsr (17).

ITpe reTaBmussa 33127y IIPAMOTO OIlpereiennd KOMIOHEeHTHLIX aCCoI[IIPo-
BaAHHLIX BEKTOPOB, B KAHHOHMYECKOI @0pMe, YCTAHABJIMBACTCA CTELEHL 0000-
HeHN I 1}31!]!31[Hﬂ m, 1 IlepBI}IX ABYX GHY‘IH.GB, 9PPCRTHIBHO YCTaHaBINBAITCS
UACTHRIE PEMIEHNS, BCE HKE MMEIOIHE COOTBETCTBYIONYI0 CTCHeHb o000IIEHIL.

RESUME.
Systeme de vecteurs associé & une équation de Riceati généralisée
par

TIBERIU MIHAILESCU

Le probléme de la détermination d'une fonction z de # variables
indépendantes x~ véritiant un systéme d’équations aux dérivées partiel-
les du premier ordre de la forme (3), conduit i une équation de Pfaff
a # - 1 variables de la forme (4) qu'on désigne sous le nom d’éguation
de Riccati généralisée.

On associe d'une maniére invariante 2 une telle équation, un sys-
téme particulier formé par trois vecteurs covariants, qui vérifient les re-
lations (16).

Le systtme de Pfaff (17) qui, de méme, est associé d’ une maniére
invariante a D'équation (4), jouit de la propriété’ d'étre complétement
intégrable.

Si le rang de la matrice des composantes des trois vecteurs associés
est €gal respectivement a 3,2 ou 1, les intégrales du systéme de Pfaff
(17) fournissent des changements de variables qui donnent les formes
canoniques (28), (37) et (49) de ces vecteurs.

Le probléme de la détermination directe des composaptes canoniques
est résolu en ce qui conceme le degré de généralité des solutions et
— pour les deux premiers cas — on détermine effectivement des solu-
tions particulieres qui possédent toutefois le degré de généralité res-
pectif.




