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UN CRITERIU DE ACCESIBILITATE IN PLAN

DE
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Comunicare prezentatd in sedinta din 20 Septembrie 1950
a Filialei Cluj a Academiei R. P. R,

Se stie ci accesibilitatea punctelor frontierei unui domeniu plan joaci
un rol important in teoria reprezeéntirii conforme. O teoremd datoritd
lui Schonflies stabileste ci fiecare punct al frontierei unui domeniu jorda-
nian (a cdrui frontieri este o curbid simpld) este accesibil prin interior
si prin exterior. Cred ci este avantajos, cAnd ne propunem si demonstram
teoreme de acest gen utilizind un minimum de rezultate auxiliare, si in-
trebuintim urmdtorul criteriu:

Un punct p € F(D) (frontiera lui D) este accesibil prin domeniul

. D daci in D existd un subdomeniu A < D astfel incat F (4) . F(D) = p,

$i numai in acest caz.
Teorema urmitoare stabileste echivalenta acestuj criteriu cu definitia

punctului accesibil:

1. Existi echivalenti intre urmitoarele proprietati:

a) Punctul p € F(D) este accesibil prin continue in D, deci in D
existd continue U astfel medt C. C(D) = p. (Notdnd cu C(D) multimea
complementari lui D),

b) In D exista subdomenii A astfel incat F(A'F(D) = p.

c) Punctul p este accesibil prin arce simple in D, deci este accesibil
in sensul lui Schonflies.

Si aritim ci b) rezulti din a). Fie q un punct oarecare al con-
tinuului €, ¢ == p. Putem presupune (/— p multime conexi, cdci in caz
contrar putem alege K = comp (C— p) 2 ¢, si inlocui C prin continuul K.
Avem d(q,F) > O, notand F = F(D). Sj descriem cercul V(g, 73, cu cen-

) 1 WM A :
trul q si raza a'q=7d(g, F). Toate punctele lui V fiind interioare lui D,
acest cerc nu contine puncte din F(D), nici in interior si nici pe periferie.

Deci
A= Z Vig, r,)
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este un domeniu, cidci se vede usor ci este un semicontinuu ale carui
puncte sunt toate interioare. Avem evident Ac D.

F(4) contine p. In adevir, in orice vecindtate a lui p existd puncte
din C—p, si fiecare din aceste puncte este centrul unui V(¢,7,) cu raza
1y, >0, deci p este punct de acumulare dé puncte din A. Dar in fiecare
cerc cu centrul p existi puncte streine de D, cidci p € (FD), deci existd
puncte streine lui 4, si p€ F(A). Sj presupunem ci afari de p ar mai
exista alte puncte comune lui F(A) si F(D), sifie py=kp, py €F(A).F(D'. 1n fie-
care V(pi, &) am avea puncte din A, si am putea alege g€ () asa ca
V(g ,r,) si aibi puncte in V(p;,¢). Fic ¢, un astfel de punct. Ar trebui
sd avem d (py, qq)<<¢,d(qg,F)=2r,. Dar

g €V(g, 7)), dlg, g <<re, dlg,p1) S dlg, q) + p (g1, 71)
deci, majoridnd
2ry=d(g,F)sd(g,p)Srte, si rSc.

Aceasti inegalitate are loc pentru orice ¢, deci 2r, =d (¢, F) < ¢
Existjy deci puncte ¢ oricAt de aproape de pi, gi, € fiind un continuu,
m €C, si ar rezulta C'. F(D) D p + p1, contrar ipotezei, Avem deci
F(A).F(D)=r, si am stabilit cd a) atrage b).

Insd, din b) rezulti a), cici, 4 fiind un domeniu care se bucuryi de
proprietatea b), A este un continuu situat in D cu singura exceptie a
punctului p, si avem A . F(D)=p. Asadar a) si b) sunt proprietiti echi-
valente.

Insi c¢) contine a), cici un arc simplu este un continuu. Deci ¢) con-
tine b). Rdméine de ardtat cid din a) sau b) rezulti c).

. f 1
Fie p; € C, ps==p. Si construim Vi =V (p1, 1), = E—d(;,n,, F). Avem

Vic A. Multimea € — Vi are o componenti (' 2p, cici pe F, deci
p este exterior lui Vi = V(py, r1). Componenta C; are puncte comune cu
circonferinta Vi (teorema frontierei). Fie ps unul din aceste puncte,

1 ;
p2 €0y . F(Vy). Si construim V, = V(p,, 13), 7 = —-d(p;, F), si si consi-

derim C—(Vi + Vg2) D C;— Va. Aceasti mul{ime are o componentd

(32 p, si, conform teoremeij frontierei, C2-F(V2) 2 ps. Avem CD (1D G,

si nici una din aceste incluziuni nu este o identitate, cercurile Vi si Vo
avand raze pozitive. Continudnd astfel, se obtine un sir descrestator de
continue

G0 D D 20,5
Avem dealtfel
v1+2 S Vi+Vy, e +ps S Vot Vs o oo Pt FP SVt + Vo,

Fie, K=1II C,. Atunci K este un continuu, si p € K < (. Si ardtinr
ci p,~>p cind n =& oo, In caz contrar, s’ar putea alege un sir partial
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Pn, > q = p. Dar g€ C, cici p.€ C. Deci ¢ €A D, cici g Fp.

Avem P, € G’,,,%_1 < O, .m fiind un intrég fix, pentru k destul de mare,

k <k , deci q € C,, oricare ar fi m, si g € K.
= . 1}
S4 construim V,, = VP, s ) s 10, = 5 d (pﬂf. F). Pentru k destul de

mare avem, oricare ar fie >0,

1
i & b dg,F)|<e,

distanta unui punct la o multime fiind o functie continui de punct.
Deoarece d(q,, F) >0, avem deci, pentru k> Ik, fr”ﬁ>%d (¢,F). Dar
d (p,,_k,q)devinei oricdt vrem' de mici pentru k destul de mare, deci, pentru
k > ky cercul V,,,]._ contine pe g in interior. Acelas cerc lasi punctul p in

exteriorul sdu, deci circonferinfa sa taie K intr'un punct & g, deci
(K — V,,,,]_) .q=0. Dar avem, prin construcfie,
a”'i'f—’_ V”’i'r = O”.'r = Ji

=

si, K fiind o submultime a.luij (;.,,,?_, iar Cﬁ]‘ necontindnd nici un punct

din V,,k , avem K_V";- =K, deci K .q=0. Aceasta e o contradictie,

deoarece g € K. Avem deci ¢ = p, deci p.~ p pentru n — oo,

S& unim acum p; cu P printr’un segment rectilin py1 po, apoi pz cu
P3, etc. Deoarece_p,,_1+pncVn_1+V,z, conturul poligonal astfel obtinut,
L p, puts , este situat in 2V, €A D, s singurul punct de acumulare
al varfurilor sale p, este p, deci, suprimand la nevoie un sir de contururi
inchise pe care le-ar putea contine acest contur poligonal, se obtine un
drum, de acces din Py in p, situat in D, care contur este un arc simplu.-
Deci din a) rezulti c).

2. Pentru ca p € F(D) sd fie accesibil prin D este necesar si suficient
ca pentru orice r'> O, multimea D -V(p, 1) sd continid un domeniu a cérui
frontierd sa treacd prin p. :

Punctul p fiind accesibil prin D, existi un continuu C care uneste po
cu p in D, si C-F(D)=p, Cc D. Cercul V (p,7) contine puncte de alz
lui € in interior, oricare ar fi r> 0. Fie ¥ <r, si fie C,»= comp
C.V(p, ) 2 p. Atunci. C, este un continuu, C» < V(p,r), C, — pc D,
deoarece ' —p C D. Existi deci o componenti § a multimii deschise
D-V(p, r), care contine C, — p. Frontiera F(§) a domeniuluj 6 e formati
din unele arce de cerc V(p,r) si din unele continue apartinand lui F(D).
Dacy F(d) nu contine p, acest punct este exterior lui 8, deci Gy, care are
puncte in 0 si contine p, care e exterior lui 6, trebue si taie F(8), deci si
F(D), in puncte diferite de p, cici (v nu taie circumferinta V(p, r).
Aceasta contrazice (;;C O, €. F(D) = p. Deci p € F(9), si conditia enun-
tati este necesara.
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Dar ea este si suficientid. In adevar, conditia fiind satisticutd, sa
luim p1 € 6, unde d =comp D-V(p.r) iar F(§) 2 p. Si alegem r; <

Qla‘(p, p1). Intersectia §-V(p,r1) contine o componentdi o; astfel ca
: 1 .
F(d1) 2p. Si luim ps€ d; si sd alegem rg < Ed(p., ps). Intersectia

61-V(p, r2) contine o componenti do astfel incat F(d2) > p, etc. Se obtine
astfel un Sir py,P2,.. Pu,...avand p ca punct limitd, Dacd unim pi cu p»
printr'un contur coligonal situat in 41, apoi P2 cu ps printr'un contur po-
ligonal situat in ds, etc., si elimindnd la nevoe un sir de contururi inchise
situate pe conturul poligonal py 9.0 ..., multimea varfurilor va avea ca
punct limitd p; va fi deci un arc simplu py p situat in D, cu singura ex-
ceptie a punctului p, deci un drum de acces din p1 in p prin D, si con-
ditia e suficientd. Rezultd de aci:

Daci p € F(D) este inaccesibil prin D, atunci pentru v < r, multimea
D-V(p, r) nu contine hici un domeniu a carui fronmtierd sd treacd prin p,
iar componentele acestei mulfimi sunt in numdr ‘infinit,

In adevdr, dacd pentru un sir infinit de valori,?» — 0, v - ©0, am
avea in D-V(p,r») cdte un domeniu a cirui frontieri trece prin p, acest
punct ar fi accesibil, conform enuntului precedent. Caci, pentru = r» am
avea V(p,r) D V(p. 1), D-V(p,1) 2 D-V(p, 1), deci fiecare componenti
din D-V(p, 1) ar fi continuti intr‘c componenti din D.V(p,r). Fie d»
o componentd din D-V(p, r,) astfe]l ca F(d»)3 p, si fie d = comp D-V(p, 1)
astfel ca 829 Am avea atunci F(6) > p. In adevdr, nu putem avea
p.FO) = 0 decat daci p € 8, ciici p€ 3,, deci ped. Dar dc D,
si ar rezulta pe D, ceeace e contradictoriu. Astfel, pentru r => 0 existi
in D. V(p,¥) o componenti a cirei frontierd trece prin p. Dar atunci p ar
fi accesibil, contrar ipotezei, deci enuntul este stabilit.

S4 presupunem ci multimea deschisi D-V(p,r) unde r <ry, are un
numir finit de m de componente. Ajungem iards la o contradictie. De-
oarece p € F(D), se poate construi un sir p» € D,v= 1,2,.. astfel ca
pr = p, ¥y—> 0o, Putem presupune X p» © V(p,r), deci

2 P =, V(?Ja 7.) = 81+82+ K +8m

notdnd cud,cele m componente din D-V(p, r). Ar rezulta ci o infinitate
de puncte p,ar apartine unui acelag 9., deci F(4,)€ p, ceeace e imposibil
deoarece ¥ <ry. Deci avem m = 00,

3. D fiind un domeniu simplu conex, iar p € F(D) fiind inaccesibil
prin D, punctul p apartine unui continuu de convergenfi din F(D).

Punctul p fiind inaccesibil prin D, multimea D-V(p, r) contine o in-
finitate de componente §i, dg,..9dy, ... pentru r <ro. Domeniile D si
V(p, r) fiind simplu conexe, teorema lui Janiszewszki—Strassewicz ne asi-
guri ci D -+ V este un domeniu al cirui ordin de conexiune este infinit,
deci C(D + V) = C(D)-C(V) are o infinitate de componente K, Ko, ..,
K,,..care sunt continue disjuncte, proprii sau degenerate. Dar, C(D) si
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C(V) fiind doud continue, teorema frontierei (Janiszewszki') permite sa
afirmim ci fiecare K, are puncte comune cu F(D) s. F(V). Deci

Ky=comp C(D).C(V), K,.FD)=0.
Si considerim continuele

e #y==comp F(D). K,= comp [F(D) . comp C(D) . G(V)] =
A 2 - = comp F(D). C(D). C(V) = comp F(D) . C(V)

Ultimele egalititi rezultid?) din: comp [A-comp B] = comp A-B.

Avem deci #, = comp F(D)-C(V), si, F(D) si C(V) fiind niste conti-
nue, avem #%,. F(V) == 0, conform teoremei frontierei, Continuele =z,
sunt disjuncte, deoarece #," C Kysi continuele K, sunt disjuncte, Din sirul
%y, si extragem un sir conveérgent catre un continuu %*. Vom avea
«. F(V) #0. Vom nota tot cu *» acest sir partial, convergent. Aceasta
e posibil pentru fiecare r < r. ‘

Pentru a obfine un continuu de convergentd al lui F(D), putem intre-

buinta procedeul diagonal, Si luim 7y \<—2- ro. Avem Vi = V(p, n) <
V(r,79) =7V, deci C(Vy) D C(V), G(D+V,)>C(D4+V) Continuele K, fiind
multimi conexe, K, < K} = comp C(D4Vy), apoi #, C=,. Din girul %, si ex-
tragem un sir convergent citre %!, sir pe care’l vom nota tot cu x). In acest
gir si pistrdm primul termen %, al sirului precedent. Avem xc !, x=!.
F(Vy;) &= 0, deei %, .F(V) == 0, si »! este un continuu neredus la un punct.
- 1 1 o
Luand 7, < 1S 55 %o, Yom avea deasemeni %, Cx; = comp C(D4-V,),
si vom putea extrage din sirul #} un sir convergent citre »*, pistrand in
acest sir primii 2 termeni ai girului precedent z;. Vom avea xCx'cCx*,
2* . F(V,) = 0, si putem continua indefinit, obfinand astfel un sir infinit de
giruri, fiecare fiicd extras din precedentul. Sirul diagonal »;, %} ,... con-
verge citre un continuu z* si avem »"c x* In adevir, pentru v >u avem

wt =xr . G(V,), si deoarece %, —> x" pentru v—> co, rezulti
C(Vﬂ) 3 lifn K: — C(Vn) 3 hil K:
oricare ar fi n, deci
T wf et wV — y*
lim T 1_@ * Wa

1) Vezi F. Hausdorff, Mengenlehre, 1923, p. 161.
%) Pentru a demonstra aceastdi egalitate si observem cii: 1. comp [comp A] = comp A ;
2. Dacd A< B, avem comp AC comp B. Putem scrie

A.comp BEA.B, deci comp [A.comp. B]<comp A.B
si fiecare componenti din A.comp B apar{ine unei componente a lui A.B. Dar, fiecare
comp A.BEA, si A.BSB, deci compA.BScomp B, de unde comp A.BSA. comp B.
Aplicand 1. §i 2. gisim comp [comp A.B] =comp A.BS comp [A.comp B|, de unde egali-
tatea anunfatd.
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Continuul #* intilneste F(V.) oricare ar fi n, dJeoarece wF Swn deci
p €x* si teorema ¢ demonstrata.

Deducem de aci cd: daci F(D) are toate punctele sale accesibile
prin D, F(D) este un continuu local conex.

4. C fiind un continuu local conex, iar p fiind un punct al frontierei
sale, p este accesibil prin toate domemzle complementare ale lui C, ale
ciror frontfere trec ptin p.

5S4 notim D = comp C(C); D este un domeniu simplu conex, si F(D)
cC. Continuul C fiind local conex, el se bucuri de proprietatea S (a lui
Sierpinski), adicd avem

C=0C4+C+ - - +Cugy, AdC)<e, k=1,2,...0n()

n finit, iar C; un continuu, si aceasta oricare ar fi € > 0.

Dacii p € F(D) ar fi inaccesibil prin D, construind V(p, r), r < Iy, mul-
timea F(D)-C(V) ar avea o infinitate de componente %, care intilnesc
F(V). Dand lui r o alti valoare * <r, obtinem la fel componentele %'y
ale mul{imii F(D)-C(V’), si fiecare % T continut intr’un %', Fiecare %'y
intdlneste F(V’). Existi deci o infinitate de componente %’ astfe] incat

(#») >2A, pentru A >0 destul de mic anume pentru A >y —¢'. Dar

F(D) = 0. F(D) = 0 . D)+ G . F(D)+ -+ ... F(D)
F(D).C(V')= Cy.F(D).C(V)+---+0C,.FD). G(V) = X «,.

Insi C,, F(D) si C(V") fiind continue, fiecare componenti din
Ci . F(D) - C(V") are puncte comune cu F(V’), si deoarece avem

d[Cy . FD).CV)] =< d(C, =<¢

nici una din aceste componente nu poate avea puncte in afara cercului
V(p, "+e¢), ceeace contrazice faptul ci in 2 *» existi continue *'» care
intalnesc circumferinta V(p,r). Vom avea o contradictie pentru &<Z»
deci p este accesibil prin D, si teorema este demonstrati,

Teorema lui Schonflies: Punctele unei curbe simple sunt accesibile
prin interiorul si prin exteriorul siu, rezulti imediat de mai sus, deoarece
o curbi simpli este un continuu local conex,

Mai rezulti apoj cid dacd frontiera unui domeniu Simplu conex are
puncte inaccesibile prin acesta, aceasti frontierd [y este local conexd.

Institwiul de Matematiot,
Universitatea , V. Babes®, Cluj
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KRPATROE COAEPEAHIE
KpuTepuit f0CTYIHOCTH TOUeK IPAHMIBL 00JaCTH NI0CKOCTI.

Teopre Kanyrapauy

_HIJI-IMBH-H!I OCHOBHBIC TEOPEMBLI TOIIOJIOrNN IJIOCROCTH, yeTanaBJinBaeM cle-

JLYIOMT KpUTepuit:

Touka pe F (D) (rpapmma odmactu D) goetynna (no llensmmey) uepes

00JmeTh D, @™ TONBKO B aToM eidyuae, eclim B ) mmeeTcs mozo0iacTs JCD Tak,

uto F (1) F (D) = p. Otcwoga Besoymn chaepxyouine pesymarni: Touxa pe F

(D) gmoerynna uepes D, 1 TOJBKO B 8TOM eJiyua¢, €CJUI JISL IIPOHBBOJILHOIO

r = 0, muomectBo D. V (p,r) cOZEPEIT 00J]acTh, Ipaning KOTOPOIl MPOXOJHT ue-
pes p. Jameme: Ecim pe F(D) negoerynua uepes D, s r < r, muomecrso D.
V (p,’) He COAEPMUT HMKAKOI 00MACTH, rPpaHmIa KOTOPOI NMPOXOAWMJIa Obl uepes
P, 4 GOCTABHLIC STOrO MHOKECTBAa OeckoHeuHbL. Kejm [-mpoerast oXHOCBI3HAS
odnacts n pe F(D) weroerynmna uepes [), Touka p NpHHRJJIEHRNT HEIPEPLIBHO-
et ecxoxpenns y rpapnust K(D). Eeanm ¢ — nenpepnisuas J0kaJ-01HOCBI3HA
00JIa¢Th, & P — TOURA €8 IpaHulbl, P AOCTYIIHA Yepe3 RAKAYI0 KOMILJINMEH-
TapHy0 00JacTh C, rpaunma KOTOPOIl MPOXOJIHT uepes p.

Teopust ITlenannea, 110 KOTOPOI TOURHI IIPOCTOIL KpnBOil JOCTYLNLI Uepes
BHYTPEHITIOI0 11 BHEINHIOW YacTh €&, BHITCRAET HEMEJIenno.

RESUME
Sur un critere d’accessibilité des points de la frontiere d’un domaine plan
par

GEORGE CALUGAREANU

En employant des théorémes fondamentaux de la topologie du plan,

nous établissons le critére suivant;

Un point pe F(D) (frontiere du domame D) est accessible (au sens
de Schonflies) par le domaine D, si dans D il existe un sous-domaine
Ac D, tel que F (A). F(D) = p, et alors seulement.

Nous en déduisons ces autres résultats:

Le point p € F(D) est accessible par D si, quel que soit r = 0O, Fensem-
ble D.V(p, 1) contient un domaine dont la frontiére passe pa’ p, et alors
seulement. Ensuite:

Si p € F(D) est inaccessible par D, pour < r, I'ensemble D.V(p, r)
ne contient aucun domaine dont la frontiere passe par p, et les compo-
santes de cet ensemble sont en mombre infini,

D étant simplement connexe, et p € F(D) étant inaccessible par D,
le point p appartient & un continu de convergence de F(D).C étant un
continu localement connexe, et p un point de sa frontiére, p est accessible
par chaque domaine complementatrs a C, dont la honhme passe par p.
Le théoréme de Schonflies, suivant lequel les points d’uné courbe simple
sont accessibles par son mtemem et son extérieur, en résulte immédia-

tement,




