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E dolgozatban a mechanikai elveknek egy dj rendszerezését kivanom

adni. Mi tette sziikségessé ezen j rendszerezést? Az, hogy az eddigi tar-
gyaldsméd kiilonosen az egyes elvek és tételek kozdtti matematikai kap-
csolatokra helyezi a f6silyt s ezdltal az olvaséban azt a benyomdst kelti,
hogy az egyes reozgisegyenletek teljesen egyenértékiick egymdssal, hisz
egyik a mdsikbol kovetkezik matematikai dton, Nem deriil ki ezen tar-

gyaldsbol az egyes elvek, mozgdsegyenletek koézotti fizikai kapesolat s

képtelenck vagyunk ezen tdrgyalasméd alapjan eldénteni pontosan az egyes
mozgasegyenletek alkalmazhatésdgi teriileteit. Hogyan alakult ki ez a tar-
gyaldsi maéd?

A mechanika fejlédése folyaman gyakran meriltek fel olyan problé-
mak, amelyeket a matematika akkori fejlettségi foka mellett nem tudtak
megoldani. A kés6bbi fejlédés sordn ezen problémdkat sikeriilt formdlisan
matematikailag ‘megoldaui receptszeriien végrehajtott szdmoldsi miveletekkel
és e formdlis szdmitisok atjan a valésiggal egyezd eredményeket kaptak.
A fejlddés ezen szakaszdban tehit megelégsziink azzal, hogy kapunk bizo-
nyos egyenleteket, melyeket igen jél tudunk alkalmazni, anélkiil azonban,
hogy azoknak mélyebb fizikai tartalmdt ismernénk. A késébbiek folyaman
a fizikinak az a torekvése, hogy a formadlis eljdrdsnak, mely szd-
munkra a valésiggal egyez6 eredményeket szolgiltatott, fizikai tartalmat
kiclemezze, avagy az egész felépitést elvesse és azt egy szemléletesebbel
helyettesitesse. Nézziik csak meg, hogy mennyire valésult meg ezen torekvés
a mechanika fent emlitett fejezetében és analizdljuk ki, hogy milyen tovdbbi
lehet8ségek nyilnak a fizika szdméira ezen a téren.

A fizika 4ltal folvetett és legtobb esetben matematikusok 4ltal meg-
oldott problémak nem maradtak hatdstalanok a matematika fejlédésére.
Legtobb ilyen probléma megolddsa nyomdn a matematikdnak egy Gj 4ga
sziiletett meg, vagy valamely mdr meglévé dga gvarapodott egy tjabb
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fejezettel. Igy éppen a mechanika elveivel kapcsolatos problémdk meg-
olddsa nyomén sziiletett meg a varidciészamitds. B két diszciplina a tovabbi
fejlédés sordn is szoros kapcsolatban van egymdssal, anndl is inkdbb, mert
azon matematikusok, akik a varidciészamitds fejlesztésén dolgoztak, ugyan-
olyan mértékben torckedtek a mechanika ezen részének fejlesztésére. Allitsuk
csak szembe a mechanika ezen részéneck és a varidciészdmitdsnak a fejlo-
dését. Kezdjik taldn a varidciészamitdssal. ”

A varidciészdmitdst, fejlédését tekintve, két nagy részre oszt-
hatjuk: klasszikus, vagy formélis és modern varidciészdmitdsra. A fejlédés
elsé szakaszdban még igen meglatszik a formdlis jelleg: az egyes problémdk
megolddsira egy operatorkalkulust fejlesztenek ki. Hibdja a varidciszd-
mitds e részének, hogy nem tudja eldonteni, hogy az éltala szolgiltatott
eredmény tényleg a kit{izétt probléma megolddsa-e, avagy mnem. Bzen
nehézség tette sziikségessé a varidcidszdmitds egy Gj, modern részének
a megsziiletését. Beldtva, hogy a régi klasszikus elmélet alapjén ezen kérdés
nem oldhaté meg, sikeriilt a formalizmus teljes mellézésével egy olyan
felépitését megadni a varidciészdmitdsnak, mely felépitésben a fent vazolt
nehézség nem. 1ép fel, Sikeriilt megtaldlni azon elégséges foltételt, melynek
teljesiilése esetében a probléma megolddsdra szolgalé formdlis matematikai
appardtus miikodésbe hozhaté és az problémanknak megolddsit szolgdl-
tatja. B mélyebb analizisnek fizikai szempontbél azért van nagy jelentésége,
mert megtalilja azon foltételt, amelynek teljesiilését a matematika egyaltalan
nem tudja biztositani, megéllapitja tehdt azon foltételt, mely fizikai okok
miatt kell teljestljon.

A mechanika elveivel foglalkozé rész fejlédésében is két korszakot
kiilénboztethetink meg. Az elsé tart kb. az 1920-as évekig. E korszakban
teljesen 4tveszik a varidciészdmitds klasszikus részének eredményeit, meg-
allapitanak rengeteg helyes tételt és egyenletet. Az 1900-as évek koril azon-
ban a mechanika e részében is észlelhets az a vilsig, amelyik a klasszikus
varidciészémitas elégtelenségénel felismerése folytdn a matematikdban
jelentkezett. E valsagot tgy tudnim jellemezni, hogy a mechanika bele-
fulladt a formalizmusba, nyilvdnvalova lett, hogy a klasszikus varidcio-
szamitds segitségével djabb Gsszefiiggéseket nem tudnak megdllapitani, sGt
az is nyilvanvaléva vilt, hogy a klasszikus mechanika eclveinek, mozgas-
egyenleteinek rendszerezésére a formélis varidciészdmitds nyujtotta segitség
nem elegend6. Sziikségszertien be kell tehdt kovetkezzen az a fordulat,
mely a mechanika eddigi formélis, a hagyomanyos tirgyaldsmodhoz ragasz-
kod6 felépitését elveti és egy 1j, formalizmustél mentes felépitéssel helyet-
tesiti. E fordulat még nem kovetkezett be, tgyhogy a mechanika fejlédé-
sében lemaradt a varidciészdmitds fejlédése mogott. Nyilvdnvals tehat,
hogy éppen a matematika nyGjthat itt segitséget a fizikdnak, hisz a mate-
matika e része mar megszabadult a formalizmustél. Az utébbi 30 évben
miér torténtek 1épések (1, 2, 3, 6), melyek e fordulatot igen nagy mértékben
készitették els. Itt, f8leg Carathéodorynak a geometriai optikdban és a varid-
ciészamitdsban elért eredményeire hivatkozom. Ezen dolgozatban Carathé-
odory eredményeit felhaszndlva € a mechanikai probléma kivanalmainak

megfeleléen kiegészitve igyekezni fogok ezen a téren egy tovabbi 1épést

megtenni.
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Térgyaldsaimat csak egyetlen témegpont esetére fogom elvégezni, elé-
szor derékszégli koordindtarendszerre vonatkozéan. Teszem ezt azért, mert
szamunkra a derékszégli koordindtarendszerre vonatkozé tirgyalds a leg-
szemléletesebb, Csak ezutin vezetem be az 4ltalinos koordinatikat, ki-
mutatva azt, hogy dltaldnos koordindtik alkalmazdsa esetében legtobb
egyenletink alakja ugyanaz marad. A hagyomanyos tdrgyaldsi maédnak
nem szemléletes voltdhoz szerintem igen nagyban hozzdjdrult az,

hogy az 4ltalanos koordindtikat, a problémak matematikai megolddsit meg-

kénnyité fogalmat, til kordn vezeti be.

I. RESZ
Szabad témegpont esetére vonatkozé megjegyzések

1. Mi az dsszefiiggés a Hamilton— Jacobi differencidlegyenlet és a
Newton-féle mozgisegyenlet kézitt?

A mechanikaban a Hamilton—Jacobi egyenletet a Newton egyenletbdl
egy formilis szdmoldsi ldnc Gtjan nyerjikk. E formdlis szdmoldsi lanc egyes
szemei: Newton-egyenlet, D’Alembert elv, Hamilton elv, Hamilton—Jacobi
egyenlet. E formilis szdmoldsok kézben e két egyenlet kozotti minden kap-
csolat elvész és egyiltalin nem tudunk e formalis sz4dmoldsok alapjan
vilaszt adni arra, hogy mely esetckben lehet alkalmazni a Hamilton— Jacobi
egyenletet. Hol vész el a két egyenlet kozotti kapcsolat? Brre a kérdésre
igen egyszeriien megadhatjuk a valaszt: a Iét egyenlet kozotti kap-
csolat akkor vész el, midén a D’Alembert elvbél levezetjik a
Hamilton elvet. A D’Alembert elvb6l levezetett Hamilton ely a ko-
vetkezOképen mondhaté ki: a  kinetikus potencidl  id6  szerinti
integriljdnak valGsigos pdlya mentén vett elsé varidciéja zérus. Hasz-
nélatos azonban az elvnek egy masik megfogalmazdsa is, mely szerint:
»A Iinetikus potencidl idé szerinti integralja a valésigos péalya mentén
veszi fel legkisebb értékét”. Az elvnek e két megfogalmazdsa nem egyen-
ért€kli egymdssal, a mdsodik tébbet mond ki mint az els6. Az elss meg-
fogalmazasban ximondottak fenndllisa szikséges a mAasodik megfogalma-

zdsban kimondottak fenndlldsihoz, de mem elegends. Ahoz, hogy az elvet

mésodik megfogalmazdsiban kimondhassuk, még bizonyos foltételek telje-
siilésére van szikség. Ezen foltételeket a matematikdban megkeresték, a
fizikusok azonban nem tudvan ezen foltételekbe fizikai tartalmat belevinni,
jobbnak litjdk azokat elhallgatni s az elvet hol az egyik, hol a mdsik
megfogalmazdsiban mondjik ki, A két differencidlegyenlet kozétti kap-
csolat éppen itt vész el. A Hamilton— Jacobi egyenlet ugyanis csak akkor
vezetheté le a Hamilton elvbél, ha a minimum tényleg exisztdl. Azon fol-
tételek tehat, amelyek a minimum fennillisihoz sziikségesek, sziikségesek
a Hamilton—Jacobi egyenlet fennilldsihoz is. Tehdt mid6n a minimum
biztositisdra szolgdlé feltételeket elhallgattuk, éppen azon foltételek egy
részét hallgattuk el, amelyek a két differencidlegyenlet kozotti kapcsolatot
létesitik. Tovébbiakban azon foltételeket fogom keresni, mely foltételek
mellett a Hamilton—Jacobi egyenlet a Newton egyenletbdl kézvetleniil le-
vezethetS. E feladat megolddsanak kettds jelent8sége van:
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a) E foltételek birtokdban kézvetleniil ldtszik a szdmoldsi ldnc els6
és utols6 szeme kozotti kapesolat, ;

b) Azon foltételek, amelyek mellett a Hamilton—Jacobi egyenlet a
Newton egyenletbél levezethetd elégségesek kell legyenek a minimum b1’z—
tositdsdra is, tehat lehetévé valik, hogy az egész tétellancolatot egy mis,
formalizmustél mentes médon rendszerezzik. ‘ ptal

Hogy Kkitlizott problémdnkat megoldhassuk, felelniink kell el8szér a
kovetkez6 kérdésre: mennyiben dltalinosabb a Hamilton— Jacobi egyenlet
a Newton-féle mozgdsegyenletnél? !

A Newton egyenlet altalunk ismert legdltalanosabb k[ass?ﬂfus mecha-
nikai mozgisegyenlet, mely egyetlen szabad témegpont mozgédsit le tudja

irni, amennyiben a tomegpontra hatdé erét [K.(x, vy, z, t), i,.:.l’ 25 3|
€s a tomegpontnak egy t-idépontbeli 4. n. kezdeti Allapothatarozéit ismerem:
ha t=ty, mi=a!, p=p!, i=1,2,3" (1)
Probléménk megolddsit (a pilyaegyenleteket) ekkor az
i O e s ) =198 @)

e Lo dt

differencidlegyenletrendszernek el6bbi kezdéfoltételeket kielégitdé megolddsa
szolgiltatja. '
A Hamilton—Jacobi egyenlet ezzel szemben .116111(:5&%{ ngt_:tle-n kezdeti
dllapotra, hanem a kezdeti allapotok egy folytonos sokasagam, is meg tudja
oldani a mozgisi problémdit. Hogy azt a legaltalinosabb problémat, amelyet
a Hamilton—Jacobi egyenlet alapjdn meg tudunk oldani megfogalmazzuk,
be kell vezessink néhiny fogalmat. ElGszor édllapodjunk meg abban, h,ogy
mivel az eré az id6tdl figg, célszerii a mozgdst matematikailag E:g'y négy-
dimenzids térben tirgyalni. Negyedik koordindtdnak vessziik az id6t: x =t.
Ezen térrél feltételezziik, hogy euklidesi. Mikozben a témegpont mozog,
annak ,helyét” a négydimenzids terihllcbe,?, 1'epreze}1talq pont egy, g(:'-rhet
4. n. palyagorbét ir le. Az egyes kezdeti dllapothatirozék legyenek hdrom
paraméter fliggvényei:
QU:J:Q:;] (Nljug,ug}, ?:=1,2,0,4‘ (3)
pi =pi Uy 2y yug), 1=1

Bzen kezd8 hely, illetve impulzusfiiggvények alapjan minden egyes =z
koordindtikkal rendelkez6 kezdé helyértékhez a (2) egyenlet alapjin hozzd
tudunk rendelni egy pilyagérbét a négy dimen‘ziés tertinkben. A (3) ’afattl
kezdofoltételeket figyelmesebben megnézve, latjuk, hogy ?bban_ 2 har’om~
dimenziés impulzus komponensei vannak megadva. A mozgast mi egy négy-
dimenziés térben vizsgdljuk, mely térben természetesen  az nnpulzu?n.ak
négy komponense kell hogy legyen. Ezen vektor elsé hirom komponensének
vegyik a hiromdimenziés impulzusvektor hirom lfom’ponenset. De a [nei
gyedik komponensrdl is tudunk valamit: a pédlyagérbék a kezdeti hellye

*) Tovébbiakban a, 4, 2, px, py, p- helyett gyakran fogom a kivettez6 jeltlést hasz-

nalni; x;, pi, ha =1, 2, 3.

n—
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és a haromdimenziés impulzussal egyértelmien meg vannak hatdrozva.
Nyilvdanvalé tehat: az impulzus negyedik komponense figgvénye kell legyen
a helynek és a hirom elsé impulzuskomponensnek és ezen negyedik kom-
ponens a Newton-egyenletek alapjan meghatirozhaté. A negyedik kompo-
nenst azdltal hatdrozzuk meg, hogy kikotjik: dlljon red egy a (2) alatti
egyenletekhez hasonlé egyenlet: '

dyp
dL,: =K, (I', My &, i) E
Ezen negyedik komponens csak akkor hatdrozhaté meg a Newton-egyenlet
alapjan, ha a kiilsé erd potencidlbél szirmazik, azaz létezik egy olyan
V =V (x, y, 2, t) skaldris fiiggvény, amelyre 4ll:

K; = —grad; V(z, v, 2,¢), 1=1,2,8. (4)
Ekkor ugyanis a Newton-egyenletekb8l azonnal kapjuk: ‘
: d [ 1 ] oV
LS e 2 a2 ? F _—
dt [ZJn(p'+p2+p“)+\J at’

mely egyenlet alakja teljesen hasonlé a fentihez. A zdréjelben 1évé ki-
fejezés negativja lesz az impulzus negyedik komponense és —H-val jeloljiik:

piEo s
Z,.4=_H=_( +f’-+7L+v)- )
2m
_ Miutan' potencidlbél szdrmazd kiilsé er6tér esetében megtaldltuk az
impulzus negyedik komponensét megnevezhetjilk azon mésik foltételt amely-
?e%{ tfi-I]esii]és-e esetében a Hamilton-Jacobi egyenlet alkalmazhaté. Ezen
oltétel :
Két kiilonb6zo  kezdeti helyhex tartoxé pilyagérbe sobasem metszi
egymdst. Ekkor a palyagorbék
. d‘ka) a négydimenzids teret, vagy annak egy, részét folytonosan be-
edik,
b) minden egyes x, v, z, t ponthoz egy és csakis egy impulzusvektort
rendelnek hozza.
Tehit egyrészt
;.",:=p;(n:,y,z, 7): ?:='1525 8y, ¢
mdsrészt, mivel pilyagorbék nem metszik egymadst
ot p = O

_];%kkor tehdt létezik egy S(x, y, z, t) fiiggvény amelynek gradiense egyenlé
p-vel:
pi=grad; S (z, y,2,1), 1=1,2,38, 4. (6)

punek, py, Py, py-nak ezen értékeit (5)-be helyettesitve azonnal megkapjuk
a Hamilton-Jacobi differencidlegyenletet:

1
Sit5— (8248 +82)+V =0, 7

| —
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Osszefoglalva az eddigieket kimondhatjuk: a Hamilton-Jacobi egyenlet al-
kalmazhat6, ha az er6 potencidlbél szdrmazik és a kiilonboz6 kezdet
helyekhez tartoz6 pilyagorbék mem metszik egymdst.

2. Ax S figgvény geometriai jelentése.

Vizsgiljuk az S fiiggvény megviltozdsit a tér x, y, z, t pontjan 4tha-
lad6 pélyagorbe mentén:

ds =S, dx+S, dy+S; dz+5; dt .
Mivel palyagérbe mentén: ;

"‘ndr:s:i:di,-- -,St='—I'I,
irhatjuk: . )
ds = [; (82482 457) ﬁv] it

m
TJeloljik az -2%7% (pi+pidpl) —V kifejezést L (¢, x;, pi)-vel. Ekkor
dS=1Ldt, (8)
hol L-be a pilya menti adatok helyettesitendék. Mindkét oldalt t szerint

integrélva, kapjuk
1o
8, — Sy =fmz ;s 9
1y

"T'ehat a kinetikus potencidl (L) id8 szerinti integrdlja palyagorbe két pontja
kozott, egyenlé a két ponthoz tartozé S érték kiillonbségével.

3. A Hamilton-Jacobi egyenlet alkalmazbhatésigihoz sziikséges joltétel
teljesitése.

Az elézékben kimondottuk azon mozgédssal kapesolatos foltételeket
amelyek teljesiilése esetében a H. J. egyenlet alkalmazhaté. Mi éltal biz-
tosithaté ezen foltételek teljestlése? Mi folétt rendelkezhetiink mi a kiilsé
eréteren kiviil? A kezdeti dllapotfiiggvények folstt. Nekiink tehdt a kezdeti
allapotfiiggvények alkalmas megvilasztdsdval kell a mdsodik létezési £6l-
tételt biztositanunk. Mint littuk a H. J. egyenlet létezése szorosan osszefiigg
az S fiiggvény létezésével, tehit ezen egyenletink akkor alkalmazhaté, ha
a kezdeti allapotfiiggvények alapjin egyértelmiien meg tudjuk hatdrozni
az S fiiggvényt. Matematikailag igazolhat6, hogy ennek foltétele az, hogy a

o da® 4 py dy® 4 pg dz0 — HO 10 -(9)

kifejezés totalis differencidl legyen. Ez a féltétele annak, hogy a meg-

adott kezdeti illapothatirozéfiiggvények mellett a H. J. egyenletnek legyen

megolddsa, ez tehit egytttal azon foéltétel, amelynek teljesiilése esetében

differenciilegyenletiink alkalmazhatésdgihoz sziikséges b) foltétel teljestil.
4. A Hamilton-Jacobi egyenlet alkalmazdsa, arra az esetre middn a

kexdeti dllapotfiiggvények harommdl kisebb szdmi paramélertol fiiggenek.
Ekkor

=z (w), pi=piw) i=12314, j<3 (10)
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Bz esetben a H. J. egyenlet alkalmazhatésdganak féltétele, hogy exisztiljanak
olyan hdrom paramétertsl figgs kezds allapotfiiggvények, amelyek Fenti
(10) alatti foltételeket specidlis esetként tartalmazzik és amelyekre 4ll a (9)
alatti -foltétel.

a) Kezdeti illapotfiggvények két paramétertsl figgenek. Bz az eset
kiléndsen akkor bir igen nagy fontossiggal, midén az impulzus negyedik
komponense csakis a negyedik helykoordinattél, az id6tsl fiigg. Ekkor:

dS = p, dax—+p, dy+p, dz — H(t) dt .

Mivel dS totdlis differencidl, py, Py, p. csakis x, y és z liggvényei,
Misrészt jobboldali utolsé tagot S-be beleolvasztva kapunk egy
W(x, y, z) fiiggvényt amelyre all:

AW = p, dxe~+p, dy+p, dz . (11)

Abban a specidlis esetben midén H az id6t6l sem fiigg, vagyis H—F —
dllandé, W és S kozdtt a kovetkezs osszefiiggés all fenn:

S =W — E t

Mivel a W fiiggvény csak x, y, z-t6l figg ez esetben nem célszeri a
problémat matematikailag a négydimenziés térben tirgyalni. Ez esetben

sokkal célszeriibb a mozgdst matematikailag hdromdimenziés teriinkben

vizsgdlni. Mi ezen eset geometriai jelentése?

A kezdeti helyek egy feliletet alkotnak. A kezdeti feliilet minden
cgyes pontjahoz megadunk egy t kezdeti idSpontértéket és egy kezdeti
impulzusvektort. Eziltal minden kezdeti helyhez egy pélyagorbét rendel-
hetiink hozzd a Newton-egyenlet alapjin. Kiilénbszé kezd6helyekhez tar-
tozé pilyagorbéknek nincsenek kozos pontjaik. Ezt a kezdeti feltételek 4ltal
biztositjuk. Kikétjik ugyanis, hogy

pe dx® + py dy® + p; dz° . (12)

totdlis differencidl legyen. A W fiiggvény geometriai jelentése: a hirom-

dimenziés val6di pdlya mentén elmozdulva:
dW = 2 T dt.

Azon esetben midén H—E—illandé a Hamilton-Jacobi egyenlet ké-
vetkezbképen irhaté:
1

2m

(gradW)? 4+ V = E.

M¢ég egy utolsé megjegyzés ezzel az esettel kapcsolatban. A Hamilton-
Jacobi egyenlet egytittal a kezdd felillet mozgdsat is leirja. Abban a spe-
cidlis esetben midon a (12) alatti kifejezés egyenlé zérussal, més szavakkal,
ha a kezdéimpulzusok merélegesek a kezdéfoliiletre és a kezdéfeliilet min-
den egyes pontjihoz ugyanazt a t id6pillanatot rendeljik hozza a palya-
gorbék a W(x, y, z) =const feliiletek ortogonilis trajektoridi. E—const
esetben pedig ezck azok a feliletek amelyekbe a t0 idépillanatbeli kezdéfe-

o

lillet a késobbi t=—4llandé id8pillanatokban atmegy.
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b) Kezdeti fiiggvények egyetlen paraméter figgvényei. Bz az eset
fizikailag csak akkor bir jelentdséggel midén az els6 hirom helykoordinata
kozil valamelyik a mozgds folyaman 4llandé, techidt amikor a mozgas
sikban térténik. ‘

c) Sokkal érdekesebb annak az esetnek a tdrgyaldsa mikor egyetlen
kezdeti dllapotra akarjuk megoldani a IH.J. egyenletet. A kezdeti értékek
ugyanis egy differencidlegyenletrendszer, nem pedig egy elsérendl par-
cidlis differencidlegyenlet kezd6fsltételei. Ezen pont elején kimondott al-
kalmazhatésigi feltétel azonban erre az esetre is érvényes. Tudok taldlni
végtelen sok kezdeti dllapothatdrozéfiggvényeket amelyekre (9) foltételek
teljesilnek. A kezdeti 4llapotfiiggvényck mindegyikéhez tartozik ekkor a
Hamilton-Jacobi egyenletnek egy S*(x,y,zt) megolddsa. Ezen megoldas
az otdimenzids x, y, %, t, S térben egy feliletet reprezentil. A kezdeti
allapot segitségével a Newton-egyenlet alapjan meghatirozott négydimen-
zi6s palyagérbe menti x, y, z, t értékekre azonban valamennyi S* fiiggvény,
ugyanazt az ért€ket kell felvegye. (U. i S* meghatirozasihoz felhaszndlt
kezd6figgvények tartalmazzdk a kezdeti 4llapothatdrozokat.) Fentiek-
b6l az is kovetkezik, hogy az S* integralfeliletek egy gérbe mentén
érintkeznek egymdssal és ezen gorbe ,,vetiilete® a négydimenzids térben
éppen a pilyagbrbéje a toémegpontnak. Tehdt amennyiben egyetlen
kezdeti dllapotra kivdnjuk megoldani a mozgisi problémit meg kell keres-
nink ezen gorbének differencidlegyenletét amelynek mentén integralfelii-
letek érintkeznek egymdssal. Az ilyen gorbéket a differencidlegyenletek
clméletében karakterisztikus gdrbénck nevezzik. Hogy problémankat meg-
oldhassuk meg kell tchdt keresni a H.J. egyenlet karakterisztikus gorbéi-
nek differencidlegyenleteit €s azokat meg kell oldani az adott kezds-
feltételek mellett. Ezen egyenletek az G. n. kanonikus egyenletek:

dr; oH apy .. dH
i Oy ’ di éx;
Figyelembe véve, hogy a pélya mentén: p; = L; a misodik kanonikus
egyenletcsoportb6l kovetkeznek az Buler-Lagrange féle mozgdsegyenletek.

Fenti megillapitdsainknak még egy érdekes kovetkezménye van. A
hérom paramétertsl figgs kezds Alllapotfiggvények geometriailag egy
kezd6felilletet reprezentdlnak a négydimenziés térben és a kezdéfelilet
minden egyes pontjihoz egy impulzusvektort rendelnek hozzd. A kezds-
feliletet felfoghatjuk, mint egy feliiletsereg burkoléjat. A feliiletsereg
minden egyes tagjihoz lehet taldlni egy impulzusvektorfiggvényt mely
(9)-t kielégiti s mely az érintkezési pontban a megadott impulzus-
ért€ket veszi fel. Ekkor a feliletsereg minden egyes tagjahoz fog tartozni
a H.]. egyenletnek egy megolddsa. Ezen megolddsok mindegyike az &t-
dimenziés teriinkben egy felilletet fog reprezentilni. Ezen feliiletsereg
burkoléfeliiletének egyenlete S=S(x,y,zt) éppen a H. J. differenciilegyen-
letnek a megadott kezds 4llapotfiiggvények melletti megolddsa. Bz nem
egyébb mint az 4. n. Huygens elv, mely kiilonosen akkor szemléletes,
ha ezen pontbeli a) esettel allunk szemben, tehdt amikor probléménkat a
hdrom dimenziés teriinkben tdrgyaljuk,

i=1,23.

e e
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Még emlitsiink meg egy eljardst, mely a pdlyaegyenletek ill. a karak-
terisztikus gorbék meghatdrozdsira igen gyakran hasznélatos akkor, mi-
dén egyetlen kezdeti éllapottal van dolgunk. A karakterisztikus gorbek
egyenletének meghatdrozdsa igen egyszer(i abban az esetben, midén ismer-
jik a H.J. egyenletnek egy 0. n. teljes integraljat:

S=S(x v, 2t a b, c) | const.

hol a, b, c tetszésszerinti 4llandék. A karakterisztikus gorbék egyenleteit
megkapjuk ha képezzitk a kovetkezd egyenleteket

aS d3 43

—== ] —_—=p —_—

da~ "7 b e
hol d, e, f szintén allandék és ezen egyenleteket feloldjuk x, y, z-re. Ekkor

kapjuk: ‘
xi=x;(t, a, b, e, d, e, f) , pe=1.2.3,

Mi ismerjik egy t0 id8pillanatbeli allapothatirozdkat. Ezéltal az a, b, c,
d, e, f allandék egyértelmli meghatdrozdsira éppen hat egyenletiink van.
Ezeket feloldva és a kapott értékeket az x,; flggvényekbe behelyettesitve
nyerjilk a pilyaegyenleteket. _ .

5. A Hamilton-elv. Az 1. pontban emlitettik, hogy a Hamilton-Jacobi
egyenlet alkalmazhatésdgdhoz szikséges foltételek teljesiilése esetében a
Hamilton-elvet mésodik megfogalmazdsiban is ki szabad mondanunk, tehét
a minimum tényleg bekovetkezik. E pontban ezen Allitdsunkat '1gaqu_]ullc.
Tegyiik fel, hogy Hamilton-Jacobi egyenlet alkalmazhaté, vagyis c)’usztal
az S impulzuspotencidl. Ekkor mint tudjuk valésigos palya mentén el-
mozdulva:

das
— — L(t,z,p)=0,
o — Ltz p)
hol p; helyébe a valésigos pilya menti adatokat kell helyettesitentink:
p;=g§£a t=1,2, 3

Tekintsitk pilydnknak egy fix x, y, z, t pontjat. Vegyiik a kovetkezo ki-
fejezést: : ol ; _

F=S.x2+ S,y + S.24+5 — L{t, x:, may) .

Tekintsiik e kifejezésben x, y, és z-ot véltozénak. A valédi pilya mentén

vett értékeire ezen valtozéknak az F a fentiek szerint eltiinik.
(F = O). Hogyan viselkednek az F fiiggvény viltozdink szerinti parcidlis

levezetései a valédi pdlya menti adatok esetében? Figyelembe véve, hogy

valédi palya mentén:

. 05 dL
ML= — ———
(9.’1,‘,; 61,‘,:
Jeapjuk:
ok

oz
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A mdsodik levezetések viszont

a°F

H____msir_ % 1 ha 1 7
dx; dx; 8;=0 ha i=j.

Az F figgvénynek tehdt a valésigos pilya menti értékekre maximuma van.
Maximélis értéke zérus. Nem valésigos pdlya menti adatokra tehét mindig
negativ. Ebbél a ténybo6l aztin azonnal kévetkezik: L id6 szerinti integrélia
valésdgos pilya mentén minimélis. (Bévebben 1, Carathéodory: Geometrische
Optik ¢. mtivében 15, 16. old.).

Itten tegyiink még egy megjegyzést. Egyetlen kezd8 4llapot esetében
kénnyen beldthat6, hogy mindig tudok konstruilni egy S* figgvényt, ameny-
nyiben a kiilsé erStér potencidlbél szdrmazik. M4s szavakkal: a lkanonikus
mozgasegyenletek, a Hamilton-elvb8l levezethetd Lagrange-féle mozgis-
egyenletek csak akkor egyenértékiiek a Newton-féle mozgasegyenlettel ha
kiilsé eré potencidlbél szirmazik és az elBbbick csakis ebben az esetben
hasznilhatok. A minimum is csak ezen esctben kovetkezik be, midén kiilss
erfnek van potencidlja. B megillapitds alapjin felelhetiink egy kérdésre.
Szokdsos a Hamilton elvet a kovetkez8képen kimondani: a tomegpont Ggy
mozog, hogy a kinetikus potencidl id6 szerinti integrilja a valésigos
palya mentén minimdlis. M4s szavakkal a témegpont azt a palydt vi-
lasztja ki maginak mely pilya mentén fenti integrdl minimilis. A tomeg-
pont ezek szerint mint egy gondolkodé lény foghaté fel, mely mozgas
kozben valaszt a szdmdra kindlkozd pélydk kozil. Megéllapithatjuk, hogy
ez a felfogds teljesen helytelen. Ugyanis:

A Hamilton elv akkor és csakis akkor ill, ha a kiilsé erStér potencial-
bél szdrmazik. Ha a kiils6 ertér nem szdrmazik potenciilbél az elv mem
all. A minimum bekévetkezésének oka tehdt nem a témegpontban, hanem
a kiils6 kortilményekben keresendd.

A Hamilton elv tehat igy fogalmazhaté meg: amennyiben a kiilsé
erotér potencidlbdl szarmazik a kiils§ kérilmények olymédon determindl-
jdk a tomegpont mozgdsit, hogy pélydjira cgy bizonyos geometriai termé-
szetll allitds fenndll: a kinetikus potencidl idé szerinti integrilja valo-
sdgos palya mentén minimilis,

6. Altalinos koordinitik. Ezen tirgyaldsméddal szemben egy ellen-
vetés tehetd: tdrgyaldsainkat csak derékszogl koordindtarendszerben vé-
geztik. Hogyan irhaték 4t a cartesiusi koordindtarendszerre kapott egyen-
leteink 4ltalanos gorbevonald koordinitarendszerre vonatkozé egyenletekre?
Egyenleteink 4dtirdasira a Newton egyenlet nem alkalmas, mert vektoregyenlet
lévén alakra nézve mem invaridns a koordinatatranszformaciékkal szem-
ben. Erre a célra igen alkalmasnak ldtszik a Hamilton elv, mdsrészt a
kovetkezd dsszefliggéstink:

as = p, dx+p, dy+p, dz— H di . (13)

Ezen Osszetiiggés ugyanis éppen gy mint a Hamilton elv alakra nézve
invaridns a koordinatatranszformdciokkal szemben, mésrészt 1étezésiik egybe
van kapcsolva a H. ]J. egyenlet létezésével, tehit annak létezési foltételeit
magukba foglaljik. Mi fenti egyenletre fogjuk végezni meggondoldsainkat.

Studii gi cercetdri — 4

—
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Uj koordindtdkat legdltalinosabban a kovetkez8 egyenletek alapjin

vezethetiink be:
XTi= X (-‘j_,') ’b,j= 1,23, 4.

A gyakorlatban azonban x,-et 4ltaldban nem szokds transzformalni, Ggyhogy
ez esetben transzformiciés egyenleteink:

x?zx*(f:q_})a ’i17:]12,3

Bzen egyenletekt6l megkivanjuk ,hogy az x, y, z koordindték terét képezzék
le kolesondsen és egyértelmiien a q,, ¢, qs koordinitik terére.

Az S(x,y,z,t) figgvénybél transformécié utdn kapunk egy S(qy, s, g, t)
figgvényt. Végezziik el a (13) egyenlet jobboldalin is a transzforméciét.
Kapjuk:

ds (G2, 92,43, 1) =El d{h‘l‘;z fz‘]?‘l‘;s dqs — Hdt .
Ezen 4j S figgvényre all:

d8. -~ db e _ 488 ~ a8 T e
o L Iz ey ok dgs gl g + 2m [1)1"'}72'“}'1)3] V=4

A Hamilton-Jacobi egyenlet alakja tehdt ugyanaz marad, kévetkezésképen
a Hamilton-elv, kanonikus egyenletek, Lagrange-féle mozgdsegyenletek alak-
ra ugyanazok e viltozdk esetében is mint derékszégli koordinatdk esetében.
Altalinos koordindtik esetében latjuk, hogy p; nem ardnyos .y,--ai. Ez az
egy lényegtelen kiilonbség mutatkozik e koordinitik esetében a derék-
sz0gli koordindtarendszerben érvényes kifejezéssel szemben,

E pontban mondottakat 8sszefoglalva kimondhatjuk: az a tény, hogy
elészor derékszogli koordindtarendszerben 4llapitottuk meg egyenleteinket
nem megy az dltaldnossdg rovédsira. Az altaldnos koordindtik bevezetésének
csak matematikai haszna van, egy szdmunkra nézve megszokott koordindta-
rendszerr6l Attérink egy Gj rendszerre, mely rendszerben a probléma
matematikai megoldisa kénnyebbé vilik.

Megjegyzés. Probléminknak a négydimenziés térben valé tirgyaldsa
nem sziikségszeri. Hirom dimenzids térben valé tirgyaldsnil a Hamilton-
Jacobi egyenletet azon féltevés alapjin kapjuk a Newton egyenlethsl, hogy
kiils er6 potencidlb6l szdrmazik, valamint létezik impulzuspotencial:

=1,2,3

=1,23.

Ezen 0Osszefiiggéseket Newton egyenletbe helyettesitve azonnal kapjuk a
H. J. egyenletet. o

Figyelembe véve ugyanis, hogy p x, y, z és t-nek a fiiggvénye a Newton
egyenletbdl kapjuk:

K= — grad; V(x, v, 2, 1)

1
p; = grad; S(x, y, 2, 1) )

e,
o ~+}-orad

2 1 [-—» =Y
S Vom m

p, rot ]?] =—grad; V.

Figyelembe véve,K misrészt, hogy p;= grad; S(x,y,2,t), i = 1, 2, 3 ezen
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egyenletbél nyerjik:

05 ; 1 :
grad; [ — + — (¥SPP-V|=0 1=1,2,3.
g o T o5, (V5P ,
A gradiens alatti kifejezés ,tehdt csakis tnek a figgvénye. Ezen t tigg-
vényt S-be beleolvasztva nyerjiik az 4. n. Hamilton-Jacobi egyenletet.
A kovetkez6 részben tdrgyaldsainkat a hdromdimenziés koordindta-
rendszerre vonatkozéan fogjuk végezni,

II. RESZ
Kényszert viselé témegpont esetére vonatkozé megjegyzések

1. Az el6z6 részben igyekeztiink szabad tomegpont mozgésira vonatkozé
egyenleteknek egy 0] rendszerezését megadni. Ezen részben el6szor kii-
16nboz6 szerzék (Jourdain, Landau, Lifsitz, Nordheim, Réthy, Suslov) ered-
ményeit felhasznilva egy helyes tdrgyaldsit adom a probléminak, majd
¢ tdrgyalds alapjin igyekezni fogok egyes még meg mem oldott problé-
mékra ill. a fejlédés folyamdn felmeriilt kérdésckre valaszt adni, ameny-
nyiben az eddigi a kényszerekkel kapcsolatos kérdésekre adott vilasz
nem lenne kielégits.

A probléma, amelyet meg akarunk oldani, a kévetkezé:

Kerestetnek egy m témegii tomegpont mozgasit leiré egyenletek. Tomeg-
pontnak ismerem kezdeti allapothatdrozéit, ismerem tovabb4d azon kiilsG
erdt, mely a témegpontra hat. Toémegpont ezenkiviil egy kényszernek van
aldvetve, mely kényszer témegpontot csak helyében korltozza. E kéhy-
szer dltaldnos alakja®:

a; (t‘ .I'j) dxi4-b (t, x)dt=10. (1)

Mi okozza a nehézséget ¢ probléma megolddsdndl. Az, hogy a Newton-
egyenlet nem érvényes kényszer esetében. A Newton egyenletet tehat vagy
el kell vetniink, vagy gy kell médositanunk ill. kiegésziteniink, hogy lkény-
szer esctére is alkalmazhaté legyen. A probléma megolddsara a mechani-
kdban két Gt hasznélatos:

a) A Newton egyenlet kényszer esetében nem érvényes. Itt hasonlé
nehézséggel dllunk szemben, mint relativ mozgds esetében. Relativ mozgas
csetében sem érvényes a mem tehetetlenségi rendszerekben a Newton egyen-
let, de megmenthetd azdltal, hogy a jobboldalon 4ll6 ershdz még bizonyos
latszateréket adunk hozzd. Kényszer esetében helyettesitheté-e a kényszer
erbvel? Axiomatikusan ki szokds mondani: Surlédistalan kényszer esetében
a kémyszer erivel helyettesithets. Mds szavakkal: surléddstalan kényszer
esetében a Newton egyenlet megmenthetd olymédon, hogy a jobboldalon
all6 szabadershoz, egy a kényszert helyettesité G. n. kényszererdét adunk
hozza:

1.9,-=K5+K’i, 1=1,2 3. ) @)

* aibé alaku kifejezésel targyalasunkban a, b'-a, b?Fa, b? kifejezést helyettesiti.




59 GABGS ZOLTAN 13

Tovéabbi feladat a kényszererének meghatdrozdsa a kényszeregyenlet és a

kényszer tulajdonsigai segitségével. Elgszor alakitsuk it a kényszeregyenletet.
Tegyiik fel, hogy ismerjilk problémank megolddsit, vagyis a pélya-

egyenleteket :

=12 3.

Ezen pilyaegyenletek problémank megolddsai 1évén identikusan kielégitil

a kényszeregyenletet:

xi=1x;(1),

a; [¢, x; ()] v'4-0 [t , 2 ()] =0, (3)
ahol o' a valédi pdlyamenti sebességvektor i-edik komponense. Tekintsiik
a pélydnak egy t paraméterértékhez tartozé x, y, z pontjat. Vegyiink ezen
pontbél torténé a kényszeregyenletet kielégité el, e2, e komponensekkel
rendelkezé elmozduldst. Ezen elmozduldshoz sziikséges idé legyen et. Mivel
az elmozdulds a pilya egy pontjabél tortént, a kényszernek megfeleléen, 411:

aill, z; (1) e +b[t, x; ()] et = 0. (4)
(3)-bél b-t kifejezve és (4)-be helyettesitve, kapjuk:
ai[t, z;(t)] (¢! —viet) =0. (6)]

Kosstik ki még, hogy elmozdulisunk ne essék a valédi pdlya irdnyidba,
ugyanis akkor (5) identikusan teljesiil.

Hogy a kényszerer6t meghatirozzuk, fel kell haszndlnunk még a
D’Alembert—Fourier—Farkas elvet. Ezen elv szerint:

vagy — Ki-maxd (el —vie) =0, (6)

azaz a kényszereré. 4ltal az ¢ komponenseklcel rendelkezd elmozdulds

mentén végzett munka ugyanakkfora, mint a valésigos pdlya mentén e!

id6é alatt végzett munka. Bzen elv surlédédstalan kényszer esetében All.
Ezen elv felhasznildsival, figyelembe véve, hogy az ¢ elmozduldsunik

Kie¥ = Riuref |

-
tetsz6leges, azonnal kapjuk a K’ erd alalfjat. Még megemlitjiitk, hogy az
¢i—ute! vektort, mely tehat két elmozdulds kiilonbsége virtuilis megval-
tozdsnak nevezziilk, Abban az esetben midén et = 0 a virtudlis megvaltozast
virtudlis elmozdulasnak nevezziik.

b) A mdsodik Gt abban az esetben haszndlhat6, ha a kényszerfoltétel
integralhaté. Ekkor kényszerfsltétel:

(oMYA = ()]

Ez eset geometriai jelentése: a témegpont egy mozgd, avagy egy 4llé felii-
leten kell mozgas kozben tartézkodjon. Ez utébbi eset akkor kovetkezik be,
midén F nem tartalmazza a t-t.

Mit jelent az, hogy a kényszer sirléddsmentes. Azt, hogy a témegpont
a kényszer terében szabadon mozoghat. Tehdt csak fel kell irnunlk a kény-
szer terére €érvényes Newton egyenletet és azt megoldva, problémink meg-
oldhaté. Mint emlitettiik, erre a célra mem célszerli a- Newton egyenletet
alkalmazni, mert az alakra nézve nem invaridns, tehat/ igen nehéz szamo-
lasok lépnek fel. A Newton egyenlet helyett célszer( egy azzal ekvi-
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valens a szabad témegpont mozgdsdra vonatkozé alakra invaridns egyenletet,
vagy elvet felhasznalni. Erre igen alkalmasnak ldtszik a Hamilton elv. A
Hamilton elv viszont csak akkor haszndlhaté, ha kiilsé er6tér potencidlbél
szdrmazik. Eljirds ekkor: a Hamilton elvben szereplé L figgvényben a
transzformdciét elvégezve ezen transzformalt L fiiggvény segitségével ismert
médon kapjuk a mozgasegyenleteket. Mégegyszer kihangsilyozzuk: ezen
eljards csak akkor hasznilbaté, ha kényszer integrilbaté és kiilsb erd
potencialbol szarmazik. "

2. E pontban kimutatjuk, hogy a két eljirds teljesen egyenértékd egy-
missal, a mdsodik eljirdas hasznalhatésdgihoz sziikséges két foltétel telje-
siilése esetében.

Tekintsitk az (‘-elmozdulds végpontjat. E pontot nevezzik a pilya t
idépillanathoz tartozé pontjihoz hozzdrendelt pontnak. A hozzdrendelt pont-
hoz rendeljiik hozzd a t + e* idépontot. Végezziik el ezen eljirdst a pilya
minden egyes pontjara. Igy az el, e?, e3, et a t fliggvényei lesznek:

eV =/ct(f) . 1=1,2,3,4.

Kimutathaté (7), hogy integrdlhaté kényszer esetében el lehet érni, még-
pedig végtelen sokféleképen, hogy a hozzdrendelt pontok osszessége egy
folytonos gorbét, 0. n. varidlt pdlydt alkosson. Ezen palydk mivel az elmoz-
duldsok a kényszert kielégitik, szintén kielégitik a kényszeregyenletet.
Matematikailag megfogalmazva az eddig kimondottakat: integralhaté kény-
szer esetében mindég taldlhaték végtelen sokfélelképen olyan et (¢) figgvé-
nyek, amelyek folytonosak és t szerint folytonosan differencidlhaték. Ameny-
nyiben ezen figgvényektdl megkoveteljiik, hogy abszolut értékben legyenek
clég kicsinyek, akkor ezen fiiggvények az x;(t) és t fiuggvények varidcidinak
tekinthet6k és jogukban 4ll ket 8x, 8y, 8z, df-vel jelolni. Tehdt csakis
integralhald kényszer esetében tekinthettk az e'(t) [figgvények az x;(l)
és t Jiiggvények varidcidinak.

Figyelembe véve, hogy a kiils6 erétér potencidlbdl szdrmazik (6) alatti
differencialis elvink igy irhato:

(maigrad; V) . 3zt — '3 ) =0

Bzen egyenletiink a varidcidszdmitds szabdlyait alkalmazva a kovetkezé
alakra hozhato:

d(pidz' —H)=d(Ldt). (7)
Abban a specidlis esetben pedig, mikor H icsak t-t6l fiigg, irhatjuk:
d (pidx') =8 (2T di) . (&)

Most pedig vessiik fel az 4. n. viltozé hatdrok problémijit. A valtozo6
hatirok problémija (helytelen elnevezés) a kovetkez6: milyen foltételek
kell teljesiiljenek, hogy a varidlt pilya kielégitse a Newton-egyenletet, tehat
maga is egy palyagorbe legyen? Bzen f6ltételt azonnal meg tudjuk adni a
(7) egyenlet alapjan: a varidlt pilya akkor palyagérbe, mas szavaklkal
palydm akkor dgyazhat6 bele palyagérbék sokasigaba, ha a baloldalon 1év6
zaréjelben fellépd kifejezés egy S (x, y, 2z, t) fliggvény varidcidja. Mivel
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egy S fiiggvény esetében a 8 és d miiveletek sorrendje felcserélhets:
3(dS) =38 (Ldy).
Bzen Osszefiiggésiink akkor teljesiil, ha
dSE=t1d e
az S fliggvényre pedig a kovetkezd egyenletek 4llanak:
05 05
S T +H=0.

A valtozé hatirok problémdja erSpotencidl létezése és integrilhatéd
kényszer esetében mindég megoldhat6. Ennek kovetkeztében exisztdl ez eset-
ben mindég egy S figgvény, amelyre 4ll a Hamilton—Jacobi egyenlet. Ennek
kovetkeztében érvényes ez esetben a Hamilton-elv. Ezzel problémankat meg
is oldottuk. Kimutattuk, hogy er6potencidl és integrdlhaté kényszer esetében
a két eljaras egyentértékd.

3. Megjegyzések egyes problémikkal kapcsolatban.

‘a) A mechanikdban a kényszerproblémdkkal kapcsolatos nehézségeket
az 1904-es év elején két szerz6 Réthy és Jourdain igyekeztek megoldani.
A kovetkezd problémakat tizték ki:

1. Mikor varidlandé az id6 az integrdlelvekben?

2. Mi koze a virtudlis elmozduldsnak a varidciészamitishoz?

Tényleg ezek azok a kérdések, amelyekre nem ismerve a vilaszt, igen
nagy nehézségekbe ttkozhetiink. Bzekre a kérdésekre azonban fenti szerzék
nem tudnak kielégit6 vdlaszt adni. Miért? Azért, mert a problémdkat til
formdlisan kezelték, kapott eredményeiket nem értékelték ki fizikai &s
geometriai szempontbél. Nézziik csak, milyen kérdésekre nem tudtak vélaszt
adni, vagy milyen kérdésekre adtak helytelen vdlaszt. Ldssuk el8szor is
mi a gondolatmenetiik: a kényszer teszi sziikségessé a virtudlis megvaltozds
fogalmdnak bevezetését. Az integdlhatd kényszer alakja:

Ela v 00

Keressiik azt a varidciés operatort, amelyet az T figgvényre alkal-
mazva, ezen operdtorra nézve B gy viselkedik, mintha t-t nem tartalmazna.
Ilymédon eljutnak a virtudlis elmozduldsnak két kifejezéséhez, az 4. n.
Voss és az 0. n. Hélder féle alakokhoz:

Sux;=3x;—a{';3£ § 3*3:;:33:—%;33&

Térgyaldsuk alapjin azonban nem tudjik eldonteni, hogy melyik alak
tekintendé a virtudlis elmozdulds kifejezésének. A virtudlis elmozduldsnalk
a matematikai varidcidval valé kapcsolatdnak integrilhaté kényszer eseté-
ben ‘érvényes alakjit aztin kiterjesztik a nem integrilhaté kényszer ese-
tére is.

Most pedig emlitsiik meg, hogy mi volt a céljuk ezen szerzéknek akkor,
midén az integralelvekben az id6t varidltdk? Az id6 varidldsa 4ltal 4ltald-
nosabb mozgésegyenleteket kivantak megkapni. Mint késsbb emliteni fogjuk
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az id6nek az elvekben val6 varidldsa Gtjdn egydltaldn nem kapunk 4ltald-
nosabb ‘mozgdsegyenleteket. Az id8 varidlisinak egészen mds célja
van, az id6 varidldsa mds okok muatt célszer(i. Megjegyezzilk még, hogy
az integrdlok varidldsakor fellépett a virtuilis elmozduldsnak Voss-féle
alakja.

Mint 14tjuk, hibdja eljdrdsuknak, hogy formdlis szdmoldsok révén
kivdnnak megfelelni ‘az egyes kérdésekre, mem vizsgdljik a problémit a
mozgdssal kapcsolatban, az egész kérdést mint egy matematikai kérdést
fogjak fel.

A fenti kérdésekre a koévetkezd vilaszt adhatjuk el6bbi tirgyaldsmbd
alapjan:

Miért varidljuk az idét? Az egyes viltozék varidldsinak célja, hogy
egy U. n. varidlt pdlydt konstrudljunk. A valésigos palya varidldsdnak
probléméjindl sokkal 4ltaldnosabb az . n. véltozé hatirok problémdja,
amelyet az el6z8 szakaszban fogalmaztunk meg. Eszerint a viltozé hata-
rok problémdja: kerestetik annak foltétele, hogy a varidlt pilya egy va-
lésdgos pilya legyen. Ez a probléma szorosan Osszefiigg azzal a problémd-
val, amelyet az els§ résben megoldottunk, mikor nem egyetlen kezd&ér-
tékre, hanem a kezd&értékek egy folytonos sokasigara oldottuk meg a
mozgasi problémét, Vegyiink egy az adott kezdé hely és impulzus mellett,
egy azzal szomszédos kezdd helyet amelyhez szintén tartozzék egy kezdeti
impulzus mely keveset kiilonbozik eredetit6l. Bzen kezdeti helyhez tar-
tozzék egy mds kezdeti id6. Ebben az esetben célszeri a kezdeti helyeket
egymdshoz rendelni, az idét kezdetben varidlni. Tehdt, ha oly kezdeti
helyeket vesziink amelyekhez tartozé kezdeti idépontok kiilonboznek egy-
mast6l, akkor az id6t is varidljuk. Ha a kezdeti helyekhez tartozé idé-
pillanatok ugyanazok, nem sziikséges az id6t varidlni. Osszefoglalva tehdt
az itt mondottakat: az id6 varidciéja Gtjin egyiltaldn nem lehet 4ltald-
nosabb mozgisegyenleteket kapni. Az -id6 varidciéjat mds okokbdl célszeri
bevezetni.

Miésodik kérdéssel kapcsolatban csak annyit jegyziink meg, hogy lat-
tuk, hogy az G. n. virtudlis megvaltozasnak, virtudlis elmozduldsnak in-
tegralhaté kényszer esetében van csak koze a yaridcidszdmitdshoz. Meg-
allapithatjuk azt, hogy a Voss és Holder-féle alak teljesen aequivalens egy-
miassal, Bzt a kovetkez6képen ldthatjuk be: littuk, hogy integrilhaté kény-
szer esetében (amennyiben kiilsé erd potencidlbdl szdrmazik), a valédi
pélya beledgyazhat6 kiilonbozé kezdShellyel rendelkezd valédi palydk so-
kasdgdba. E pilyik egyenlete: !

;== a; ({, x0 , Yo , 20) Ge="102 5

Egy palyagorbe mentén x;, y, 2z, allandé és az x; csakis t-tél fligg.

Palyagérbe mentén tehdt x;-knek t szerinti parcidlis és totdlis differen-

cidlja egybeesik. Ezért hasznidltuk mi tdrgyaldsunkban mindkett6 helyett

vi-t. Még meg kell jegyezniink, hogy mit értiink ez esetben dx, 3y, 8> alatt:
8= i (t48¢ , 2080 , Yoty , 20+ 820) — i (£, X0 , Yo 5 20) -

Téargyalasunkb6l az is kovetkezik, hogy nem integrilhaté kényszer
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esetében integrilelveink nem hasznilhaték. Bz a tény kiilénben igen szépen
szemlélhetd Szuszlov: Teoreticseszkaja mechanika c. kényve 362, 363. ol-
dalain megoldott kis probléman. Bzt a tényt azért emlitjik meg, mert
szokds felirni az integrilelveket arra az esetre is midén kényszer nem
integralhaté, Ebben az esetben integrélelvet felirni teljesen hibds, dolog.

A kolozsvdri Bolyai Tudomdnyeqyetem
Iizikai Intézete.
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REZUMAT
Cateva observatii asupra principiilor integrale si diferentiale
ale mecanicii analitice
de
GABOS ZOLTAN

Modul cum se trateazi azi principiile diferentiale si integrale in ca-
zul unui punct material este foarte formal. Cauza este ci la tratarea aces-
tor probleme se folosesc numai rezultatele calculului clasic al variatiilor.
In aceastd lucrare incercim si ddm o noud tratare a problemei folosindu-ne
de rezultatele calculului modern al variatiilor. Tratarea veche nu permite
si vedem care este domeniul de aplicabilitate al unor ecuatii de migcare,
nu vedem care sunt relatiile intre anumite ecuatii de migcare (de exemplu
intre ecuatiile Iui Newton si acelea ale lui Hamilton-Jacobi). Drumul ur-
mat in aceastd lucrare este urmitorul: se cauti conditiile cu ajutorul- cirora
ecuatia lui Hamilton-Jacobi se poate deduce direct din ecuatia lui Newton
i apoi se arati ci aceste conditii sunt suficiente pentru a asigura mini-

<
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mumul integralei care intervine in principiul lui Hamiltuon.’{n partea a
doua ne ocupim de miscarea punctului material cu legituri. Ciutim si
ardtim ci in cazul cdnd conditiile de legiturd nu sunt mtc;gr.abile, d.ep]a.szlrea.
virtuald nu poate fi consideratd in niciun caz ca o variatic matematica gi
in acest caz nu este permis si 'deducem din principiile diferentiale prin-
cipiile integrale. Pe langi aceasta aritim foarte elementar care este legi-
tura dintre definitia fizica §i cea matematici a curbelor caracteristice. In
al .doilea tind dim o formulare clard a asa numitei ,,probleme a variatiei
limitelor™,

Instituiul de Fizicd
al Universitilii Bolyai, Cluj.

KRPATROE COIEPHAHNE
0() IIHT('}T]Z)%LJ]BH[J,\ 1 ,mlbepeuuua.ﬂbumx IIPIIHIJ,HII.{LX ANAJUTIYCCKOIT MEeXadoHKIL,
Tadom BojaTan.

CospemenBElil  c110¢00 pPaspadoTkn  IHOEPCHIUATLHEIX I MHTErPAJIbHLIX
HPIHIUIOB [IPI 0LH0H MATEpHaJbHON uacTuUe — OUeHb dOpMalied.

Hpuuunoii asaseTes To 00cTOATENLCTBO, YTO IIPH PEIIEHHM 3THX Bajau
NPUMEHAIOTES TOMBKO JIMIDL PEsyIbTaTHL KIACCUTCCKOr0 BRIUMCICHIS BAPUALMIIL.

B HACTOHIEM OUCDKE MBI ILITAGMCs JATL HOBHL COCO0 Pemeni sa,1aum,
IIOJ'[BHYHGB ]JBBYJTLT&T&MI‘I coBpeMeHHaro BEIUMCTIC IS B{L])HH.IEHEI.

Ipewumit ¢nocol pemenns He MOIBOJSIET YCTAHOBUTH 0GJacTh INPHMCHE-
HOf HEKOTOPHX ypasHEHUil IBIKGHHA, ue BIIAM OTHONICHNIl Me#my HeKOTo-
PHIMI ypaBHEHHSMI JIBIDKEHHS (maupmMep, Mexyy ypaBuenmsnm Howotona u
TasnnsTona-drodi).

HacTosmuit ogepr mIET 10 CJIELYIOMEMY ILYTH : MM YCNOBIA NP 10-
MOTILM KOTOpEIX ypasrenue IaMmipTona-flkodm yoker OHTBH HETLOCPCCTBEHHEO
BBIBEIGHO U3 ypaBHEHHA H]JIOTO!_I‘J, 3aTeM yRadnlBacTCs, UTO STH YCJOBHA JTOC-
TATOUHKL JUJI1 OOECHEUCHIS MHHHMyMa HuTerpalia Bxojamiero B mpmunmn [a-
MILJILTOLA. 5

Bo BTO])OI':'[ YACTH MLI 3aHATHL IBIRCHISM MaTepHalIbHO YaeTHIhE L‘-O’BBH—
39MM. CTH-_'[JEI.GMGH JOEa3aTh, uTO B CIYYaeC, ecJim YGHOEHJI CBA3M HE MOryT OBITDL
HHTGI‘I)HDOBHHH, BﬂpTYﬂJIbHO(’. ]IGPG,TI:BI‘[?KQHHG HII B KOEM C—.Hy‘lae HEG MOEET cun-
TATHCA MATEMATHYECROI Bapuammei I B 3TOM cliyuae HeJbas BLIBOIUTH IHTE-
rpaJIbHEIX TPHHIAIOB O3 JHOePeHIaIbHEIX. :

[px aTOM, 2NIEMEHTApPHO YKARKBAEM Ha CBfIL XapPAKTEPHLIX KPHUBHX, CY-
IILEGTBYIOH_LYIO MELRJLY ®H3HUECHKIM OII'[JGJ[EHGHBM n BI{LTGB[H{TH‘]CGI&HM.

3aTeM JaiM fCHYI0 ®GOPMYJIHPOBRY Tak HASTIBACMOIL ,IIPOGIEMEL Bapita-
1L PPAHTI’.
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RESUME
Quelques observations sur les prineipes intégraux et différentiels de la
mécanique analytique

par
GABOS ZOLTAN

La maniére dont il est traité aujourd’hui des principes différentiels
et intégraux dans le cas d'un point matériel est extrémement formelle.
La raison en est que, dans I'étude de ces problémes, on n’utilise que les
résultats du calcul classique des variations. Dans le présent travail nous
tentons d'exposer une nouvelle maniére de traiter le probléme en nous
servant des résultats du calcul moderne des variations. L’ancienjne ma-
ni¢re ne permet pas de voir quel est le domaine d’applicabilité de cer-
taines équations de mouvement, on ne voit pas quelles sont les relations
entre certaines équations de mouvement (par exemple entre les équa-
tions de Newton et celles de Hamilton-Jacobi). La voie suivie dans ce tra-
vail est la suivante: on recherche 2 quelles conditions I'équation de
Hamilton-Jacobi peut étre déduite directement de I’équation de Newton,
puis lon montre que ces conditions sont suffisantes pour assurer le
minimum de lintégrale qui intervient dans le principe de Hamilton. Dangs
la seconde partic nous nous occupons du mouvement d'un point matéricl
soumis a des liaisons. Nous tichons de montrer que, dans le cas ol les
conditions de liaison me sont pas intégrables, le déplacement virtuel ne
peut étre en aucun cas considéré comme une variation mathématique et
qu'en ce cas il n'est pas permis de déduire des principes différenticls les
principes intégraux. Nous montrons en outre sommairement quelle est
la’ relation entre la définition physique et la définition mathématique des
courbes caractéristiques. En second lieu, nous donnons un énoncé clair
du probléme dit ,,probléme de la variation des limites®.




