ASUPRA NOTIUNII DE FUNCTIE CONVEXA FATA
DE O MULTIME DE FUNCTII INTERPOLATOARE

DE

ELENA MOLDOVAN

Prezenta lucrare urmdreste sd aducd o contributie la studiul notiunii de functie
convexa si al unor generaliziri ale ei. Ideea clasicd de functie convexd este legatd
de citeva ecuatii functionale importante si de interpolarea prin polinoame. in
studiul functiilor convexe de ordin superior un rol fundamental il au propri-
etitile diferentelor divizate. Functia f(x), definitd pe o multime liniard E, se
zice convexd, neconcavid, polinomiald, neconvexd respectiv concavd de ordinul n,
dacd [x;, Xpseees Xnyo3 ]l >=,=,=, <0, oricare ar fi punctele distincte
X1, Xgseees Xnpa ale multimii E. Aici n poate lua valorile —1,0, 1,2,..., iar
multimea E contine cel putin » - 2 puncte. Aceastd definitie a fost datid de
T. Popoviciu [19]. Ea conduce la studiul comportérii functiilor definite pe
E, fati de multimea polinoamelor de grad cel mult egal cu n (vezi formula (39)).
Este firesc deci sd ne propunem a da o definitie analoagd, inlocuind multimea
polinoamelor de grad cel mult egal cu n, cu o altd multime de functii care are
proprietdti asemindtoare. In acest scop am considerat multimile interpolatoare
de un ordin dat n, in sensul definitiei I din lucrarea de fatd. Multimile de
functii interpolatoare au mai fost studiate de I. S. Pinsker [I4], M. 1.
Morozov [11], S. F. Paskovski [I12] si V. N. Burov [4]. O primi
extindere a notiunii de functie convexd fati de o multime F depinzind de doi
parametri a fost dati de E. F. Bekenbach [3]. L. Tornheim [29]
di o definitie bazatdi pe notiunea de functie n-valenti. In Iucrarea de fata,
prin introducerea functionalei D [F,; X, Xg,.u, Xnt1; f1, am dat o definitie
mai generald a functiilor de ordinul n fati de mul{imea &, de tipul I, [a, b]*).
In stabilirea proprietifilor acestor functii ne-am bazat pe citeva teoreme de
medie (teoremele 7 si 13). Teoremele 7 si 13 nu sint cunoscute in literatura
matematicd. Teorema 9, care de asemenea e noud, are la bazi o proprietate
analoagd diferentelor divizate. Pe baza teoremei 14, rezultd ca un caz parti-

*) Vezi definitia 1 din prezenta lucrare.
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definitia convexitdtii dupd L. Tornheim. Asupra multimilor de functii
imterpolatoare care intervin nu se face ipoteza liniarititii.

In capitolul I se di un criteriu de liniaritate. Capitolul II din lucrare contine
si citeva proprietiti de descompunere ale multimii de definitie a unei functii de
ordinul » fati de o multime de tipul 7, [a, b]. Ca o aplicatie se di o generalizare
a unei cunoscute teoreme a lvi V. A. Markoff [7].

Introducerea notiunii de spic interpolator al unei multimi &, permite gisirea
mai multor proprietdfi noi; unele din acestea au la bazi o proprietate impor-
tantd pe care o are o multime F, de tipul I, [a, b] : orice submultime de functii
egal mérginite pe [, b] a multimii &, , este compactd *).

Capitolul IIT din lucrare este consacrat inegalititilor diferentiale care carac-
terizeazd functiile de ordinul » fatd de multimea integralelor unei ecuatii dife-
rentiale de tipul J, [a, b] (vezi definitia 13). Aceste inegalititi se aplici apoi
la studiul problemei. polilocale, pentru ecuatii diferentiale ordinare. Fle explicd
in acelasi timp citeva criterii clasice de unicitate pentru problema bilocali pentru
ecuafii diferentiale de ordinul al doilea, ca spre exemplu cele date de Ch. de la
Vallée Poussin [24], Scorza-Dragoni [27], V. N. Babkin [2].
Inegalitatile diferentiale gdsite au condus la o generalizare a metodei de integrare
numericd a lui Ciaplighin [28]. Ideea de a lega notiunea de convexitate de problemele
calitative ale teoriei ecuatiilor diferentiale n-am gisit-o la alti autori.

In capitolul IV din lucrare se urmdreste gdsirea citorva rezultate privitoare
la cea mai bund aproximatie in sensul Ivi P. L. Cebisev. Aici se trateazi in
special cea mai bund aproximatie a functiilor de ordinul # fati de &,. Dupa
cum era de asteptat, aici apar deosebiri esentiale de la o multime interpola-
toare la alta. Dupd cum rezultd din paragraful 2 al capitolului TV, nici multimile
liniare de tipul /. [a, b], nu se comporti toate la fel in privinta proprietitilor de
cea mai bund aproximatie. Capitolul IV se incheie cu o aplicatie a teoremei Iui
dela Vallée Poussin, careconduce la gisirea unei noi teoreme de tip Helly.

In capitolul V am dat o noud teoremi de medie referitoare la functionale
continue definite pe mulfimea functiilor continue pe un interval [a, b]. Aceastia
teoremd de medie confine ca un caz particular o teoremi dati de T. Pop o-
viciu [21], care std la baza teoriei structurii restului in procedeele de apro-
ximare ale analizei. Noua teoremi conduce la studiul restului in procedeele de
Integrare numericd a ecuatiilor diferentiale.

CAPITOLUL 1

§ 1. INTRODUCERE IN STUDIUL MULTIMILOR INTERPOLATOARE
DE FUNCTII

1. Definitia 1. Multimea &, de functii reale, de o variabili reald, definite
pe o multime liniard E, spunem cd este interpolatoare de ordinul n pe multimea E,
dacd sint indeplinite urmdtoarele conditii :

A. elementele multimii &, sint functii continue pe mulfimea E ;

*) Din aceasti proprietate rezultd, de exemplu, in cazul cind functiile din &p sint
derivabile, existenta unui interval de contractie pentru teorema lui Rolle. Aceastd proprie-
tate am studiat-o intr-o altd lucrare.
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B. oricare ar fi sistemul de n puncte distincte ale multimii E
Kopw Xgas,wm. oy (1)
si oricare ar fi numerele
Yis Vaseess ¥n, (2)

existd in multimea F, o funcfie si una singurd ¢ (x), care satisface relatiile de
egalitate

@)=y, i=12,...,n 3)

Pentru simplificarea limbajului, o mulfime interpolatoare de ordin}ll n pe
E, o vom mai numi si mul{ime de tipul [, {E£}. In particular, E poate si fie un
interval inchis [, b] sau un interval deschis (a, b), semideschis (a, b] sau [a, b).
Tipul corespunzitor se va nota I, [a, b] sau I, (a, b), In(a, b] respectiv {n [a, b_).

Functia ¢ (x) € F,, care satisface conditiile (3) din definitia 1, o notdm prin
simbolul

LTy Xy, Xy sveny Xt Vi Vouwe Vel X

sau, pentru a pune in evidentd faptul ci numerele (2) sint valorile l.lm’:i func;lii
f(x) definite pe punctele (1), f(x;)=p;, i=12,...,n, vom folosi si notatia
mai simpla

B (T ks Nonmates Xl |2):

Acest paragraf contine notiunile de baza privitoare la multimi interpolatoare de
functii, precum si citeva din proprietatile lor mai importante.

2. Notiunea de multime interpolatoare de ordinul n este o generah'z_are
fireascd a multimii polinoamelor de grad cel mult egal cu n—1, care este de tipul
In(— oo, o0). ,

Multimea &4,41 a polinoamelor trigonometrice®) de ordm cel mult e:gal cu n
este interpolatoare de ordinul 2# + 1 pe orice interval inchis de lungime mai
micd decit 2. s

Multimea integralelor unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul n, cu coefi-
cienti constanti, este de tipul I, (— o0, o0) dacd toate ridicinile ecuatiei carac-
teristice sint reale [16]. Tn cazul cind rddicinile ecuatiei caracteristice nu sint toate
reale, aceasti proprietate nu mai are loc. In acest caz, daci X< Xp<Tooo < X §l
diferenta 7 = x, —x; este suficient de mica, unicitatea integralei, care pe punctele
x,, i=1,2,...,n, ia respectiv valorile y,, i = 1,2,..., n, este asigurata. DCtBl’.ITll—
narea maximului lui /4, in diferite ipoteze precizate ficute asupra rﬁdﬁcimlor_‘
ecuatiei caracteristice este unul din aspectele pe care le prezinta studivl problemei
polilocale pentru ecuatii diferentiale ordinare.

*) Elementele multimii §,, . sint de forma

I
T(x) =ay, + X (a, cos kx + by, sin kx).
k=1

G
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In toate exemplele de mai sus multimile interpolatoare considerate sint liniare*).
Existd si multimi interpolatoare care nu sint liniare. De exemplu, dacd in multimea
polinoamelor de grad cel mult egal cu n, ne fixdim asupra submuvltimii formate
din polinoamele in care coeficientul lui x™ este un numdr fixat «, obtinem o multime
interpolatoare de ordinul i, pe intreaga axi reald, ale ciirei elemente sint polinoame
de forma « X"+ a; X ...+ an, unde ay, a,. .., a, sint coeficienti variabili.
Aceasti multime o vom nota intotdeauna cu @,.; (). Daci «=~0, este clar
cd Lp+1 (@) nu este o multime liniard, deoarece nu contine suma a doud
elemente ale ei.

In ultimul capitol al acestei lucriri se mai dau si alte exemple de multimi
interpolatoare care nu sint liniare. Notiunea de multime interpolatoare de ordinul
n —aga cum am definit-o mai sus — o intilnim la L. Tornheim [29] sub
denumirea de multime cu »n parametri gila M. I. Morozov [11] sub denumirea
de clasi de functii de aproximatie. Problemele pe care le studiem in aceastd
lucrare sint in general diferite de cele tratate de L. Tornheimsi M. I. M or o-
zov, iar metodele folosite in demonstratii diferd esential de cele intilnite la cei
doi autori, deoarece in prezenta lucrare aparatul principal de studiu il oferd
tecoremele de medie relative la multimi interpolatoare de functii, pe care le-am
stabilit in lucrarile [8], [9], [10].

3. Lema 1. Fied, o mulfime de tipul I, [a, bl. Dacd sirurile de numere
{y(‘)}fll si {xl”}f_ll, a<x0L b, i=1.2,..., sint convergente si au respectiv
limitele y; st x,, atunci girul de functii {L (Fy; x5y x)}i~, converge uniform
pe intervalul (a, b] cdtre funetia L (F;; xq; p,| ).

Pentru demonstratia lemei 1 si observim mai intii ci daci ipotezele din enunt
sint satisfacute, atunci sirul de numere {L(Fy;x; yt9) [x)}i~, este convergent
si are limita 4. Pentru a ardta ci aceastd proprietate are loc este suficient si ari-
tdm ca oricare ar fi numarul v >0, pentru N suficient de mare, avem y, — 7 <
< L(¥y; xn) s plm! X;) <yi +, oricarear fi n > N. Si presupunem ci ar exista o
mﬁmtgte de termeni ai sirului {L (?"1; x5 )| X))y, astfel ca y << L (Fy;
x93 Y| xy). Cazul contrar se va studia in mod analog. Si presupunem ci existd un
n >0, astfel incit p; + 1 < L (F; x™; p) | x,), pentru un anumit subsir de indici
{k:iji=,. Atunci, tinind seama de faptul ci doud functii distincte din multimea ',
uu pot si coincidd in nici un punct al intervalului [a, b], rezultd cd au loc inegalititile

L ('L'?l; .\’1; Vi + -ﬂl .'X) “< L (:j—ll; x(rri); y('z“i}l x)) i = 1:\250 SE N (4)
oricare ar fi x € [a, b]. Atunci din inegalititile (4) rezulti ci sirul de puncte
IM (xt, y("'l'3)}f":1 are un punct de acumulare diferit de punctul M (x;, ).
Or, aceasta contrazice ipoteza ficutd in enunt. Rationind in mod analog asupra
cazului cind exista o infinitate de functii in sirul {L (Fy; x; y| x)}* , care 1au
valori mai mici sau egale cu y; in punctul x,, rezultd ca trebuie s aibd loc relatia

lim L (F; x@; p| x;) = y;. Pe baza acestei observatii, pentru demonstratia lemei 1,
1 o

*)Aici prin liniaritatea unei multimi M de functii se intelege urmatoarea proprictate: daca f;
si f, sint elemente oarccare din M, atunci $i of;, -+ Bf, apartine lui M, oricare ar fi numerele
reale o si B.
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este suficient sd ardtim cid are loc urmditoarea afirmatie: dacd x; este un punct
fixat in intervalul [a, b] si sirvl de numere {J“}”, are limita y;, atunci sirul de
funi:gii {L @y x5 5 x)}i, converge uniform pe interv.’a_llul [a, b] citre .func.;ia
L(Fy; xy;5 y4| x). Sd ne plasim in ipotezele acestei propozifii. Se observd imediat
cd sirul de functii {L(F; x; W 2}, este egal marginit pe interva]yl [a, B].
Prin urmare oricare ar fi punctul x, € [a, b], sirul de numere { L (F;; x;; 79| x0)}7~
are in totdeauna cel pufin un punct de acumulare. Si presupunem cd pentru un Xx,
oarecare diferit de x; acest sir ar putea avea un punct de acumulare y* diferit
de L(F; x5 y1| Xp). Fie pentru fixarea ideilor y* > L(J,; x;;y4|x,). Atunci pentru
o infinitate de termeni ai sirului de functii {L(ﬂ'l; X3 79| x)};?’:i, avem L(J'y;x;;
y1|x) < L(Fy; xp; W | x) oricarear fi x € [a, b]. Or, aceasta atrage dupd sine
existenta unui subsir al sirului de numere {}’“)}:.”:1, care are o limitad diferitd de
y1, contrar ipotezei ficute. Prin urmare nu putem avea y* = (I s | )
Analog se aratd cd nu putem avea nici p* << L(Fy; x;;5 yy| X). Punctul x, fiind
arbitrar ales in [a, 5], rezultd cd sirul de functii {L(F'y; x5 7| x)}2., , este conver-
gent pe intervalul [a, b] si are functia limitd L (F,; x;; ;| x). Mai trebuie si
ardtim cd aceasti convergentd este uniformd pe intervalul [a, b]. Functia limitd
filnd continui pe intervalul [a, b}, orice subsir monoton®) de functi {L(:*J'l; Xy
3 (k)| x)};?';l al sirului initial, pe baza teoremei lui Dini [5], este uniform conver-
gent pe [a, b]. De aici, pe baza proprietdtii pe care am mai folosit-o, ci doud
functii distincte din &, nu pot si coincidd in nici un punct din [a, b], rezultd
si_convergenta uniformd a sirvlui initial {L(F'y;x;; ¥y x)}, de functii.

Lema 1 este astfel demonstrati. Vom da mai jos citeva aplicatii ale acestei leme.

4. Definitia 2. Fie date punctele My (xy, 31), Mo(Xs, Vo)ses s Mn—1 (Xn—1,
Vret)y Xg5 Xgse » « Xn—1 fiind n—1 puncte distincte din intervalul [a, b] si multimea &,
de tipul I [a, b], n > 2. Multimea functiilor din &, , care pe punctele x; iau res-
pectiv valorile y;, i =12,...,n—1, o numim spic interpolator de ordinul n—1 al

multimii 9, , relativ la punctele M, (x;, y), i=12,..., n—1 s5i o notdm prin
Xy Xa e x,,_i}

Y12 Vooeoes Yn—i

Daci x;<{xy<{---<¥p—_i, atunci spicul S

simbolul S {:F =i
Xy Xy s oy Xn—1

Fs

Vi Vasesao Yn—1
L (% 45 %), i=23,..., n-1. El este de tipul I, [a, x;), dacd x;=Fa, si de
tipul 1 (%p—1, b], dacd x,—15~b. Pe baza lemei 1 rezultd

Teorema 1. Fie datd multimea &, de tipul I [a; b], n =2, si doud functii
distincte @y (x) §i @, (x) din F,. Dacd existd n—1 puncte x; << Xy <<... << Xn—1 in
[a, b, astfel ca ¢, (x)) = @, (1), i = 1,2,..., n—1, atunci diferenta ¢, (x)—qp, (x)
schimbd semnul in fiecare dintre punctele x, care sint situate in interiorul interva-

lului [a, b].

este de tipul

*) Sirul de functii { fre (x) }?:1 , XEI[a, b] se zice monoton, dacd pentru orice x,€ [a, b],
sirul corespunzitor de numere { fre (x0) }:.11 este monoton si sensul monotoniei este acelasi
oricare ar i x.
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Demonstratia teoremei 1 este imediatd. Dacd n = 2 si x; 7= a, x; 55 b, @, (%)
= @ (x;), sa facem ipoteza ca diferenta ¢; (x)—¢, (x) nu schimbd semnul in x;.
Fie pentru fixarea ideilor ¢; (x) — @, (x) >0 cind x 5= x;. Spicul S { 75;¢ (a) }

2

este de tipul [; [«, B], oricare ar fi intervalul [u, B], astfel ca ¢ < a, p = b. Putem
aplica lema 1 sirului de functii {L (F5; a, x;; @, (@), @p (x) + 1 | X))y, unde
{Mk}r~, este un sir de numere pozitive care tinde citre zero. Pentru N suficient
de mare, functia L(J,; a, x5 @5 (@), @ (%) + 7, | x)coincide cu ¢, (x)
in cel putin doud puncte din vecinitatea punctului x;, daci k > N. Dar doud
functii distincte din J, nu pot coincide decit in cel mult un punct din [a, b].
Prin urmare ipoteza ¢; (x) — @, (x) > 0 pentru x == x;, nu se poate realiza.
Analog se observd cd nu putem avea nici @; (x)—q, (x) << 0 pentru x == x;. Deci
diferenta ¢; (x)—g, (x) trebuie sd schimbe semnul in punctul x;.

Daci n: > 2 si ¢, (X), @, (x) satisfac ipotezele din enuntul teoremei, si presu-
punem ci in punctul x,, diferit de a si de b, diferenta ¢; (x)—¢, (x) nu schimba
semnul. Convenim si notdm x,=a, x, = b. Consideram multimea functiilor
din ', care coincid cu ¢, (x) pe punctele x;, Xp,. .. X, (5000, Xn—1. Aceasta
este o mulfime de tipul 7, (x4, x,,,). Deci rationamentul ficut mai sus pentru
cazul n =2 rimine valabil in orice interval inchis situat in (x,_,, x; +1). Rezultd
imediat cd nu putem avea o (x)—o, (x) > 0 sau ¢; (x)—@(x) < 0 pentru
x€ (x_y x) U (x,, x,, ). Diferenta @ (x)—g,(x) trebuie deci sd schimbe semnul in x;.

Teorema 2. Dacd x; < x5 <o <X, 8 X" Fx, i=1,20.., n—1,
iar { J’(i)}i: , este un gir de numere cu limita y*, atunci sirul de functii {L F,;
o AN S S N T TR L) x)};_ jconverge uniform. pe intervalul [a, b]
cdire functia L (F s Xy K 5s o5 Koy H 5 VinaVaabews Pamts M2 | 20) Aol m==2,
punctele x;, i =1_2,..., n—1 si x* apartin intervalului [a, b, far y,, i = 1,2,...,

n—1 sint numere arbitrare.
Demonstratia teoremei 2 se bazeazd pe lema 1, si pe teorema |. Functiile

care formeazd sirul din enuntul teoremei 2 fac parte din spicul § ! ,;

Xis Xp ye ey Xn—1 o 5 = >, w
T } . Sa presupunem cd x, , << x* << x,. Convenim si notdm x, = a,

yls J’z Lo b Lty y,,ﬁ1
X, = b. Pe baza lemei | este clar cid pe intervalul [xi_1, x] sirul de functii din

enuntul teoremei converge uniform citre functia L (F,; x5, Xoveeor Xnet, X* 5 Y1 Voo
«eesYy_p ¥ | x). Sd observdm cid functiile care formeazi sirul din enunful teore-
mei 2 sint egal mérginite pe intervalul [@, 5]*). Prin urmare, oricare ar fi punctul
X din [a, b], sirul de numere {L (s Kis K go sion Xty X5 Pv Vapasvat o dals
¥ | 3?}:‘; , are cel putin un punct de acumulare. Pe baza teoremei I, rezultd ca
acest punct de acumulare trebuie si coincidd cu L (Fn; x;, Xp,eewy Xu—t, X*;
Pyt oy P o | ). Dacd n-ar fi aga, am ajunge in contradictie cu ipoteza
cd sirul de numere | y(iJ}‘L?": , are limita y*. Caracterul uniform al convergentei

pe [a, b] rezulti acum imediat si nu mai insistdm asupra lui.

*) Aceasta se observd usor pe baza convergenlei sirului de numere {y(iJ }?; 1 si pe baza

tcoremei 1.
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Lema | pe care am dat-o mai sus, este un caz particular al unei teoreme
care se datoreste lui L. Tornheim [29]. Fie 7, o multime de tipul I, [a, b].

Teorema 3. Dacd se dau sirurile de numere {x{}¥_,,..., {xP ) astfel
ca x}") F= ) eindjksia<xP<=b k= 1_,2,...., n, 1 = 1,2,..'., avind res-
pectiv limitele distincte Xy, X5 oo, Xn, S1 Sirurile { yi’)}:f; Lome { y,(:)}?": 7 avr‘r.zd
respectiv limitele yy, Vy,..., V,, atunci sirul de functii {L (@ s 2 e 25
VP e ¥ | X)), converge uniform pe intervalul [a, D] cdtre funcfia L (s

Xis Xgoenis Xn3 Vi Yosoees Yy | x).
In lucrarea [29] se di o demonstratie indirectd a acestei teoreme. O demon-
stratie directd se poate da pe baza unor consideratii analoage cu cele din demon-

stratia lemei 1.

5. Lema | si teoremele 1—3 au o seami de consecinte importante. Fie n = 2
si ¥, o multime de tipul /1, [a, b]. Fie ¢ (x) si ¢, (x) doud functii distincte
din &, Si notdm cu n; numirul de puncte in care @(x)—py(x) se anuleazi
schimbind semnul. Dacd g (a)—q, (@) =0 sau ¢ (b)—e¢, (b) = 0, atunci a, res-
pectiv b, aparfin acestor m; puncte. Fie n, numirul punctelor din (a4, b) in care
o; (X)—q, (x) se anuleazd fard sa schimbe semnul.

Consecinta 1 a teoremei 1. Avem intotdeauna n, 4 2n, = n—I.

Consecinta 2 a teoremei 1. Dacd ¢, (x)—q, (x) nu se anuleazi in a si b si
daci sgn {o; (@)—o, (@)} = (—1)" sgn {v, (b)—o, (b)}, atunci numirul de puncte
din interiorul intervalului [a, b], in care diferenta ¢; (x)—@, (x) se anuleazi, este

cel mult egal cu n—2.
Consecinta 1 a teoremei 2. Fie &, o multime de tipul I, [a, b], n = 2, si

S {f’—‘n; 5o 200 1] un spic al ei. Dacd JIU este o submultime a acestui spic,
Yir Vg reves V|

astfel ca intr-un punct x, == x;, i=1,2...., n, mulfimea valorilor functiilor din

N sd fie mirginitd, atunci multimea J1U este compactd *).

Consecinfa 1 a lemei 1. Dacd &, este o multime de tipul [ [a, b] si JIL este
o mulfime de functii din &, astfel ca pe un punct x, € [a, b], | g (x) | < K,
oricare ar fi g (x) € JIL, atunci JIU este compactid. Rezultd imediat si un criteriu
de compactitudine care este o consecintd a teoremei 3.

Teorema 4. Conditia necesard si suficientd ca o mulfime N de functii
ale unei multimi ,, de tipul I, [a, b] sd fie compactd este ca sd existe n puncte
distincte Xy, Xpy.o., Xn in [a, b] si un numdr K astfel ca oricare ar fi g (x) € 9K,
sq avermi | 2oy | = K i=12.... 7

Demonstratia fiecdreia din consecintele enuntate, precum si a teoremei 3 este
clard si deci nu ne mai oprim asupra lor.

6. In toate rationamentele ficute mai sus, se observi ci pe lingd proprietatea
interpolatoare a intervenit in mod esential proprietatea de confinuitate a func-
tillor studiate. In cele ce urmeazd, vom folosi observatiile ficute pini acum

*) Orice submultime infinitd a ei confine un sir uniform convergent pe [a, b], cdtre o
functie din 9IT.
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pentru a pune in evidentd un prim aspect din studiul comportérii functiilor defi-
nite pe uninterval [a, b], fatd de o multime de tipul 7, [a, &].

Definitia 3. O functie [ (x), definitd pe intervalul [a, b], spunem cd este
n-valentd fatd de o mulfime 3, de tipul I, [a, b], dacd oricare ar fi o (x) € J,
diferenta [ (x)—o(x) nu se anuleazd decit pe cel mult n puncte din [a, b].

Notiunea de n-valenti a fost introdusi de T. Popoviciu [22] in cazul
cind multimea de tipul /; [a, 5] din definitie este inlocuitd cu multimea poli-
noamelor de gradul n—1. In cazul polinoamelor de grad zero regisim notiunea
de univalentd binecunoscuti.

Teorema 5. Dacd [ (x) este o functie continud pe [a, b] si n-valentd fatd
de multimea F,, atunci, dacd x; << Xy < ... < Xn sint puncte din [a, b], diferenta
S ) — L5 xp, Xg,0 00, Xu3 | X) schimbd semnul in fiecare din punctele x;, care
sint situate in interiorul intervalului [a, b].

Demonstratia teoremei 3 este analoagi cu cea a teoremei 1.

Asupra proprietitilor functiilor n-valente fati de o multime de tipul I, [a, 5],
vom mai reveni in capitolul II al lucririi.

7. S considerdm un sistem de n-1 puncte distincte din intervalul [a, b]

o B e e T ()
si un sistem de n-+1 numere arbitrare
Vis Voseoos Vo Yoy (6)

Definitia 4. Sistemul de functii
L& % 5 Xy snis Xi 45 Xiyqresnn Xy g3 V1> Vaseoos Vi gs Vipgres s Ynrtl s %)
) R e T e
ale multimii &, de tipul I [a, b, il numim sistem interpolator relativ la numerele
(6) pe punctele (5) si il notam prin simbolul

[,., X1, Xgoeee, Xnti
T -
e i ¥

1 J@as ey Jpgg

Acest sistem se compune sau din n + 1 functii distincte sau dintr-o singuri
funcfie. El se compune dintr-o singurd functie atunci cind in 7, existd o functie
care pe punctele (5) si ia respectiv valorile (6). Functiile (7) au citeva proprietati
importante care decurg din conditia B. In cele ce urmeazi ne fixim asupra unei
multimi &, de tipul [, [a, b] carc va riminea mercu acceasi in cursul rationa-

mentelor afard de cazul cind se specifici contrariul.

Lemad. Dacg xy€ |ai bl %, = %451 atunci

L (s Ko s Ky seons Hniis Pusvss Voiy | B0 =

=L (ﬂ;"; X1 o Xgserns Xiedy Niddseeos Xntd3 V15 Vo000 Vigo Vipgoenes y,;.u' X)) (8)
sau

L('L:FH; Xo, Xgseees Xntls Voo Vaseoos n+1 ix[]) =

A e e e e R B g s Vi 19 Yiggrer o Yara [ 205D

e B (©)
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dupd cum

LA T %55 XgnadesXe's Vs Vasos oo [ ) sy s (10)

Sdau
& (Uln—ﬁ-l; Xys Xopeww s X 2 Yis Voseons Yy I "R+1) <y"+1 : (1 l)

Demonstratia lemei 2. Dacd L (F 5%y, Xg5-0s X011 s Moiyuewo Vo fx"+1): Yopd

0 Hapaiais 5a Dok . T L
1> 2ore s L oo compune dintr-o singurd functie si
UAET R

atunci sistemul S§ { T
atunci in (8) are loc semnul egalititii., Dacd S! F s

X135 Xgyeooy Xnj1
Yio Voseson, J’,,+1

duce la o singura functie, atunci cele n +1 functii (7), care alcituiesc acest sistem,
coincid doua cite doua pe cite n—1 puncte din sistemul (5) de puncte. Prin

urmare, conform teoremei 1, au loc inegalititile

nu se re-

L (T 03 XasXgoee s X g5 Xypgoee s Xypgs Voo Vaoeoos Vigs ViggoerooVnn %) >0,

i
sau

Eo( Ty 95 Bgissins By Hippqormnes X in $ Vi s Vasenvs Yips Yirioms os Vi) 95
dupd cum i este de aceeasi paritate sau de paritate contrard cu n + 1, cind

LT Bis X e, Bu Vs, Yadsoio By | Hnd) = Vo (12)

si inegalititile contrare (suprimindu-se egalitatea) cind
LS X5 Kaivnms, s Fpdasr von 3 | Xpat) = Vi (13)

De aici rezultd cad dacd are loc inegalitatea (12), atunci pentru x, << x << Xpt1,

avem

L (Ulﬂ; K15 Xgyeee, xifls Xitlseens xﬁ+1; YisVasees J’i,19 yi+1 AL yn+1 | x) <
< L(’y'ﬂ; xz’ Xgseee; Xnii; J’g, y.; AL J’,,+1 ‘ x)s i :2535" . 1,
si deci pentru x > xny1, trebuie si avem

L (:J[’!; Xis Xgseeas Xi1y Xitlseooy Xnf1i Y1y Voseos yi,l,J“Hi R .}}”.j.f_ | x) =
AP Ky Fgpsens Kmidy Vou Jasasiss ”+1|x), f= D3 W,
deoarece funetiile L. (Fys %y, Xyye ooy Biets Xigdhower Xl s Vi Pasones Yo ys Vist
st enn i 2050 B X3 0 s v St Vo' Vgsiswina Vppq | %) coincid pe punctele

Xos Xgseney Xi—1y Xjflsone, Xptl-. . .
In mod analog se observd ci daci are loc inegalitatea (13), atunci, pentru

Xn << X << Xp41, avem
L (P Xy, Xpaenes Xiety Xifdsenes Xntls Vi Vaseows Vigs Viggseoes Vppr | ¥ =
£ e, (5'”; Xgs Xg seoss Xpitis Vos VYyseoas J’,,+1|x)
=23 s R




;!i
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si, pentru x > Xny1, avem
b [ R Sl e i e i el TR e .V.--TJ,~-"’J’H+1|"’) =
= (0 Yy X v ems Mg Wy imns Wigite] 2, F= 2.3 0555, B

Concluzia din lema 2 are deci loc.
Lema 3. Dacd x, € [a, b], Xy > Xuy1, atunci au loc inegalitdtile L (Tt %)

] i I
Xp yeves Ximly Xitdsewes Xut1s Yoo Yasee s Vi go YVigqsreor Vg | Xp) >

= L X Xn s My Wyanteen s B | Xo) # =253 0k 1,

dacd inegalitatea (13) are loc, i inegalitdtile conirare ( suprimindu-se egalitatea) dacd
este satisfdcutd inegalitatea (12).
Demonstratia lemei 3 este analoaga cu cea a lemei 2. Lemele 2 si 3, care decurg din

proprietatea elementard exprimatd prin teorema I, sint totusi importante pentrucd ele
A - & ~ . . . o X1y Xpseess Xatl

pun in evidentd comportarea functiilor din sistemul S § &F,; ~* °* S e A
J,l" JJ2 ’...’yﬂ-i-l

care are un rol mare in intreg studiul multimilor interpolatoare.

8. Definitia 5. Fiind date punctele (1) si numerele (2), sistemul de n
Sfunctii

LT e B W 00 05 10,050,087 =
11— n—1i

D iy Tei()

il numim sistem fundamental relativ la numerele (2) pe punctele (1) si il notdm prin
' i e e, SN
simbolul BT, 3 *LrBean i

e V1> Voorees Jn| : - 4 s

Functiile (14) joacd un rol important in cazul cind mulfimea &', este liniara

si numerele (2) sint toate egale cu 1. In acest caz o functie oarecare g (x) € F,

se poate exprima sub forma

n
g0y =2 o (%) LT s Ky Faysn o5 ¥n g 00,000 1,000,000 ). =, (15)
=1 —_—— —_——

i—1 n—i

In multimea <,, functiile (14) sint polinoamele fundamentale ale lui Lagrange.
Functiile (14) formeazd, in cazul cind &, este liniard, o baza interpolatoare [1U].

in baza proprietatii B, oricare ar fi sistemul (1) de puncte din [a, b], o functie
oarecare g (x) € F, este determinatd de sistemul de numere g (x7), g(xs),. - -, g(%n).
Este deci fireascd ideea de a organiza multimea &, ca spatiu vectorial, adoptin-
du-se o definitie convenabilid a operatiei de adunare, a operatiei de inmultire cu
un numdr real si a normei. Sa fixam punctele (1) si si notam operatia de adunare
a doud functii din ', prin simbolul @, iar operatia de inmultire cu un numar
real, cu semnul ®. Pentru norma unei functii ¢ (x) adoptim notatia || ¢ (x) ||

Si adoptim urmitoarele definitii, functiile ¢, (x) si ©, (x) apartinind mul-

timii &7,
o1 () @ @ () =L Tn; xp Xppee s X3 ¢ ) + @ (1), 01 (x2) + (16)
+ @p (x2), v @1 (¥n) + 2 (xn) [%),
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o @ iy (X) == LTy | 3, Xgs vy X S 0001 G 88 By (R)is 55809 () [2) o L1T)

(o« numir real)
e &) ll= g% oGl o) E Fn. (18)

Se observid imediat cd operatiile definite prin (16) si (17) se bucurd de toate
proprietitile cerute prin axiomele spatiului vectorial, functia 0, zero, fiind aceea
care pe punctele (1) se anuleazi. In ceea ce priveste norma introdusi prin (18),
avem || o (x) || 2 0, @ (x) | =0, dacd §i numai dacd ¢ (x) =0, |a o (x) | =
=l | ¢ @Ile ) aCo)ll <@+ eI
Spatiul vectorial obtinut astfel il notim cu V {F,; x;, Xs,..., Xx}. Cu ajutorul
normei (18) se introduce metrica

Plor () e @ =1l o x) © 9 ) || =max {| ¢ (x) — o2 (x) [} (19)

Spatiul ¥ {F; %, Xp,..., Xn} este complet. Pe baza teoremei 3, metrica introdusa
prin (19) este echivalentd cu metrica
" [ (), 9 (D] = e | e sl (20)

Prin urmare spatiul metric ce se obtine din multimea &', prin introducerea metricei

(20), este de asemenca complet.
Spatiul ¥V {J,; x;, Xy,..., xa} este izomorf si izometric cu spatiul vectorial

n-dimensional V5, In care distanta intre doud elemente v, = (g, dg,evts @), Vo =
(by, bg,e.., by) este datdi de formula
pr (g "2) = max {l a; _bt i}’
1

iar operatiile de adunare si inmultire cu un numdr real se definesc prin formulele
V1 + Vo =— (“1 == bp dy + bz-:- A e bﬂ))

ov; = (otdy, oy, e s, Gn),
Dacd notdm cu A[v] operatia definitdi in V,si cu valorile in V {F,;
Xi» Xp,o - -,Xa}, care face si corespunda vectorului v = (ay, a5 ,...,a,) functia din
o, care pe punctele (1) ia respectiv valorile @y, as,...,a,, avem
AV = Ay e i8] == 005y Xy sy 5o B i m armn ] 5).
Din cauza proprietatii B, operatia 4 [v] are inversd. Dacd notdm inversa operafiei
A [v] prin A7 [g], g€ F,, avem
=k L I,

A7 [g] = v = (g(xy), &(xa),....8(xn)).

Au loc relatiile

Ay + vyl = A[n] @ A4[v], (21)
Aflev] =a @ 4 [v]. (22)

Lema 4. Operatia A [v] este continud, adicd are loc relatia ™)
“ll'il;l A [vi] = 4 [v]. (23)

*) Aceasta proprietate rezultd direct din teorema 3.
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In formularea lemei 4, prin v; — v se infelege hm 1 pn (vi, v) =0, iar prin lim 4 [v] =
i o

= A [v] se intelege ]nn e [4A[vl, A v]] = O Are loc

Teorema 6 Pen'rr U ca mu!nmea F . sd fie liniard este necesar si suficient
sd existe un sistem de puncte (1) in [a, b], astfel ca suma a doud j.:mcru oarecare
din &, care se anuleazd cel putin pe cite un punct al sistemului (1), sd aparfind
mulgimii &,

Demonstratie. Necesitatea conditiee din teoremd e evidenti. Si dovedim sufi-

cienta ei. Si presupunem ca pe punctele (1) conditia din teoremi este indepliniti.
X1 Xgseaay Xp

2

yl 2 y2 Ohik y"
oricare ar fi numerele yy, y5,. .., ¥, apartine multimii &, si este o functle care se
anuleaza*) cel putin pe unul din punctele (1). De aici rezulti ci, oricare ar fi numerele
(2), si suma celor n functii (14) apartme de asemenea rnult]mu F . Adicd o functie
oarecare g, (x) din &,, se poate exprima sub forma

Atunci suma a doua functii oarecare din sistemul £ ! J,

g (x) = Z‘L (o 3 B e SO0 o g (x), 0,0,...,0|x). (24)

=1 i—1 n—i

Folosind conditia din teoremd rezulta cid daci g, (x) € ',

g2 (x) = Z L({’Tﬂ;xla xz EEL xﬂ; 0505' L] °:0= gz (xi)a 0101' . ':0 | x)s (25)

i=1 i—1 n—i

avem si g;(x) + g, (x) €, deoarece in (24) si (25) sumele din membrul al doilea
se pot aduna termen cu termen si avem de aplicat conditia din teoremsi, siste-
mului fundamental

Tl o0 Xy ¥, }
&1 (X))t (x1), &1 (%) + 82 (%2) 5+ o v, &1 () + g5 (Xn) .

Rezultd deci cd suma a doud functii oarecare din &, apartine acestei mul{imi.
Atunci in (16), (17), (21) semnul € se poate inlocui cu semnul +. Operatia
A [v] fiind aditiva si continud este si omogena. De aici rezultd atunci cd, in ipote-
zele din teoremd, multimea &, contine, odati cu functiile g, (x) si g,(x), orice
functie de forma agy(x) + B go(x), @ si f fiind numere reale oarecare. Suficienta
condifiei din teoremd este astfel demonstrata,

G

§ 2. TEOREME DE MEDIE PENTRU FUNCTII DEFINITE
PE UN NUMAR FINIT DE PUNCTE SI PENTRU FUNCTII CONTINUE
PE UN INTERVAL

1. Fie &, o multime de tipul I, [a, b]; si considerdim multimea E, formati
din punctele
X~ Xs = e s = X M= = (26)

*) dacd n > 2.
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situate in intervalul [g, ] si numerele

P s sl @7
Pe fiecare grup de cite # puncte x; X xz._),. vos Xy s ale multimii E,, se poate considera
v | x), pe care, in cele ce urmeazi (in-

functia L (9,; Xij» Xppreoon X, 5 Vg
totdeauna cind va fi vorba dc puncteIe (I) si numerele corespunzitoate (2), o vom
nota mai simplu L (J,; x5, x5,..., Xa; ¥ | x), deoarece numerele Yir din sirul (27),
care figureazd aici, au aceiasi indici ca si punctele Xy Despre indicii 7, iy, .y in
se va presupune intotdeauna cid indeplinesc inegalititile
léf1<f2<---<in§nh (28)
Vom presupune de asemenea ci x, << b. Are loc
Teorema 7. Dacd x, < xy= b, atunci numdrul
n
L(Tu; x; 5 Xpy00e05%; 5 V] Xo) (29)
este cuprins intre cel mai mic §i cel mai mare dintre numerele
G . . ; SRR ;
LA H s %%y g omms B gy 00 gy i =dagvin = L swiime— 5122 (30)
Continutul acestei teoreme se interpreteazi in felul urmitor: valoarea in
punctul x;, a functiei L (F,; Xir Xigreews X 3 ¥ | x), care pe n puncte oarecare X0
2 n
X; 5...,X; din sirul (26) ia respectiv valorile Vi Vigoeees Yy » €8t 0 medie intre
n n

Tig "
valorile in acelasi punct x,, ale functiilor din &7,, care pe cite n puncte consecutive

Xjp Xiiqaeees X, o, ale sirului (26) iau respectiv valorile Vi Vigy oo vos Vi g
Adica
min EAs %5 Hiapniema bt ¥ | Fp)iS
j:il, i1+!,..., b1 .
SLEn X5 X000 X% 5 Y[ X) = (31)
= max L(Fn; 8, Xy qseves Xjpn g5 3| Xo)s
):EL, 1'l F ey tyg—ntl

punctul x, fiind astfel ales ca sd avem xiu<xoi_-.’b. In (31) semnul egalititii

are loc atunci si numai atunci cind toate numerele (30) coincid.

Demonstratia teoremei se bazeazi pe lema 2 si lema 3, care constituie acel
caz particular al teoremei 7 in care 1 =i <ijp <i3<... <ih=n+ 1. Vom
proceda prin inductie completd asupra numarulm in — Iy de puncte ale multimii
E,, situate intre x; o si x . Avem i, — 2, =n — 1. Dacid i, —i=n — 1, atunci

punctele Xi 0 X; N smt consecutive si proprietatea exprimati prin teorema 7
n

TR

revine la a se considera semnul egalitdtii in (31). Daci i, — i, = n, atunci intre

punctele Xy, §i x; existd un punct din £, , care nu figureazd printre cele n puncte
fid

- . )

Xy <X, e <X (32)

Fie acesta punctul X;, 410 Situat intre punctele X §LX, 4 din sirul (32). Sa

considerim acum cele n + | puncte

Ko Xpasser Xy s % e K (33)

X
12 e 1 ” Thetd L
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Pe baza lemei 2 si a lemei 3, avem pentru x; << x,<b

T =, Hig oo v o Xy xik.l, xiﬁ_+1,...,xin;J)[x0)<

2 ke 78
<L(U[n; xi'l, xizp"'s xi;r..’ xi},«'l‘l’ x,'k_}_z 3k aily xin;y|x0)< (34)
G .. i
< L ('j n’ Ail 2 xi2 g h xih ) xik-l-l : ) xinv-}-l yRLE '5‘x;'"_1! yl xﬂ):
daca

L (F s %,

fg 7 Fagnseion Xgo®o 13 5 Xy 50wy X, 5 | xin) > (3%)

si egalitatile contrare, daci in (35) avem inegalitatea contrari. In (34), in locul
ambelor inegalititi, figureazi semnul egalitafii, daca in (35) in loc de inegalitate
avem egalitate. Punctele (33) fiind consecutive, am verificat ci, in cazul 7n — h=n,

S n e
teorema este adevirati, deoarece functiile L (J o Xip Xy seves Xpu Xp 4y X p1e e

e Xy s Y|x) s L (Fa Fiy» Xigsees X; 5 y | x) sint singurele functii din F,

n

construite pe cite n puncte consecutive din sirul (33), cu valorile corespunzitoare
in sirul (27).

Sd presupunem acum ci proprietatea exprimati prin teoremi este adevirati
Pentru /u — i ==v, v=n §i si aritim ci atunci ea este adevaratd si pentru
In—h=v+ 1 Fie in — = v + 1. Atunci existi printre indicii punctelor (32)
cel putin unul, 7,, astfel ca Ip+1— iy > 1. Si considerim cele 1 - 1 puncte

dig: M s (36)

ipt1? Fippq0e i

Aplicind punctelor (36) acelasi rationament ca mai sus si inlocuind indicele A
cu indicele p, avem

Xips Xjgreans xip, x

min L (J ; Xy X

: S T o e
j=1,2 Tprb L a® SRS RS e ey

b+

gt | xp) =
gl,(i")—‘";xil, Xiyoeees x,:p, xip+1, sees X Y fx)== (37)

max L (F_; Xiis X

j=1,2 .i}.+1’.'.,x';p’ X, i A TR TR 3 V| xg)
=y

YA n—2

Dar iy — i, =< v, iy — I = v. Rezultd deci ¢ numirul I T Xiys Xig 50005 Xip,
Xigt12 Xippgse+ s Xip_s5 ¥ | Xo) este cuprins intre cel mai mic si cel mai mare dintre
numerele

Gy . e : . . : > C 3

L (Fn; X5 %t 1,00y Xjpnoi; ¥ [X)j=idp iy + 1, eoeyipy —n 4 1,
1ar numdarul L (F,; x;,, Xig v ey Xiy * X1 :cip+1 seemn X 0 %)
este cuprins intre cel mai mic si cel mai mare dintre numerele
L(ﬂlﬁ'; Ky Xjb1 g0, Xitn—1; ) | xt)))j: i]_s i; + 1 e e, iﬂi n + 1.

Din (37) rezulta deci (3 1) si astfel teorema 7 este demonstrati,

2. Vom da acum o aplicatie a teoremei 7 la studiul diferentelor divizate. Si
consideram multimea <, a polinoamelor de grad cel mult egal cu n — 1. Ea
este de tipul 7, (— oo, oo). Si considerim 7 puncte distincte x,, x, ,. .., X, si # numere
0arecare yy, ¥y ,-.., y,. Se stie ca elementul ¢ (x) al multimii &, care satisface con-
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ditiile ¢ (x;) =y, i =1,2,..., n, este polinomul de interpolare al lui Lagrange

pe care il vom nota cu L (%€,; x5, Xg,.-., Xn; » | x) sau, fiacaf (x) este o f;mlc;le
care pe punctele x; ia respectiv valorile y,, i = 1,2 ,..., n, il vom nota cu L (s} x;,

Tasos e s I |X) Avem

- )
L (Tn; %y, Xgy oons %n; £ ) = X700 17 (), (38)
i—1
unde
1 (x) = e A si=1200,n 1(x) =[] (x — x).
(x — x) ' (xi) R
in (38) coeficientul lui x*~* este diferenta divizatd [x;, x5 ,..., Xz; f]. Avem
2 n—2
L %y Xioeew X1 ) S (xp)
1 % %0528 ©° Flo)
1 Xn X?r e x:iQ .f(xn) )
[x1, Xgseees X5 f1= = 1, :
1 X1 XL ... X1

2 n—1
1 Xg X2 e0us X2

2 n—1
15 n W een X

Din proprietatea interpolatoare a multimii E'L',f r'ezulti .,CévdaCﬁ f(x) € &y, it_ulnm
L(%4: Xy, Xs,e 0, Xuy [ | X) este chiar f (gc). De aici rezultd cd pentru p (x) = apx" '+
+ a; " +... + an—1 diferenta divizatd [x;, Xg,..., %n; p~] = a,, oricare ar ﬁ
sistemul de » puncte distincte x;, i= 1,2,...,n. Pe de altd parte, daci consi-
derim multimea €,_;, n =2, si construim pe punctele X, Xp,..., Xn_1 po_lmo_—
mul lui Lagrange de gradul n — 2, L (Tn—1; Xy, Xg,eeer Xu—1; | | X), se stie ca
dach x| = 1.2 tevenii— 1 atunel

n—1

S (xn) — L(En—1; Xy, Xg 50 e X135 | Xn) = [%g, X5 vy X3 1 11 Gen— xi).  (39)
=1

Prin urmare, dacd x; < x, < ... < X,, atunci semnul diferentei divizate [x,

X35+, Xn; f] coincide cu semnul diferentei f (xn) — L (Ln—1; Xy, Xz .+« «, Xn—15 f| Xn)-
De aici putem trage concluzia: daci P (x) este un polinom de gradul n—1 care are
coeficientul a, al lui x"—* diferit de zero si x; << X, << ... <C Xa—q < Xn, atunci
ay are semnul diferentei P (xn) — L (Tt} X1, Xgyeoes Xu—1; P | Xn). .
Sa consideram punctele M; (x;, y,), My (Xs, ¥y) e, Mu—a (Xn—1, ¥, ,), unde

e L Xa . Spienl

S @n;xl’ Xg 5o uey Xn—1 (40)
Yas Vgowens Yoy

confine un polinom P, de gradul n—2. Fie xa>Xu—1 . Poh'no_ame]e d.lln 51_3110[1] (fl(_)),

care in punctul x, iau valori mai mari decit P,—s (x,), au coeficientul 11;1 X p-OZIE;]_VE

iar cele care iau in x, valori mai mici decit Pu—s (xx) au coeficientul lui x

negativ.
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Asupra spicului (40) mai putem face si o altd observatie, pe care ne vom baza
in cele ce urmeaza. Am mai observat la inceputul lucririi cd €, (x), oricare ar fi
numdrul «, este o multime de tipul [, (— 0, o0). Rezultd cid pentru « fixat,
spicul (40) confine un element si unul singur din ¢, (x), oricare ar fi punctele x;,
$i numerele y., i=1,2,...,n — 1. Pe de alti parte, daci y € (— o0, c0) si notim
cu Py, polinomul din spicul (40), care pe punctul x, ia valoarea p, se observd ci
diferenta divizata [x;, Xs,...,%s; Py] este o functie continui de y pe orice punct
al intervalului (— oo, o0). Aceasti proprictate este bine cunoscuti. Ea se poate
deduce si din teorema 3 dacd se trage din ea concluzia ci oricare ar fie >0,
existd un numdr v >0 astfel ca si avem

|Pi(x) — Pa(x) | < e pentru orice x € [a, b], (41)
dacid

miax{ | Py (%) — Py(xi) f} <1

pentru n puncte distincte Xy, Xg,...,Xxs din [a, b].

Aici P; (x), P, (x) €%y. Or, daci (41) are loc pentru ¢ >0 suficient
de mic, atunci coeficientii lui x"~* din P; (x) si P, (x) diferd putin unul de altul.

Din proprietatea de continuitate mai sus amintiti a diferentei divizate [x;,
Xg e« -s Xn; Py] si din faptul ci pentru Py, apartinind spicului (40), diferenta divizata
[xy, X3, .., %5 Py] ia o singuri datd orice valoare e, rezultd ci [x,, X5+ .., Xn; Pyl
este o functie monotond de y pe intervalul (— oo, oo).

Sd considerdm acum punctele

g M5 o ooy o (42)
si o functie f (x), care pe aceste puncte ia respectiv valorile
Vs Vgseors Yy (43)

Sd aplicim teorema 7 multimii <,y pe punctele (42), pentru numerele (43). Din
relatiile (31), in cazul m = n §i X, = xa, rezultd, pe baza observatiilor de mai sus,
inegalitatile
min [.X'j, Kidt gownoyMjtn15 f] g
J=ip, i iy —n 1

g[xflsxiga"'sxf";f]g max [xj1 .x_r'_i_}_,---,}f_;'J__n—]_;f],

F=ipy t A iy = A

unde 1 =#, <iy < ... <Ix =<m. Aplicind un rationament analog cu cel ficut la
demonstratia teoremei 7, rezultd o teoremd de medie bine cunoscutid pentru dife-
rentele divizate [20]: diferenta divizatd [xi,, xi, seees Xiys [l pe n puncte oarecare
din sirul (26) este o medie intre diferentele divizate pe cite n puncte consecutive
din acest gir.

Din teorema 7 mai rezultd si alte teoreme de medie, ca de exemplu pentru
diferentele divizate generalizate, relative la un sistem Cebisev de functii. Deoarece
in acest caz — din cauza liniarititii — analogia cu proprietitile polinoamelor este
foarte mare, nu mai insistim asupra lui.
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3. Un exemplu important de multime interpolatoare ni-l oferd o mul-
time de functii care este generati de o functie F (x; o, tg,...,0), de va-
riabila x € [a, b] si de n parametri reali oy, 0ty,. .., «y, care satisface urmitoarele
conditii :

1° F (x5 oy, ttgye v, 0ta) este o functie continud in raport cu ansamblul variabilelor
sale, pentru x€[a, b] i — o0 <oy <0, i=1,2,..., n.

2° oricare ar fi punctele distincte (1) din [a, b] si oricare ar fi numerele (2), sistemul
de ecuatii

U005 D icton. . O) = W =k Dy (44)

cu necunoscutele oy, oy . . ., an, are o solufie si una singurd.
Multimea F, de functii care se obtine dind parametrilor «; toate valorile posi-
bile, este o multime de tipul 7, [a, b]. Trebuie s observim cd parametrii «; pot fi

supusi si la anumite conditii restrictive, ca spre exemplu Br= o =0,0=12,.:., 7,

B, si B, fiind numere date. In acest caz nu mai riimin valabile in general toate proprie-
tafile expuse in paragraful 1 al lucrarii de fatd. Ne vom opri asupra citorva proprie-
tati interesante ale multimii 7, de mai sus.

Teorema 8. Dacd n =1 gsi condifiile 1°, 2° sint satisficute, atunci F (x ; o)
este o functie monotond in raport cu o, pentru orice x € [a, b].

Pentru demonstratie e suficient si observim ci din conditia 2° rezulti ci,
pentru fiecare valoare a parametrului o, corespunde o funcfie si una singuri din
Fy. Cum doud functii distincte din F; nu pot sd coincidd in nici un punct din
[a, b], rezulta cd, oricare ar fi x, € [a, b], F (x,; o) este o functie univalentd in raport
cu parametrul o, Proprietatea de monotonie din enuntul teoremei rezulti deci din
condifia de continuitate impusd prin [°

Teorema 8. Dacd n=1 si conditiile 1°, 2° sint indeplinite, atunci pentru
orice x, fixat in [a, b], w; este o functie monotond in raport cu y.

Fie x, un punct arbitrar fixat in [a, »]. Si considerim functiile L (F; x, ;
»| x), unde y descric un interval J. Atunci o, este o anumitd functie «, (y). Este
evident cd o, (y) ia o singura datd fiecare valoare a sa pentru y €J. Pe de altd parte,
oy () este o functie continua pe intervalul J, fiind inversa unei functii continue.
Concluzia din teorema &' rezultd deci.

Sa presupunem acum cd sint satisfacute conditiile 1° si 2° si ci printre para-
metrii oy, Gg,. .., 0 eXistd unul o, care are proprietatea ci, pentru orice valoare
% a lui, multimea de functii F(x; oy, og,..., o 10y g 3 5003y Unde
Oyy Ogyeves O_ys %y ,een, &, sint variabili, este de tipul 7,_, [a, b]. In aceastd
ipotezd, parametrul oy are citeva proprietdti asupra cirora ne vom opri. Din
conditia 2° rezultd ci dacd se dau punctele distincte x;, X,, ..., X, si numerele
Vis Vgseens ¥, atunci valoarea lui ¢, este bine determinati de relatiile de egali-

} de vari-

By Fiamrins B
Yy aspews M
' b M =
P Wowmvss g |
unde presupunem x; << X, < ... << Xy_i. In baza restrictiei impuse mai sus
asupra parametrului «,, au loc urmaitoarele proprietiti:

tate (44). Din acest motiv, «, este o anumitd functie o:[{

abilele x; si y,,i=1, 2,..., n. Sd considerim spicul S {JF";

12 — ¢, 70
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e SR S . S A L
Lema 4'. Oricare ar fi numdrul o, spicul S |F,; < s 4 con-
PN
line o singurd functie din F, pentru care =gt ¢

; . oo 0%
Lema 5. Dacd xn—1 <xa b si y€(— o, ), atunci or,,{ AL "}

PisVoares, ¥
este o functie monotond in raport cu y.

Afirmatia din lema 4’ rezultdi imediat. Intr-adevir, daci punem G=an
atunci, pentru orice sistem de » — 1 puncte distincte Xy Xgyaew sy Xn—t §1 pentru
OLICEC TNUMELE J;, Vy,-e+s ¥, 4, ©€XiStd o functie si una singurd, astfel ca
FRS 0y, Ry v O gl iy Bpicpiyon v ) =P =1, 2escia— 1

Pentru a demonstra ci lema 5 este adevarati, observim, pe baza lemei 4/,
cd oy este o functie univalentd in raport cu y. Pe de altd parte, punctele x;,,
i=1,2,...,n, fiind fixate, daca sirul de numere {y(’")};’ll converge citre y,, atunci, pe

. £ < g s = Py i 5
baza teoremei 3, sirul de functii VL s s w0 e Py ps Y J)};"ZI
converge uniform citre functia L (Fmiin R X3 Pys gsvens Iy | x). Dar din

et il SR ] o N
conditiile 1" i 2° rezultd cd, oricare ar fi ¢ >0, existd un numar » > 0, astfel ci daci

| £ (x; o500, @n) — F(x; ai, o8, ..., 00) | <7,
oricare ar fi x € [a, b], atunci au loc si inegalititile

o — o =gy | o, 20 0000

525

Prin urmare o, este o funcfie continud de y. in concluzie, afirmatia din lemi este
adevarata,

In cazul cind caracterul monotonici parametrului e, in raport cu y este acelasi,
oricare ar fi sistemul de puncte x; << x, < ... < x», atunci are loc

Teorema 9. Dacd se dau punctele (26) si numerele (27), atunci

min o, Xio Fipoeeor Xppny =
J=ig s ig 1y dy—ntd Pis Yigyoress Vieyyq

KA eai Gl = A

‘éar { 12 !zs 2 !”

J)EJ. ? }"iz R y’.n

I S

< : max C'fl J JaNj41s s Afban—1 ,

=0+ 1 dy—n41 ' Vis Vitdse ooy Vidn—d

Xiy < Xiy < ... < X, filnd n puncte oarecare din sirul (26).

Proprietatea din enuntul teoremei 9 este o consecin{a, dupd cum se observd
ugor, a teoremei 7. Aceastd proprietate este in acelasi timp §i o extindere a teoremei
de medie pentru diferente divizate la multimi interpolatoare neliniare.

<

4, Fie_ L:F » 0 multime de tipul /, [a, b]. S4 considerdim punctele (5) si o functie
J (x) definita pe aceste puncte. S introducem notatia
D [:FN; "\fla x21‘ AR -xlv*l: xi‘f’l:' Lol 7 A‘H—ﬁ-l, Xi ,f] =
S — LA Xy Hage v Kimns Riitin o s Xngns ] 8 (45)
= R 5 [
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Pentru fiecare valoare a indicelui i, D [Fu; %, Xosee oy Xiet, Xiddse o os Xntt, £ f]
este o functionald definiti pe multimea functiilor definite pe punctele (5). Este
esentiald ipoteza ficutd asupra ordondrii punctelor x;, adicd ipoteza cd
X << Xg <<.eew << Xpipi. .

Teorema 10. Dacd punctele (5) sint fixate si sirul de functii {fi (x)}z4
definite pe intervalul [a, b] converge cdtre functia limitd f (x), x € [a, b], atunci,
pentru fiecare valoare a indicelui i, avem

o DTk g, Xy s 0o Kty Xidosons Xnt o X5 S0l =
i (46)
— D [T 5 op v gt Hiliens sien itz Buail ks
Demonstratia acestei teoreme rezulti imediat pe baza teoremei 3. Intr-adevir,
in ipotezele din enuntul teoremei 10, sirul de functii {L (g Wyt g Son B 1,
Xig1seeos Xnt13Jk[X)] 7, converge uniform pe intervalul [, b] catre functia L(F,;
Xy, Kapes o Xid, Kitdse ooy Xnats [ | x). Prin utmare gisul .de numere {L oy,
A G N S I L xf)}gégl este de asemenea convergent si are limita
L (Fpi oy, Haseons Kty Findyee v ¥} [ ). Relatia (46) rezultd deci, pentru
i Ly, e oo it -1, penten ¢ fin] S Gei) =f(x3).
3o

Daca fixim funcfia f(x) si facem sd varieze punctele x; <T xp <T... < Xyq1
astfel ca ordinea lor si rimind aceeasi, atunci pentru fiecare valoare a indicelui 7,
D [F s %y Koo ig ity Kt 5o <05 Xngt » Xis )| devine o funetie O (%, Xp 2o 00 ¥ty
Xiad 5o ooy Xnids X1) de variabilele x;, Xp . <o) Xt Xigd, » oy Xit1, X Are loc

Teorema 11. Dacd f (x) este o functie continud pe intervalul [a, b], atunci
Functiile Dy (Kr.o X vosa X, Bittyes o el X U= 1, 25004 1 = L, sinticontinue
in fiecare punct al domeniului lor de definitie. .

Demonstratia teoremei 11 rezultd pe baza teoremei 3. Ea fiind imediatd nu
insistim asupra ei.

Teorema 12. Dacd [ (x) este continud pe intervalul [a, b] ;3'1' dacc? pentru
doud sisteme distincte de puncte x;<C Xp< voo < X < Xpp1 §I X1 << X2 <T ...
oo < Xn < X1 din [a, b], avem

D[ 2y Ky o Xy Xty o) = A,
D [F s x1, X0,0 005 Xny ¥ng1 5f1= B, 4B,
atunci, oricare ar fi numdrul C cuprins intre A $i B (A < C < B sau B << C < A),

existd in cel mai mic interval, care conine punctele x; si xi, i=1,2,...,n+ 1,
: # v r =
un sistem de n -+ 1 puncte £, < £y <<... << Euy1, astfel ca sd avem

D [fﬁu; E]‘_: Eg-n- .3 ’:'-:.-Hs EI?Jrl;- f] = C.
Pentru a demonstra teorema [2, si notim")
tz (N =k Sl = T ol e W e e

2 fiind un numir real, 0 =< A << 1. Conform teoremei 10, func:'t,ial o) =D [F s
), fy W)se ey fu (M), turs (1); /] este o functie continud de variabila 2 in intervalul

*) Aceastd demonstratie esie analoagd celei care se da in [20] pentru teorema de medie a
diferentelor divizate.
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[0,1]. Avem ¥ (1) = 4 si W (0) = B. Existi deci un numir 2, € (0,1), astfel ca

D [Fu; tt (), B () - oes ta(Rg)y tnin (Bg); f1 = C. Punctele &= # (Ay),
=120 a1, sint 51tuate in intervalul indicat in teorema 12 sié = &) <
E,u < C.n b1

T ecorema 12'. Dacd f (x) este o functie continud in intervalul [a, b] si pentru
doud sisteme distincte de cite n + 1 puncte, xX; < Xy < oo < Xy < Xp21 S
Bt et e x,',<,\”|1, avent D [Fq; X5, Xysenes Xny Fnpay F1>0 s5i D
[ 0h et Ry ot ] = 0 atunci existd in cel mai mic interval
care conjine punctele x;i, xi, i=1, .+ 1, un sistem de n -+ 1 puncte
astfel ca

D [Fy; '-::1- Zg» sien e B = ().

Aceastd teoremd este un caz particular al teoremei 12. Enuntul ei l-am dat
numai pentru cid sub aceastd formd intervine in paragraful urmitor.

Teorema 13. Dacd f (x) este o functie continud pe intervalul [a, b] si dacd
pentru un sistem de n + 1 puncte x; << x, <<... << x, < Xp11 are loc relatia
D [Fy; Xy, Xgye ooy Xuy Xuy1 3 f1 =0, atunci existd un punct & € (x;, Xu11), care are
proprietatea cd in orice vecindtate a sa existd n + 1 puncte £, << £, <... << Epuy,
astfel ca D [Fy; &, Epyens Engas 1= 0.

Demonstratia teoremei 13 se bazeazd pe urmditoarele leme:

Lema 6. Dacd f(x) este o functie continud pe intervalul [a, b] si sint indeplinite
conditiile :

1° @ (x) este o functie din F,, n =2, astfel cd diferenta f (x) — @ (x) se anu-
leazd pe punctele x; < xy < ... < Xuy1 din [a, b];

2° fn intervalele (xi, xi11), i = 1,2 ,..., n diferenta f (x) — o (x) nu se anuleazd ;

3° f(x) — o (x) nu schimbd semmul in k dintre punctele x;, i=1,2,

n l=k=n—1,

atunci existd o functie ¢, (x) € F,, asifel ca diferenta f (x) — @, (x) sd se anuleze
pen 4+ k + 1 puncte din intervalul [x,, xu.1) schimbind semnul in n + k dintre
aceste puncte, situate in (x;, Xnti).

Pentru demonstratie sd presupunem satisfacute ipotezele din enunt si si
presupunem k = n —1. S84 considerdm mai intii cazul n=2. Fie, pentru fixarea
ideilor, o (x)— f(x)=0, x€ (x;, x3). Atunci, pentru e > o suficient de mic,
diferenta L (F,; xy, xp; f (x1), f (%) — € | x) — f (x) se anuleazi pe cel putin
3 puncte din (x;, X3), schimbind semnul in fiecare dintre ele. In mod analog se
trateazd cazul ¢ (x) —f (x) =<0, x€ (xy, x3).

Fie acum n > 2 si de asemenea k =n — 1. Fie ¢ (x) —f (x) =0, x € (x,

XXt v Kot

Xpe1). Spicul S !, L it
E ) p { g f( 1)f(Y)), "sf(;\n -1)
Pentru = > 0 suficient de mic, functia ¢, (x) din acest spic, care in x, ia va-
loarea f(x.) —e, coincide cu f{x) pe cel putin n + k 4+ | puncte, diferenta
f (x) — @, (x) schimbind semnul pe » + k& dintre ele. La fel se trateaza cazul
¢ (x) —f(x) = 0, x € (3 xnt1).

‘Dacik=n—jj=23, n— 1, fiex; <xi,<...<xi, , ,aceleadintre
punctele x;, i=1,2,...,n, pe care f(x) — o (x) se anuleazi schimbind semnul,
iar x; <xz3< ... <xk, acelea pe care f(x) — ¢ (x) se anuleazi firi si

este de tipul I, (xn—1, Xusi].
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schimbe semnul. Fie x% al p-lea punct dintre punctele x;, i=12,..., n. Consi-
deram spicul
$ {“T',, Xpy Koottty B AR o wta

‘ f ('\‘1)1 f (x2) 3 s ey f (x!’*’l)v f ('-\-P-|-1) A . “.f (.T;;)} '

Si presupunem ¢ (x) — f (¥) =0 in vecindtatea lui x, . Functia ¢, (x) din
spic, care pe x, ia valoarea f(x,) — =, pentru = > 0 suficient de mic, coincide
cu f (x) pe n + k + 1 puncte din [x;, xus1), diferenta f (x) — », (x) schimbind
semnul pe »# + & dintre ele. La fel se trateazd cazul o (x) — f(x) =0 in vecind-

tatea lui xy.
Concluzia din enuntul lemei 6 are deci loc. Rationamentul ficut, dupd cum

se¢ observd usor, pune in evidentd faptul ci, in locul fieciaruia dintre punctelle
Xi € (%, Xnp1) in care @ (x) —f (x) se anuleazd fard si schimbe semnul, prin
constructia functiei ¢, (x), apar doud puncte in care ¢, (x) — f(x) se anuleazi
schimbind semnul. Deci in locul celor k& puncte din (x;, x».1) apar in general
cel putin 2k puncte, in care ¢, (x) — f (x) se anuleazd schimbind semnul.

Lema 7. Dacd f(x) este o functie continud pe intervalul [a, b] si pentru
un sistem de n + 1 puncte x; < Xy << ... << Xut1, avem D [J w5 X1, Xg e e ey Xy Xnid)
f1=0, atunci existd in intervalul (x,, xni1) n + 1 puncte xi, X3,..., Xuy1, astfel
ea D [T %, Fasuivesfns: Kngis f1=10 :

Pentru demonstratie vom distinge doud cazuri:

«) diferenta f(x) — L (Fn; Xy, Xp,..., Xa5 f| %) nu se anuleaza in intervalele
(i i), A—al2 5 sk . ;

B) diferenta f(x) — L (Fu; Xy, Xgpe++, Xa3 | X) se anuleazd in m puncte din
intervalul (x; xu1), diferite de pu11cLe:le A L= 0 e ]

In cazul «) avem. @ (x) =L (Fn; X1 Xpseeo X3 F| %), @ () =f (X
i=12,...,n+ 1. Daca ¢ (x) — [ (x) schimbd semnul pe punctele x;, i = 2.3 ,..., 1,

» . G % -~ - - . Xi -|> Xit1
atunci considerdm functia ¢, (x) € Fy,, astfel ca ¢, (xi) = f(x), unde x; = '—2'— >
i=12,...,n Numerele f (xi) — ¢ (x}), i=1,2,...,n, sint alternativ pozitive
si negative. De aici rezultd cd diferenta ¢ (x) — ¢, (x) se anuleaza pe cel putin
cite un punct din fiecare interval (xi, xiry), i=12,...,n — 1. Avem acum de
distins doua subcazuri: .

a’) o, (\‘) — f(x) se anuleazi fird si schimbe semnul cel putin pe unul din
puuctele xi:

o) @, (x) — f(x) schimbd semnul pe fiecare din punctele x:

in cazul «'), bazindu-ne pe un rafionament analog cu cel ficut in demon-
stratia lemei 6, putem construi o functie din J, care coincide cu f (x) pe cel
putin # 4+ 1 puncte din intervalul (x;, x,+1). In cazul '), daci @, (x) — f (%)
nu schimba semnul in nici unul din intervalele (x;, x'i ), i = 1.2,..., n — |, avem

sgn f o (x) —f(x) }=sgn { ¢ &) —F(x)}

fie in vecinitatea stingi a fiecirui punct x;, i = 1,2,...,n, fie in vecinitatea
dreaptd a fiecirui punct x;, i = 1,2,...,n. Cum functiile ¢, (x)si¢(x) nu pot
coincide in mai mult de n—1 puncte, ¢, (x) — f (x) trebuie sd se anuleze pe un




oo
(K]
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punct diferit de punctele xi, i=12,...,n, situat in intervalul (x,, Xu41). Prin
urmare ¢, (x) — f (x) se anuleazd pe cel putin n + 1 puncte din intervalul (x;, Xut1).

Daci ¢, (x) — f (x) se anuleazd in vreunul din intervalele (xi, xiy1), i = 1,2,

..., 1 — 1, atunci de asemenea diferenta ¢, (x) — f(x) se anuleaza pe n + 1 puncte

din intervalul (x;, xu+1).

Dacia diferenta ¢ (x) — f (x) nu schimbd semnul in vreunul din punctele x;,
i=23,..., n, atunci aplicim lema 6 si revenim la cazurile &), «’’) de mai sus.

Sd trecem acum la cazul ). S presupunem m = 1. Fie x* un punct situat
in (xj, xj+1), astfel ca f(x*) — L (Fu; X1, Xp,e0e, 205 f| x*) = 0. Atunci aplicim
rationamentul de la cazul or) fie punetelon oy, X%y, dy X, Xirdtsmas X, 06
punctelm Xgy XgsewesXj, ik - TSN, RN DT ol 0 Ao | atunc1 existenta punc-
telor x1 << x2 << ... < xp+1 din enuntul lemei 7 este evidenti.

In fiecare din cazurile conmderate concluzia din lema 7 are deci loc.

Lem a 8. Fie [ (x) o functie continud pe intervalul [a, b) si fie x; < Xy <

<= el x,,u 1+ 1 puncte din [a, b), astfel ca D [‘5,,; Ky FKgseoes Kny Badds
f1=0, n=3. Fie [, Bl& [x1, Xni1] §i [og, Byl [ota, Bylse - oy [otn—z, Pu_2], astfel ca
o< o, By < gt k=12, .., n— L sl Boa= E_\rsm n + 1 puncte xj << x3 <<
CE N in [11, X 1] asrfel ea D [F,; xl, X ,.0., %hat) f1=0 5i ca unul
dintre punctele x; sd coincidd cu x, sau cu Xyi1, iar n—2 dintre punctele x; si fie
repartizate cite unul in fiecare din intervalele (w;, B,), i = 1,2 ...,n — 2. In ipotezd
se presupune cd diferenfa [ (xX) — L (J'n: Xy, Xoyeon, Xa | x) schimbd semnul in
punctele xi, i =2,3,...,n.

Pentru demonstlane fie n = 3. Fie [«;, ;] un interval situat in interiorul
intervalului [x,, xpgil, X3 < oy, BI Xp11. Fie pentru precizare f(x) — L (Fa; x,
Xy, X35/ | X) >0 pentru x € (x,> X3). Dacd x, € (o, ;) sau x5 € (o, Py), atunci nu
avem nimic de demonstrat. Sa presupunem deci cd sintem intr-unul din cazurile
X LW B S SO Bi N Xy o f;<<x,. Sd ne fixim de exemplu
asupra primului caz. Considera am punctele x1 € (o, By), 3 € (g, X3) 81 X3 = X,;
functia o (\') = L(Jy; xi, x3,x3; [| x) coincide cu f(x) intr-un punct diferit de
puncte] xi, i=1, 2, 3, sau intr-unul din aceste puncte diferenta f(x) — 9 (x)
se anuleaza fard sa schlmbe semnul. Pe baza lemei 6, cazul al doilea il putem
elimina. In primul caz, daci notim cu xi punctul dlfelﬂ. de x:, i =1,2,'3, in
care [ (x) — ¢ (x) se anuleazd, avem D [T a3 Kty X o Kby Bis ] =0, 1nd1feient de
ordinea punctelor. Pentru celelalte cazuri de asezare a intervalului («;, @8,),
alegerea functiei interpolatoare, care satisface condit,ulm din concluzia lemei,
e clard,

Daci n > 3, multimea functiilor din &, care coincid cu f(x) pe n — 3 dintre
punctele x;, i =1,2,...,n 4 1, este interpolatoare de ordinul 3 pe un anumit
interval. continut in [x;, xy11], care depinde de alegerea celor n— 3 puncte si care
le contine pe celelalte 4. Pentru fiecare mod de alegere a acestor n — 3 puncte,
se aplicd rationamentul de la cazul n = 3. Rezultd ci lema 8 este adevirati.

Trecem acum la demonstratia teoremei 13. Si presupunem ci sint satisficute
ipotezele din enunt. Putem intotdeauna presupune cid punctele x; < x, << ...
<< Xpi1, pe care’ D[Fy; Xp, Xg,see, Xn, Xnpa; f] =0, sint consecutive *), In caz

*) Adica in intervalele (x;, "'i-&-l)’ B2, e 6 diferenta fb—L (& 5000, Reoeeeunp
flx) nu se anuleazi.
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contrar, numdrul intervalelor contigue multimii inchise, apartinind intervalului
|_Y1 , Xn:1] i pe care diferenta dintre f'(x) si o functie din &, se anuleazi, ar fi mai
mic decit 7. In acest caz, f (;\) ar coincide cu o funclle din 9, pe un interval intreg
si deci existenta punctulul £ din teoremd e evidentd. Excludem deci acest caz. Atunci
pe baza lemelor 6 si 7 putem pune in evidentd un sir infinit de intervale

() ok
[x15 Kt [1’“%1] & [AE’ 5‘31 ,..., astfel ca
I as B slen £ XM 22 s
~(h
Xouyq K Toeve R0

®1in fiecare din intervalele [\(") \(") . ] existd n— 1 puncte x{9, x{9,..
astfel ca D[F,; xPies, 5D Aff;pf] =03

n
° () ) =
3 I%gn (28, —2#)=0
Proprietitile 1° si 2° rezultd din lema 7. Proprietatea 3° trebuie doveditd. Trebuie
sd ardtim cd marginea inferioard exactd a multimii lungimilor intervalelor
[x(lf"), xf"?l] , care se obtin aplicind in toate modurile posibile constructia indicati
in lema 7, este zero. Dacd n-ar fi asa, atunci oricare ar fi sirul de intervale

construit, am avea lim x{ =& hm x® . Fie lim xP=owsi lim x{ =8p.
ko o ko

Putem presupune ca 3 — o este malgmed inferioard exactad a lungimii tuturor
intervalelor construite dupd procedeul indicat mai sus. Sd presupunem deci ci
p — o 5= 0. Pentru fiecare k are loc proprictatea 2°, deci pentru fiecare k existd
o functic din &, care coincide cu f(x)pen + 1 puncte din [x{?, x® ]. Din

: . = = ; & 1% AN —
multimea acestor functii putem extrage un sir de functii {¢, (x)},”,, @, (\f ) =

K
X,

=f(x®), i=1,2,...,n+ 1, k=1, 2,..., care converge uniform pe [a, b]

citre o functie ¢ (x) din & . Putem alege punctele x{" astfel ca lim x{¥ = o si
ko

I1m 3‘-(4- =B si sirurile ’\U‘)Ik , i=2,3,..., n, si fie convergente (pe baza

1eoremen 3). Pe baza lemei 8, sirul ff,o, (\‘)}:c;1 se poate construi in asa fel,
ca cel putin »n dintre limitele sirurilor { \’(")}” T e R A
distincte. In cazul n = 2 acest lucru e eV1dent. Functia limitd ¢ (x) coincide
cuf(x)pen + 1 puncte din [«,pf], printre care cel mult doud pot fi confundate.
Deci pe baza lemei 6 *) putem gisi n 4+ | puncte distincte in [«, B], pe care

o functie din &, coincide cu f (x). Aceasta contrazice definitia intervalului [«, £].
Trebuie deci sd avem o = f3,

5. Dam citeva aplicatii ale teoremelor expuse in acest paragraf.

Teoremele de medie expuse generalizeazd o seamd de teoreme clasice bine
cunoscute si servesc totodata la stabilirea de noi teoreme. S ilustrdm prin citeva
exemple cele afirmate. Si considerim multimea %,.4. In formula (39) factorul
[ (xnt1) este pozitiv dacd x; << xp3<< ... << Xnyt.

*) In lema 6 punctele in care @ (x)—/(x) se anuleaza {ard sa schimbe semnul sint totdeauna
in interiorul intervalului [x;, x, 4] Daca x; sau x,, .y este un asemenea punct, proprietatea din

lemd se extinde cu usurinta.




-
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Din enuntul teoremei 13 rezulti urmaitoarea propozitie valabild pentru mul-
!limeﬂ r17’311'+1:

Dacd f (x) este o functie continud pe intervalul J si pentru n + 2 puncte
X< < ... < Xnpa din J, avem [¥i, x5, ..., %) f1 =0, atunci existd un
punct £ e (X1, Xnp1), astfel ca in orice vecindtate a sa sd se gdseascd n + 2 puncte
el e e Ecoompentru care [85 B2 s Eros f1=10119)

Diferenta divizata [x, X,. .., Xst1; f] reprezinti coeficientul lui x* in polinomul
de interpolare (38). Si consideraim multimea <, (4), A = 0. Ea este de tipul
In (— 0, o0). Dacd existd in multimea ©,.1 (4) un polinom care pe punctele
Xy» Xgyeee, Xuyy ia respectiv valorile f(x;),i=1,2,...,n + 1, atunci pe aceste
puncte avem [x;,Xp,..., Xnt15f] = A. In acest caz, din teorema 7 rezulti
urmatoarea propozitie valabila pentru multimea T,y (4):

Dacd f (x) este continud in intervalul J si pentru punctele xj < x5 < ... < xhi1
din acest interval [X1, X3 ,...,Xny1; f]1= A, atunci existd un punct E* & (>1,
Xni1), astfel ca in orice vecindtate a sa si se gaseased n +- 1 puncte & < E; < ...
<< L1y pentry core [, B .., & 1 Fl= 4 9]

Daca n =1 si f'(x) este si derivabild in intervalul (xj, x3), se obtine formula
Pl —f )

K — 2

Se observi imediat ca dacd in loc de multimea %,,1 considerim invelitoarea
liniard a unui sistem Cebisev-Markov, format din functiile @y ()95 00) 5+ 5o 0,11 (%),
atunci regisim teoremele de medie pentru diferenta divizati generalizatd
corespunzitoare (a se vedea T. Popoviciu [20], unde este dati aceasti dife-
rentd divizata).

Ca o completare, si observim cd in cazul multimii €, , daci fixim ultimul
coeficient al polinoamelor de forma ay x" -+ a, x"~ + ... + g,, adici considerim
multimea polinoamelor ayx” + a; x"* 4 ... - 4, unde a;, i = L2 s sapii— 15
sint variabili si A este fixat, obtinem o multime interpolatoare de ordinul » pe
orice interval care nu contine originea. Tn acest caz, din teorema 7 rezultd, in cazul
n =1, analogul discret al teoremei de medie dati de D. Pompeiu [17]%) si,
evident, in ipoteza derivabilitatii, insdsi teorema lui D. Pompeiu. Cazul n > 1
ne di extinderea acestei feoreme,

Tot in enunful teoremei 7 sint continute si teoremele de medie valabile pentru
ceilalti coeficienti ai polinomului de interpolare al lui Lagrange.

cresterilor finite. In acest caz 4 =

6. Teorema 14. Dacd f (x) este o Junctie continud pe intervalul [a, b] si
n- valentd fatd de multimea &, de tipul I, [a, b], atunci D R N . |
pdstreazd acelagi semn, oricare ar fi punctele xy < x,<< ... < Xy < Xpy1 din [a, b].
Demonstratia teoremei 14 rezultd ca o aplicatie a teoremei 12’. Intr-adevir, si

presupunem cd — in ipotezele teoremei 14 — existi doud sisteme de cite n -+ 1

*) Avem: P (x5, %2 f) = x £4) = f(x) g ot Slxe) = '_\—J(X]) . Dacid f(x) e deriva-

Xy — Xa Fyee %y
TN %) — % F(x ,
bild in (xy, xp), atunci existd un punct £€ (x;, x,), astfel ca * ft6) — % f(x) = f(E) —Ef(E)
s
(teorema lui D. Pompeiu).

e
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)
ot

puncte x; < xp < .o <Xp < Xppt $ X1 < < ... <Xy < Xy pentru care
GVeriD) [ By X, Xggosss Xy s F1C 08 D [F 52 56 Ko e o Bls Xup1if1 >0, Pe baza
teoremei 12' rezultd existenta unui sistem de n -+ 1 puncte situate in [a, b],
X <xE<.wo < Xug1 pentru care D [T xi,x5,..., %0, xnr1; f]1 =0, ceea ce este
in contradictie cu ipoteza de n — valentd ficutid asupra functiei f(x).

In enuntul teoremei 14 ipoteza continuititii functiei /' (x) este esentiald*).

Importanta studiului proprietétilor functiilor »- valente fatd de o multime Qe
tipul 7, [a, b] isi are originea tocmai in continutul teoremei 14. In capitolul II revenim

asupra acestei afirmatii.

CAPITOLUL II

§ 1. NOTIUNEA DE FUNCTIE CONVEXA
FATA DE O MULTIME DE TIPUL I, [a, b]

1. Presupunem date: multimea &, de tipul 7, [a, b], punctele
Xy <. Xs < see = Xms Xn41 5 (47)
situate in intervalul [a, b], si functia f (x), definitd pe punctele (47). .
Definitia 6. Functia f (x) o numim convexd, polinomiald, sau concava
Jatd de multimea &, pe punctele (47), dupi cum
D[F,; Xh3 Xy v vy Kny Xt [ ] 255 = S0 0% (48)
X1 Xogeoe, Xnti -
F ), f(x9)se v ey [(Xni)

Daca el nu se reduce la o singura functie, atunci cele # -+ 1 functii care-l forme_azﬁ
coincid doud cite doud pe cite n — 1 puncte din sirul (47). Pe baza teoremei I,

diferenta

Avem de considerat sistemul interpolator S{ Ty :

75 1 P C AN, P T S e (P
— L X1 Xoyeowy Xpiedy Xktlgnany Xﬂ+1;fl x), i = k,
schimbi semnul in cele n — | puncte pe care se anuleazd. Avem deci urmitoarele
inegalitati:
daca
flxney) > L (:j—'n; X1 Xgseas, xrr;,f[ Xnt1)

atunci
Fil) > s = T s whe g e Saals 1 e
dupd cum 7 este de aceeasi paritate sau de paritate contrard cu n + 1. Daca
A e e S T e o N | e
atunci
Ty = isan 2 LGy o 5 Ra'sow s Xid s0Xint oo svsXnaia . | %0

dupa cum 7 este de paritate contrard sau de aceeasi paritate cu n - 1.

*) A se vedea exemplul din [22] dat in cazul mulimii €,,.
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Din enuntul teoremei 13 rezulti urmitoarea propozitie valabild pentru mul-
timea €, :

Dacd f (x) este o functie continud pe intervalul J si pentru n + 2 puncte
xi << x§‘< oo < Xppa din J, avem [xi, x3,..., x50 f1=0, atunci existd un
punct & € (xi, Xn11), astfel ca in orice vecindtate a sa s se gdseascd n + 2 puncte
G o B ST s Epya» pentru care [E], E ..., & 5 fl=019].

Diferenta divizata [¥1, Xg,e « oy Xny1; f] reprezinti coeficientul luj x” in polinomul
de interpolare (38). Si considerim multimea Zut1 (4), A50. Ea este de tipul
Iy (— o, o). Dacd existd in multimea ., (4) un polinom care pe punctele
X1 Xg,e.e, Xny i@ respectiv valorile f(x;), i=1,2,.. ., 1, atunci pe aceste
puncte avem [x;,Xp,..., Xur13f] = 4. In acest caz, din teorema 7 rezultd
urmdtoarea propozitie valabili pentru multimea ,., (A):

Dacd [ (x) este continud in intervalul J si pentru punctele xj << x3 << ... < Ky
din acest interval [X], X3 ,..., Xns1; f1= A, atunci existd un punct E' € (xi,
Xni1), astfel ca in orice vecindtate a sa sd se gdseascd n + 1 puncte £} < W=
< E,;+1, pentry-care [E7, & il E;_I_I; JS1=4 [19].

Dacid n =1 si f(x) este si derivabild in intervalul (x1, x2), se obtine formula
S — f ()

Xy — Xy

Se observd imediat cd dacd in loc de multimea €,41 considerim invelitoarea
liniard a unui sistem Cebisev-Markov, format din functiile o, (x), Py (X) 50 - 0s, +1(0),
atunci regisim teoremele de medie pentru diferenta divizati generalizati
corespunzitoare (a se vedea T. Popoviciu [20], unde este datd aceastd dife-
rentd divizata).

Ca o completare, si observim ci in cazul multimii ¢, 1, dacd fixdm ultimul
coeficient al polinoamelor de forma ay x" + a, "= + .., + an , adici considerim
multimea polinoamelor agx" + a, X1+ .. - 4, unde iy 0= 200 oo — 1
sint variabili si A este fixat, obtinem o multime interpolatoare de ordinul n pe
orice interval care nu contine originea. In acest caz, din teorema 7 rezultd, in cazul
n =1, analogul discret al teoremei de medie datide D. Po mpeiu [17]*) si,
evident, in ipoteza derivabilititii, insisi teorema Iui D. Pompeiu. Cazul n > 1
ne di extinderea acestei teoreme.

Tot in enuntul teoremei 7 sint continute si teoremele de medie valabile pentru
ceilalti coeficienti ai polinomului de interpolare al lui Lagrange.

cresterilor finite. In acest caz 4 =

6. Teorema 14. Daci S (x) este o functie continud pe intervalul la, b] si
n- valentd fard de multimea F, de tipul I, [a, b], atunci D PR R e A
pdstreazd acelasi semn, oricare ar fi punctele x, < Xo < ous << X << Xpyt din [a, B].
Demonstratia teoremei 14 rezulti ca o aplicatie a teoremei 12’. Intr-adevir, si

presupunem cd — in ipotezele teoremei 14 — existi doua sisteme de cite n +1

*) Avem: P, (xp, xo; f) = x fx) — f(x) I {171(\2_)—_\’21_(1) Daci f(x) e deriva-
X— X Xy — %y ‘

bild in (x;, x,), atunci exista un punct %€ (x5, x.), astfel ca xS (%) — % () = f(&) —Ef"(E)
X — Xy
(teorema lui D. Pompeiu).
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puncte X <X < .oo <X < Xupt §i <X < ... < Xn < Xn+1 pentru care
avem:D [F .5 i, Xove v Xnger o 122 08t D [Tz %15 X055 w5605 Xn+13f]> 0. Pe baza
teoremei 12° rezultd existenta unui sistem de n -+ 1 puncte situate in [a, b],
i i<, . < Xy pentru care. D [T 20, 008 5o n Xy x,f;Ll;jf]_: 0, ceea ce este
in contradictie cu ipoteza de n — valenta ficuta asupra_fpllctlel TED) =
In enuntul teoremei 14 ipoteza continuititii functiei f (x) este esenpala )
Importaﬁga studiului proprietatilor functiilor n- val_entc fata dle o mulfime ple
tipul I, [a, b] isi are originea tocmai in continutul teoremei 14. In capitolul I1 revenim

asupra acestei afirmatii.

CAPITOLUL II

§ 1. NOTIUNEA DE FUNCTIE CONVEXA
FATA DE O MULTIME DE TIPUL I, [a, b]

I. Presupunem date: multimea &, de tipul I, [a, b], punctele
X < Xp < eew < Xy << Xppt,
situate in intervalul [a, b], si functia [ (x), definitd pe punctele (47). 3
Definitia 6. Funcfia [ (x) o numim convexd, polinomiald, sau concavd
fapa de multimea &, pe punctele (47), dupi cum
D Tl 5 5 Xy sy Kwa Ko ] Srp—= 50 =20

(47)

(48)

AR N e ] )
f(xl).-f(xz)a- sea o (Kue)

Daci el nu se reduce la o singurd functie, atunci cele n + 1 functii care-l formeaza
coincid doud cite doud pe cite » — I puncte din sirul (47). Pe baza teoremei I,

diferenta

Avem de considerat sistemul interpolator S{ &

L(ﬂ-‘n; X1 Xggeaa Xi—1, Xifloens, xlr-l-l;fr xX)-—
— L, ; X1 Xoseony Xfi—ds Xlidlsen ey Xngt S| %), f-:r‘l:k-

schimba semnul in cele # — 1 puncte pe care se anuleazd. Avem deci urmitoarele

inegalitati:
daca
Pl = Lllse oo o e I o)
atunci
T6) = 800 T L0l B s Kmare s Ky ity 0 Kot o || Xids

dupd cum / este de aceeasi paritate sau de paritate contrara cu n + 1. Daca
flw) << L (ﬁ?u; X1 Xgseee, Xn ot Xnt1),

atunci
Tl san = LT sy, Ko oe cns Xid s Kipd yo o Xipd 3 F | Hady

dupd cum 7 este de paritate contrard sau de aceeagi paritate cu n + 1.

*) A se vedea exemplul din [22] dat in cazul multimii £,.
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Se observd deci imediat cd, dacd functia f(x) este convexd pe punctele (47)
fatd de &, , atunci au loc inegalitatile

(-1)"“_"{.)"(.\‘.,-) = e (P Xy By o o N g KA X5 L] x;)} >0,
=152 vt 1

@

Daci f(x) este concavd fatd de &, pe punctele (47), atunci

nt1—i f &
(=Y S A )= BT s 9 By A B S Wt ST | .\’,-)} < 0,
=0 S

Sd considerdm acum o mulfime E de puncte ale intervalului [a, 5] si functia f (x),
definiti pe multimea E, despre care presupunem ci contine cel putin n -+ 1 puncte.

Definitia 7. Functia [ (x) o numim convexd, neconcavd, polinomiald,
neconvexd sau concavd fatd de mulfimea F,, pe multimea E, dupd cum pe fiecare
sistem de n - 1 puncte x; << X3 <<... < Xp+1 din E avem

[ B 00 et e e g o fl s B m Lo setigagi ey (49)

Functiile care apartin vreuneia din categoriile ce figureaza in definitia 7 le
numim funetii de ordinul # pe multimea £, fatd de multimea &,. Pentru simplifi-
carea limbajului, vom utiliza pentru o functie convexd, neconcavi, polinomiali,
neconvexd sau concavd fati de mulfimea &, denumirea: [unctie ,-convexd,
I -neconcavi, & ,-polinomiald, & ,-neconvexid sau ¥, concavi.

Functiile de ordinul n fatd de multimea <, au fost studiate de T. Pop o-
viciu [19]7). Cazul n =2, ¥, fiind oarecare, a fost considerat de Becken-
bach [3] In cursul acestui paragraf vom mai aminti si o definitie datide L. T or n-
heim [29].

2. Teorema 15 Pentru ca funcfia f (x) sd fie & ,-convexd pe punctele

P X = emi, <2 K m=n -+ 1, (50)

este necesar si suficient ca ea sd fie F,-convexd pe fiecare sistem de cite n -+ 1
puncte consecutive Xj, Xjt1,eevy Xjon, J=1,2,...,m — n, din sirul (50).
Demonstratia teoremei 15 se bazeazd pe teorema 7. Necesitatea conditiei din
teorema 15 este evidentd, din cauza definitiei 7. Suficienta conditiei rezultd in felul
urmitor. Fie 7 =2, Si presupunem ci sint indeplinite inegalitilile
B[S ke ve e Mrn s L] o0, = 2 (51)
Atunci avem si
L (‘“n; Xjs Xjdds evny Xjy u—l;fl X n) <
< L5 Xitt, Xjrzye oo Xjpns S| Xira), (52)
i=12...,m—n—1.

Conform teoremei 7, trebuie deci si avem

. LTy Xigs Xigseoos Xiy5 S| Xiyy 1) < S (X )s (53)

*) In [19] definitia functiilor de ordinul n este legatd de proprietdtile diferentelor divizate,

27 ASUPRA NOTIUNII DE FUNCTIE CONVEXA 187

oricare ar fi sistemul de n + 1 puncte xi; < Xig << ... < Xi,,, din sirul (50). Din
inegalititile (53) rezultd concluzia din teoremd. Dacd n = 1, ;inem seama c!e faptul
cii douid functii distincte din &, nu pot s coincidd in nici un punct din [a, b].
in acest caz, din D [F,; x;, xj+03/1>0,i=12, ..., m— 1, rezulta

LTy x; Flxd) <f@di=2,3,000,m L(Tq;x5 f|x:) <f ()

P B B o T« ves T s e g | %) F0), = m — La =

Se poate enunta o teoremd analoagd teoremei 15, inlocuind conditia de '
_convexitate cu I ,-concavitate, & ,-neconvexitate, J',-neconcavitate.

3. Teorema 16. Dacd functia f (x), definitd pe intervalul [a, D], este de
ordinul n fatd de F,, n =2, atunci [ (x) este continud pe intervalul deschis (g, b).

Pentru demonstratie, sa considerdm un punct arbitrar x, din interiorul inter-
valului [a, b], si si presupunem cd [ (x) este J,-convexd pe intervalul [a, b].
Si consideram de asemenea un sistem de n -+ 1 puncte

X< Ky s XX < Xip1 < oo K X (54)
Functiile
T (552 3605 0 e o DX B3 N A Xn13. | %), (55)

T (T gy K s s 00 e R eeriwas b | )
au aceeasi valoare in punctul x,. Pentru i =0, suficient de mic, avem
BIf v Az % " - s . L e %5
T (0 Ry X sees Kiis; pm Kibla = wisf ooy - B < fiGg 1+ R < (56)

< L2 X5, Ko v i X s FiednmiraXa-tad | % - B)

L (ET;,,; Xoy Xgsaney Ni, Xgs Xiflaean, xﬂ;fl Xo— h) >f(_\'0 - h) = (57)
= L(:j—IH; Xis Xgaesey Xiy Aps Xitdseen, Xﬂ'—l;,f| Xo — h)v

sau inegalititile contrare (omitindu-se semnul =), dupa cum 7 + 1 este de aceeasi
paritate sau de paritate contrari cu n. Dacd s —0, fungt_ule (55) fiind continue,
rezultd ci f(x, -+ h) — f(x,) si f(xg— h) = f(xc). Rationamentul este analog
daci asupra functiei f (x) facem ipoteza de J'» — concavitate. Daca f (x) este necon-
cavii sau neconvexi fati de J,, atunci in inegalitatile (56) si (57) se poate intimp]a
sd apard semnele << sau =. Concluzia din teorema rimine si atunci valabllit.

Teorema 17. Dacd functia [ (x) este de ordinul 1 in [a, b] fatd de mulfimea
., atunci ea nu poate avea decit discontinuitdfi de speta intlia. 3 gt el

in demonstratia acestei teoreme ne bazdm pe faptul cd doud functii distincte
din multimea &, nu pot s coincida in nici un punct al intervalului [9, b]. Si presu-
punem, pentru fixarea ideilor, ci f (x) este neconcavd fata de J' in [, b]. Avem
deci D [Fy; x;, xp; f] = 0, oricare ar fi perechea de puncte x; < x;. Fie x, un punct
din interiorul intervalului [a, b] si {x\,}f:h /My S O] W [ P 11 8 d; puncte
cu limita x,. Sd aritim ca existd limita la dreapta a functiei f(x) in x,. Din cauza
observatiei ficute mai sus cu privire la functiile din &, pl_jtern face ipoteza ca
sirul{x\,}\‘,ﬁ:wste monoton. Sirul de functii {L (e fl .:\‘)}v:i este dg:ci un sir
monoton, necrescitor, de functii, care este mirginit inferior de functia L (955
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X3S | x). Acest sir de functii, pe baza teoremei 1, este uniform convergent in [a, b].
De aici rezulta si convergenta sirului de numere {7 (Xv)Joeq . Limita f (x, + 0) existd
d_ec1. In mod analog, rezulti si existenta limitei f(x, — 0). Pentru ex[{remitﬁtile a
si b avem, evident, de considerat numai limitele f(a + 0) si / (b — 0). In mod
analog se trateazd celelalte categorii de functii de ordinul 1 fat.'ﬁ de 7.

T corema 18. Dacd [ (x) este o functie de ordinul n pe intervalul [a, b] fatd
de multimea Jw si dacd ea este I u-polinomiald pe punctele (47), atunci ea este
de asemenea J',-polinomiald pe intervalul [x;, x,.1].

- Pentru a demonstra teorema 18 este suficient si aritim ci — in ipotezele
facut<_3 asupra fl}nc{;iei S (x) — in fiecare punct al intervalului (x;, x».1), valoarea
functiei f* (x) coincide cu cea a functiei L (5,; x,, Xp,..., Xu; f | X). S4 presupunem

cd ar exista un punct Xo€(xy, Xut1), astfel ca f(xg) = L (Fu; X1, Xps- - > Xu; [ | Xp)-
Fie xp < xy < Xpy1. Sd consideram functiile
Lo (Pows Xy Kaiorw s Khis X o bt o mmm sy Xiiztisf | 260,
(58)

T (55 e 0 sy wemey . 30 RNy n g S N
Dacid x, << x,, atunci diferentele
L('LJ'J: 5 X1y Xgseee, xn;flx) = L(U"n;xl.:\‘2,...,xk,xu,_\‘k+1,...,x,,_1;f| x)
L Uy s Kaywowns Fnsd | ®) = LT %p, Bo s vy Hhiy Ky Xhrtnenss Xntl ] %),

au semne contrare pentru x > Xy. In acest caz, numarul £ (x,41) este cuprins intre
Vii[qule in punctul x,+; ale functiilor (58). Aceasta este in contradictie cu ipoteza
cd f(x) este de ordinul # fata de I, pe intervalul [a, b]. Dacd avem Xn < Xp << Xnti,
atunci, din cauza ipotezei f (xg) %= L (Ju; X1, X,5,. 0., X3 f| X,), numerele D [T, :
X Ko yoa g Xps Ko i ] 1 D [Hys X Koy o Xois Kot ;f] au semne contrare:
Ac_easta este de asemenea in contradictie cu ipoteza facutd asupra functiei f (x)
Oricare ar fi deci punctul x,€ (x;, xx 1), trebuie 3 avem f (x,) = L (F; Xy, Xy, .
Xn; J'| Xo). Teorema 18 este astfel demonstrata. Trebuie si observim ci il%;d{;z];‘lo.!;-‘
stratie este cuprins si cazul n = [.

4, ]l)“e finitia 8. Fie & o mulfime de puncte din intervalul [a, b], pe care
e definitd funciia [ (x). Sﬁj presupunem cda pentru orice sistem de n + 1 puncte
.};1 = 5 < e Xn+1 ale !:m' & avern DI s s o Vg 1= 0. Multimea
& o numim multime de F, — polinomialitate a functiei f (x). ‘ :

Pe I')azla teoremei 18 se poate face un studiu aminuntit al multimilor de F ,-
p(illllomlall’[ate ale unei functii de ordinul » fata de J, i)e intervalul [a, b]. Daca
n= 2,f (x) e continui in (a, b). In acest caz, daci & C (a, b) este o m,u![ime de
J'y-polinomialitate a lui f(x) ea isi contine toate punctele de acumulare care
sint diferite de @ si de b. Daca lim & == b i lim & =£a, atunci & este o multime
inchisa. lDacé a€ &' si a€ &, atunci f (x) trebuie si fie continui pe a. Ace’easi
observatie este valabild si pentru extremitatea b, Multimea contine o dati cu doui
puncte x, < x,’, orice punct x € (x,, x'y), din cauza teoremei 18. Rezultd deci ci
ea este un interval deschis sau inchis (care nu se poate evident reduce la un punct).
. Sa presupunem cd &; si &, sint doud multimi de & ,-polinomialitate. Dacd
intersectia & M &, nu se reduce la un singur punct, atunci reunirea &, U &,

|
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este o multime de & ,-polinomialitate. In caz contrar, & U &, poate si nu fie o
multime de & ,-polinomialitate. in acest caz &; si &, sint doud intervale cu o
extremitate comuni. Reunivea F a tuturor multimilor de & ,-polinomialitate ale
functiei f (x) este o multime de intervale, doud cite doua avind cel mult cite un
punct comun si dintre care cel mult doud sint deschise. I contine un numdir
finit sau numérabil de intervale.

Dacd n = 1, f(x) poate avea puncte de discontinuitate in interiorul intervalului
[a, b]. Dacd & este o multime de &,-polinomialitate, ea este in orice caz un interval.
Spre deosebire de cazul #» =2, reunirea F a tuturor mulfimilor de J,-polino-
mialitate poate contine mai mult de doud intervale deschise.

5. Teorema 19. Dacd f (x) este o functie continud pe intervalul [a, b],
conditia necesard si suficientd ca ea sd fie F p-convexd sau I ,-concavd pe intervalul
[a, b] este ca ea sd fie n-valentd fatd de I, pe intervalul [a, b].

Pentru demonstratic ne bazim pe teorema 14. Si presupunem satisfacutad
ipoteza din teoremd. Atunci, conform teoremei 14, D B e e e
/] pastreaza un semn constant, pentru orice sistem de puncte (47) din [a, b]. Deci
f (x) este F,-convexd sau &F,concavd, dupd cum acest semn € pozitiv sau
negativ. Conditia din teorema este deci suficientd. Necesitatea conditiei este evi-
dentdi, pe baza definitiei 7. Aceastd teoremid a fost datd pentru multimea <, de
T. Popoviciu [22].

Din teorema 19 rezultd importanta notiunii de functie n-valentd fati de o
multime de tipul 7, [a, b]. In lucrarea sa, L. Tornheim [29] numeste functie
convexa fatd de o multime de tipul 7, [a, b], o functie continud pe intervalul inchis
[a, b] si n-valenti fatd de multimea interpolatoare consideratd *). Definitia 6

datd de noi este mai generala.

§ 2. FUNCTII DE ORDINUL # FATA DE O MULTIME DE TIPUL I. [a, b] CARE
CONTINE UN LANT INTERPOLATOR DE ORDINUL (1, 2, . . ., n—1).

1. Definitia 9. F, fiind o multime de tipul 1, [a, b], spunem cd ea confine
un lant interpolator de ordinul (1,2,...,n —1), dacd existd n — 1 submultimi
FCT,Cuoo CTFuy ale lui Ty, astfel ca Fy sd fie de tipul I [a, ol k= 1525055
n — 1. Submultimile 5, C F,C ... CFu_y spunem cd formeazd un lant interpolator
de ordinul (1,2,...,n — 1) in [a, b].

in acest paragraf vom presupune intotdeauna ca &, contine un lant inter-
polator de ordinul (1,2,...,n — 1). Urmédrim sia punem in evidentd citeva pro-
prietdti care exprimi o legdturd intre functiile de ordinul » fatd de J, si functiile
de un ordin k <n fatd de F; Unele din aceste proprietdti au fost studiate de
T. Popoviciu [19], in cazul cind &, este multimea polinoamelor de grad
cel mult-egal cu n — 1. Rezultatele pe care le expunem mai jos se bazeazd in mod
esential pe proprietatile punctului £, care figureazd in enuntul teoremei. Motivul
care ne-a condus la acest studiu este lipsa, in general, a proprietdtii de liniaritate
a multimii 7,. In cazul particular al multimii ,, toate rationamentele decurg din
proprietitile diferentelor divizate.

Definitia 10. Punctul € (a, b) se numeste punct de ordinul k fatd de
multimea Ty de tipul Iy [a,b], al functiei f (x), definiid pe intervalul [a, b), daca

*) Denumirile sint altele la L. Tornheim.




——
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in orice vecindtate a lui T existd k-1 puncte distincte, X3 , Xo,euees Xis Xrp1, astfel

easd averm B [Fpt Xy X »s own Bea- Xrrr s Fl1= 0,

Lema 9. Fie f (x) o functie &, - convexd pe intervalul [a, b]. Fie de ase-
menea B [T Xy Xpaee o Xy f] =0, unde x5 x5 2T con 20 b, Dued
Xk < Xo< Xeqt, 3=k <n—1 si n =4, atunci pentru x > xx, f{x) — L (Fu_1;
Xgy Xgyeees Xh1s Xo, Xktlseses Xn; [|X) <O, dar dacd x, < x9 < X3, 5l n =2,
avem f (%)= L. (P nt} Koy FyestonXng I [2) =0 porgry %= %n:

Proprietatea analoagid are loc pentru functia f'(x), &, - concavd pe intervalul
[a, b], schimbindu-se corespunzitor semnele de inegalitate.

Demonstratia lemei 9 e imediatd, Dacd x, << x, <7 ¥y, functiile L (F,4; x,,
Xl ST BT s 0y e ety D o) ot in: m—2 ipunote] st deci
diferenta lor trebuie sd schimbe semnul in aceste puncte. Dacd am avea
JOO)—L(F g ; Xq, Xg,0 005 Xn3 [ | X) <O pentru x > x,, atunci, in intervalul (x,, x,),
aceastd diferentd ar trebui sd se anuleze de doua ori (altfel L (Fp1; X5,. .., Xa; [ X)
siL (Fu_1;Xq, X3,--+, %n; f|x)ar coincide in n—1 puncte, ceea ce nu se poate, si
am ajunge in contradictie cu ipoteza de I ,-convexitate *)). Din acelasi motiv
nu putem avea nici f(x) — L (Fn—1; Xy, X3...., Xx; f|x) = 0 pentru un punct
X 2= K

Dacd 3 < k<n—1, functiile LiF 15 55, %5 3000, Xny L1 2) 51 LT oi; 2,
Xy 5 5. X8 ys Ko Kiga d 55 w9sFons ] | x) coincid in n—2 puncte. La fel ca mai sus se
observd cd nu putem avea f (x) — L (Fu_1; x5, X3 seevs Xy g5 Xos XpygsesesXns
Fla=0.

Lema 10. Dacd f(x) este o functie F,-convexd (F,-concavi), pe in-
tervalul la, b], n=2 si £ este un punct al sdu de ordinul n—1 fatd de multimea
el ‘anmci existd n—l_p.'.mcfe PRl e e e e M e T astfel ca pentru
Xo =Xyt 80 avem D [Fu 1; o Xgsewisdnaiy Xge f1>0 (< 0). Ju aceleasi
ipoteze existd n—1 puncte xi{ < x3 < ... < Xp—y, Xn—t < E, astfel ca D [F,—;
X, X sancts & Pl <0 (0)

Pentru a demonstra lema 10 ne bazadm pe lema 9. Totdeauna putem face ipo-
teza cii punctele x; pentru care D [Fy_1; X, Xo,..., Xu; f] = 0, satisfac inegalititile
X < Xp<T ...<Xp<<b (pe baza definitiei lui £). Sd presupunem xp << & < Xge1, 2 =
=k=mn—1 (in cazul k=1 nu avem nimic de studiat), construim, pe baza
lemei 9, -funchia L. (13 Xy, Hysee s X1y B, X es0s Xas | %) si ‘punctele €,
Xkf1 5o, Xn VOr juca rolul a m — &k + 1 dintre punctele cautate xi, X2,..., Xn 1.
Construim pe rind functiile

L (ﬂ?nfl; XNgs Xgseoey X1, ’C;: '\2, Xkl s 00y Xns f .:\‘) seney

Y7 RS T G AR, O R )

L (51'”_1; E e i ey ,?:.X',q+1 e | x).
Punctele x{ = &, X2, X5,.00, Xh—1, Xk = X1, .., Xn_i = Xn satisfac conditiile din
prima parte a concluziei din enuntul lemei 10 (x3, x3,... x;—2 sint alese arbitrar
in (&, xr+1))-

Se poate formula o lemd analoagd cu lema 9, ficind si intervind punctul x,
in locul punctului x,, si punctul x in locul punctului xz.1. Rolul punctului x > x
il va putea avea orice punct din intervalul (x,—y, x,). Nu mai insistim deci asupra
partii a doua din concluzia lemei 10.

*) &,y fiind o submultime a multimii J°,, .

s
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Teorema 20. Dacd f(x) este o functie T p-convexd sau & p-concavd in
intervalul [a, bl, n==2, atunci ea are cel mult un punct de ordinul n—1 fafd de
Fp—arin (ay b))

Pe baza lemei 10, dacd &, < &, ar fi puncte de ordinul n—1 fatd de Fug,ale
functiei f(x), ar exista doud sisteme de cite n puncte xi << x2 << ... < Fons
XY < Xh <ouuo< Xy, unde x1 =%, si x5 <&, astfel ca D [Fn1; X1, 2,000, Xn3 []
si D[Frpa; xi, X2,...,%n; f] 54 fie de semne contrare.

Pe baza teoremei 12’, aplicatdi multimii &, 1, existi n puncte &, &,,..., &,
situate in intervalul (%,, &,) astfel ca D [, B By ey S F] =10,

Fie M, 1 multimea tuturor punctelor de ordinul n—1 fatd de J,—y, ale functiei
f(x). Sanotim & =inf My, 1, £" =sup M, 4. Multimea M,_1, este peste tot densi
in intervalul [£', £"] *). Deci f(x) trebuie sa coincidd pe acest interval cu o functie
din ¥ ,_;, ceea ce contrazice faptul cd f (x) este n-valentd fatad de &, pe intervalul
[a, b]. M,y nu poate deci contine decit cel mult un punct.

Din teorema 20 rezultd citeva observatii interesante. Dacd f(x) nu are punct
de ordinul n—1 fatd de F,—q, ea este (n—1) - valenta fatd de F, 1, si decie I,
-convexd sau J,_j-concavd pe intervalul (a, b). In baza teoremei 20, in acest
caz f(x) nu poate avea mai mult decit un punct de ordinul n—2 fatd de &, ».

Daci f (x) are un punct de ordinul n—1 fati de &, 4 si-1 notim cu E. Punctul £
imparte intervalul [a, #] in subintervalele [a, %] si [§, D], pe fiecare dintre ele
f(x) fiind (n — 1)-valenti fati de F,,. Dacd f(x) e J,convexd, atunci pe
intervalul [a, £] ea este &, q-concavd iar pe intervalul [£, ] este g ,_4-convexd.
Daci f(x) e JF,-concavd, atunci pe primul subinterval ¢ &, q-convexd si pe
al doilea o, j-concavi. Rezultd ci punctele de ordinul (n—1) fatd de J, 4,
ale functiilor n-valente fatid de &,, se impart in doud categorii.

Definitia il. In ipotezele teoremei 20, punctul & de ordinul n—1 fajd de
T 1, al functiei {(x), il numim de clasa 1-a dacd la stinga lui, f (x) este J,_i-con-
cavd, iarl a dreapta lui este F, i-convexd. In celdlalt caz, punctul se numegte de
clasa a 2-a **).

Din demonstratia teoremei 13 rezultd ci punctul £ care figureazd in enunt,
separd punctele & <& < ...<E, . Fie f (x) o functie n-valentd fatd de F,8ik
un punct al siu de ordinul n—1 fatd de F,_1. Are loc

Teorema 21. Dacd n==2, existd in vecindtatea lui £, n puncte &, < £,
<E astfelca D[Fn1;8,5,..., E T =088 b ® v B = ek .
De asemenea, existd n puncte £, <&y < ... <t ,astfel caty <E <& < ... <E, gi
D [Fsv; &1s Bt E.-,;; f1=0.

Pentru demonstralia teoremei 21 e suficient sd studiem cazul n = 3. 54 pre-
supunem ci f (x) este F,-convexd in [a,b]. Fie & <& <&, <&yl DI s By,
Eys £1= 0. Avem L (Fg; &y, £y f13) < (x) pentru x >Eq i L (Va3 5y, &3 f12) >
f (x) pentru &, < x < £,. Printre functiile din J, de forma L (F4; xy, £ /]X), unde
£, < x, < E, existd una care coincide cu f (x) intr-un punct &', situat intre x, si g,
Dacii o asemenea functie n-ar exista, atunci pentru x, = £, diferenfa f (x) —
L [F,; xy, £y; f]x] s-ar anula intr-un punct cuprins intre £ siZ,, sau s-ar anula in x,,
fird si schimbe semnul. In ambele cazuri, f/ (x) ar trebui si mai aibd un punct

E’, £ sint continute in M, 4, ea fiind o mul{ime inchisa.
Se clasifica punctele de orice ordin n—Fk fatd de &7, ; in mod analog,.

*

)
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de ordinul n;l Fa’t’tﬁ deril' a—1, diferit de £, ceea ce, conform teoremei 20, nu se poate
3 = 4 5 Wi i rr U ” < . >
Avem deci &; <&y <& <& s5i D [J'QL €1, Ga, &3; f1=0. Dacd n>3 si avem

5 = 23

E o £ o o

e = ¢ — - — _— L 0

1 < Cp<Tauws CGELT G T ovn <G, 2 <k <<n—2, aplicim rationamentul de

mai sus functiilor din &, _ in punc E . E £ £ inci
tiilo n—1 care in punctele &, &,,..., Sy_1s Cpags v EH coincid

cuf(x). In cazul k=1, se omite punctul £ . Aceasta multime este de tipul

LI £p o). Putem deci gisi &, yastlelca k<& < I £
2{;;!_1 ,<_k+d] et 'ecleganm un punct g, astlel ca 5, <&, <., . <5, <&, <E<
SR i D [Fpes E Bkl ., & E o )
~ Shye 3 'Q" S [ n—13; €1, Ez,---, Sk Shp1r Shagscses L*;,iaf]:O_ De
aici re}111t51 prin repetarea constructiei cd are loc prima parte a concluziei din
tcorema. La fel se stabileste si a doua afirmatie din concluzie.

Teorema 22. Dacd f(x) este o functie T ,-convexd sau < ,-concavi
pe intervalul a, b], n > 2, atunci intervalul [a, b] se poate descompune in cel mult
n—+1 Sfr_binrervaie consecutive *), in care f (x) sd fie alternativ convexa St co.ncm’i
Jatd de I,y (se presupune 1<"rFk =<n 41). b L

Pentru demonstratie s considerim mai intii cazul k=1 si si presupunem
cd f(x) este J,-convexd in [a, b]. Doud cazuri se pot intimpla: sau exista
in &,_y o functie care ia in n puncte din [a, b] valori egale cu ale lui f(x) sa[1
o asemenea funcfie nu existd in Fu_y. In cazul al doilea, f (x) este (;r—l)
-valenta fatd de 9, pe [a, b]. In primul caz, f(x) are un punct £—2 de ordin n—1
fatd de F,_; . Punctul £ imparte intervalul [a, b] in doud subintervale conse-
cutive*) [a, "] 5i [£"7Y, b], in fiecare din ele /(x) fiind (1—1)-valenta fata
de &, 1. Prin urmare f(x) este F, y-concavi in primul interval si F, -

convexd in al doilea, dupd cum rezultd din lema 9. In mod analog se examineazi -

cazul cind / (x) este F,-concavda in [a, b].
Pentru cazul k=1 proprietatea cuprinsd in enuntul teoremei 22 are deci loc
i, = nega e « w(n—1 ’
pentru cd, pe baza deflm’gu? pll"lCtUhll £, descompunerea indicatd este unica
. = n— . - - - f— :
In ipoteza ca punclul}E ) existd, si notim cu i 2 (x) restringerea functiei
fadm Lo (n—1) . sy peat e S ) < : i1y
f(x) pe 1ntetva(1"u_ln[a,£ ]sicufs (x) restringerea ei pe intervalul [E" 7, b].
Observam ci fi (x) poate avea cel mult un punct de ordinul n—2 fatd de F,_»
. L G n—1) . ’ iy
Aceeasi observatie este valabila si pentru fo (x). Prin urmare f (x) poate avea
R . s O L
in (a, b) cel mult doud puncte £("— < £("? de ordinul n—2 fatd de 7, . Intr-adevir,
= w(n—1) a P . 2 —
daca pynctul £ ar fi i acelasi timp si punct de ordinul n—2 fati de &, », atunci
unul din punctele de ordinul n—2 fatad de &, _, situate in (a, £ ") si (", b)
érebme si lipseasca. In caz contrar, ele ar fi de clase diferite iar "D ar i deci
de aqgeagl'u clasa cu unul dintre ele, ceea ce nu se poate, deoarece atunci s-ar pune
in evidentd un interval pe care f(x) ar coincide cu o functie din 7,. Fie deci F("2
— E(n—2) = -7 015 G e i : "
- E«Em q)pugr{:teli de o:qdmul f:—2 fatd de J, 5 ale functiei f(x). In intervalele
w(n—2 n—=2 (n—2 2 T -
[a, 02, [E®, £0"] si [EQ—, b] are loc proprietatea cerutd in teoremd,

— s a & = »(n—1) - &

pentru k=2. In ipoteza ci & nu existd, f(x) fiind convexi sau concavi fati
g A~ A o 8. i

de ', in intregul interval [a, b] are cel mult un punct de ordinul n—2 fata

de I, 5.

' ) Subintervalele [oy, By], 22 Bal,. .., [o. (x] ale intervalului [, 6] le numim consecutive
dacd a<oy, By =0 ,...,Pr_y =% Br=b.
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Pentru cazul k=2, se observi, in mod analog, ci numirul punctelor de ordin
n—Ik fati de 7,y este in orice caz finit. SA presupunem cd acest numar » ar putea
si fie cel putin k + 2. Observim cd intre doud puncte consecutive fr=d o Er W
de ordinul n—k fatd de T, &, existi un punct de ordinul n—k+1 fatd de Fp—ry1.
Daci n-ar fi asa, atunci punctele £(*® si £#—P ar apartine unui interval in care f(x)
este convexd sau concavd fati de F, x41 si deci n-ar putea avea pe acest
interval doud puncte de ordinul n — k fati de F —n. Ipoteza m =k + 1 ne con-
duce deci la existenta a cel putin doud puncte de ordinul n—1 fata de Fpq ale
functiei f (x), ceea ce am vizut deja ci nu poate avea loc. La fel se studiazd
cazul cind &, — convexitatea se inlocuieste cu I, — concavitatea.

Concluzia din teorema 22 este deci adeviiratd, pentru ci in intervalele deter-
minate de punctele de diferite ordine e asiguratd si alternanta caractervlui de con-
vexitate cerutd in enunt. Descompunerea indicatd e unicd.

Aceastd proprietate mai poate fi enuntatd si in felul urmaitor.

Teorema 23. O functie T -convexd sau Fn-concavd in [a, b, are cel
mult k puncte de ordinul n— k, fatd de Pu_y k=1,2,..., n — 1. Punctele de
acelasi ordin, apartin alternativ la clase diferite.

Prima parte a enuntului e clard. A doua rezultd imediat dacd observim cd
intre doud puncte de un acelasi ordin, care apartin la aceeasi clasa, existd inca
un punct de acelasi ordin. Deci doud puncte consecutive de un acelasi ordin trebuie
si fie de clase diferite.

Daci existi toate cele & puncte de ordinul n— k fatd de &, , in ipotezele
din teorema precedentd, atunci avem.

Teorema 24. Punctele de ordinul n — k fatd de F ,_y, si cele de ordin n—k+1
fatd de Fu_ry1 se separd 2 <k <n—1).

2. Din teoremele enuntate in acest paragraf rezultd citeva concluzii, daca se
particularizeazd multimea &F,.

O functie convexi sau concavi fatd de multimea ,, are cel mult n — 1 puncte
de ordinul 1 fati de multimea ;. Acestea sint puncte in care f(¥) are maxime
si minime relative.

Continutul teoremelor 22 si 23 se poate extinde si la functii neconcave sau
neconvexe fati de multimea &,. In acest caz descompunerea intervalului [a, b]
asa cum se cere in enunt nu mai e unicd.

Teoremele expuse in acest paragraf se referd mai mult la proprietatile multimii
de definitie a unei functii de ordinul » fata de o multime interpolatoare de ordinul 7.

n cazul cind multimea &, este liniard, aceste proprietdti sint strins legate de
diferite aspecte ale extinderii teoremei lui Jordan, privitoare la functii cu variatie
marginitd. Aceasta se observi cu usurintd de exemplu in lucrarea luiG. Ascolilll.

3. Tnainte de a incheia acest paragraf, vom da o teoremi care confine o pro-
prietate interesantd a functiilor apartinind multimii J'», in ipoteza ci aceastd multime
contine un lant interpolator &, C F,C...C  Fu_y de ordinul (1, 2,..., n — 1)
Existenta unui lant interpolator de ordinul (1,2,..., n — 1) este asiguratd, de
exemplu, in cazul multimii .. In acest cazT; C L, C ... CFus formeazd un lant
interpolator de ordinul (1, 2,...,n —1) pe intervalul (— oo, a0). Dar acesta nu este
unicul lant interpolator de ordinul (1, 2,...,n— 1) pe care-1 contine <C». Aceasta se
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ob.servz“t ugor dacd reamintim ca multimea T, () € &, este de tipul ,_; (— oo o0)

]c:;"llca;? ar fi nqrrt}arulcr;al «. Multimea ,_; coincide cu ¢, (0). Un alt exer,nph;
- erd un sistem Cebisev-Markof at di ii

3 off format din functiile @y (), 95 (X)sn 0, @, (%).

Functiile ¢, (x),i=1, 2,..., n se presupun continue pe un interval [a, b], iar

P14 (€5)) Py () .. P (xy)
¢y (X2) @y (x3) ... 9 (x3) =0,

=1, 2% eyt
oricare ar fi punctele distincte x,, Xgreuws X, k= 1,2,...,n, din intervalul [a, b].
A

S notim cu T multimea polinoamelor generalizate de formaz o . (x),
AR
B=1,2.. i i %
po]ato’r :je ,1(11.. Elste evident ca T,C T2C «ve CTny formeazd un lant inter-
Sl Ior‘bmlu (}, 2,.'. ol — I) al multimii 7. Vom vedea in ultimul capitol
cestel lucrari ca mai existd §i alte exemple in acest sens, al cdror studi
prezinta interes. : b
multg};)jnform definitiei multl'l{l]'l; I, diferenta a doud funetii distincte ale acestei
e ?u se poate anlila decit in cel mult n — 1 puncte din [a, b]. De aici rezulti
£ e:g_[uncue. ® (x) eEg, , care nu ‘apartine multimii &,_;, este (n—1) — valenti
sa{: :‘Fe n—1 §1 CICCI, ea fiind continud pe intervalul [a, b], este F,_;-convexi
n—1-concava pe acest interval. In ambele cazuri, ¢ (x) are cel mult n — 2
puncte de ordinul 1 fatd de &, in (a, b), conform teoremei 20
L em o) &r: o - a ;
b :J_ra :;ﬁ IDam o (x) € g, i (x) Edy_y, iar g (x) este o functie oare-
Sie <1,x <fe ca <g (¥) — ¢ (x) sd se anuleze pe n — 1 puncte distincte din
» bl 2 2 < aee < Xu—1, atunci ¢ (x) are n — 2 puncte de ordi i
de &;. Se presupune aici cd n > 3. ; P opiatis
inter\]ﬁgﬁ:n(stra‘ga a)cestei leme este imediatd pe baza teoremei 13. In fiecare din
Xi, Xit1), i=1,2,...,n — 2, o (x) are cite un i
A St 3. e 3 3 un ;
el -y ) punct & de ordinul
; Lema 12. Dacd ipotezele din lema 11 sint satisfdcute si se noteazd £, ,i = 1
y e e e v : : -
1127:’5;,’. ( : 1(.2 p)unctul (f’e or dinul 1 fatd de J'y al functiei ¢ (x), care este situat in inter-
Xi, Xi1), atunci diferenta ¢ (x) — L (J; &, @ | x) se anuleazd fird sd schimbe
semnul, pe punctul Ed=1,2 a2
(T)Derzon;%tragia lemei _12 rezulti dacd f{inem seama de faptul ci diferenta
%r. e ( (1, E s gzl f-’)’_I';:_ L, 2.0 o, — 2, nu se poate anula nicieri in [a, b].
d'f, ‘ @ (x) — L(F;E;¢|x) n-ar schimba semnul in punctul £, atunci
TSP 2 % .
1e:en,avg (x) — L(F,;E;9 | x) ar trebui si se anuleze undeva in (xi, Xit1)
en i R - ,
5' ru- ca, in c‘az .contrar, () — L@;; &; ¢ |x) s-ar anula pe un punct
1r'1 (x,,x,-+z)l, diferit de &;, ceea ce, pe baza teoremei 13, ar atrage dupa sine
existenta unui punct de ordinul 1 fatd de 7, al functiei @ (x), diferit de £, situat
in intervalul (x;, x;.1) ceea ce b i : sibi o
] et , pe baza lemei 11
este valabil pentrui=1,2,...,n — 2. s
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Lema 13. Dacd functiile mulfimii &y sint derivabile, atunci in ipotezele lemei

12 avem [M} = {M] F=1.200e— 2,
dx .?::-—*Ei dx r=E;
Demonstratia lemei 13 rezulta pe baza lemei 12 si nu mai insistdm asupra el.
Fie g (x), o functie oarecare din J'; si n 2> 3. Sa considerdm spicul
Slﬂ"n; Xi* 5 Ko oaes sy Xned "
| g (xy), & (Xp)ye v o5 & (Xn—1)
evident ca acest spic contine o infinitate de functii.

g (x), are cite un punct
Lh— 2.

unde x; < Xg <... < X1

apartin intervalului [a, b]. Este
Fiecare functie a spicului considerat, diferita de functia
de ordinul 1 fati de &,, in fiecare din intervalele (X7, xit1),1=1,2,..

X1y Xg e oss Xn—1

g(xy), 8 (xp) ,ve-> & ()]
il numim normal, dacd toate functiile diferite de g (x), care ii aparfin,

puncte de ordinul 1 fatd de & .

in cele ce urmeaza vom presupune ci functiile multimii sint derivabile in (, b)
sin>3. Fleg(®)eTF, si ¢ (%), ¢, (x) doud functii distincte din J',, care nu
apartin multimii F,—1 §i care sint ambele ,-convexe sau ambele J',-concave.

Are loc:
Teorema 25. Sd presupunem cd ¢, (x) — g (x) se anuleazd pe punctele

<xp_y din [a, b, iar @, (x) — g (x) se anuleazd pe punctele xi < x2 <

Definitia 12. Spicul S !EF,,;
au aceleasi

X< Xg ...
< ... < X, din [a, bl. Dacd punctele xi si Xi se separd, iar spicele
= S s o X1 KB ys sevy Ko p
S it‘l'n; s ot St ‘ 5.8 {:‘J',,; i le = } sint
g (xl)-: g (xz) T (xn—l) | g (XJ), g (x-z) 5 ey " (x"_]_)

normale, atunci cele n — 2 puncte & < &, < ... < £, , de ordinul 1 fatd de Ty,
, de ordinul 1

ale functiei @, (x), separd cele n— 2 puncte e TN

fatd de F ., ale functiei ¢y (X). _

Aceastd teoremi contine ca un caz particular cunoscuta teorema a lui V. A. Mar-
kov [7], relativd la separarea extremelor a doud polinoame de acelasi grad, care
au toate radicinile reale si ale cdror radicini se separd. Teorema 25, mai sus enun-
tatd, contine toate teoremele de tipul V. A. Markov, care se pot formula pentru
integralele unei ecuatii diferentiale, in conditii care se vor preciza in capitolul I
din lucrare. Aceste teoreme dupa cum se va vedea, sint strins legate si de teoremele
de tip Sturm.

Demonstratia teoremei 25 se bazeaza pe lemele 11, 12 i 13. Sa presupunem ca

Xy < X< Xy < XL e < Xpr < X < Xt < Hnt " (59)
Si aritim ci intre doud puncte consecutive din sirul
N e A (60)
existi intotdeauna un punct, si unul singur, din sirul
(61)

o B e S Bbn

Conform ipotezelor facute asupra functiilor ¢, (x) si @, (x), diferenta ¢, (x)— g (x)
este de semn alternativ pozitiv si negativ in intervalele (xi, xiy D= 1,2, 00 1 — 2
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Prin urmare, din cauza continuititii functiilor care intervin, diferenta ¢, (x) — o, (x)
se anuleazd in cite un punct din fiecare interval (x;, Koy & =L =D s o Sl
Sd notdm cu x{ punctul din intervalul (i, Xi1) in care 9, (¥) — ¢, (x) se anuleazi.
Sd ne fixdm asupra unui indice ;, pentru care ¢, (x7) = ¢, (x)) > g (x7). Cazul
contrar (omifind evident egalitatea) se studiazi in mod analog. Si presupunem ci
£, <. Vom ariita ci aceasti inegalitate nu poate avea loc, Se observi imediat ci
nu putem avea £ < x7 < €, pentru ci atunci am avea ®, (E,) < @, (El) si @, (Ei) =
< 9, (&;). De aici ar rezulta ci diferenta o, (x) — L (Zits @y | X) trebuie si se
anuleze pe doud puncte din intervalul (%, xi}.1) si deci g, (x) ar avea in intervalul

(i, xiy1), doud puncte de ordinul 1 fatd de &, ceca ce e in contradictie cu lema 11,

n mod analog, se observi ci in ipoteza ficutd P (¥) — L(F; E; @y [ x) ar trebui
sd se anuleze pe doud puncte din intervalul (7, Xiy1) i iardsi am ajunge in contra-
dictie cu lema 11. Inegalitatea E; < xi <, nu poate avea deci loc. Trebuie sd avem
sau &, < £ < xf sau x} < £, < E,. Si admitem primul caz.

Shicull '] F ey Tt Taer g Bui

7 g (xl)s g (Xé),. 2 8 (x?;—l)
valoarea o, (&;)- Punctul E. este punct de ordinul fatd de 7, al acestei functii.
Rezultd deci din inegalitatea Ei<E <xicig,(x) ar avea un punct de
ordinul ‘1 fati de J', la stinga punctului €, ceea ce nu se poate. De asemenea, se
aratd ¢ nu putem avea nici x/ < E. < E,. Ipoteza E. < E. trebuie deci inlocuiti.
cu &, < . Bazindu-ne pe ipoteza ca functiile din F, sint derivabile in (a, b),
cazul £, = £ se exclude imediat, pentru ci aceastd egalitate atrage dupi sine existenta

confine o functie, care pe punctul & ia

unei functii g3 (x) in spicul §{F,; *1» Moo Fn-t

g (%1), & (x2), ..., g (xn-1)
cu @, (x) iar diferenta ®; (x) — 9, (x) nu poate si schimbe semnul in £. In acest
€az ¢, (x) — @, (x) se anuleazi pe »n — | puncte fard si schimbe semnul intr-unul
din ele, ceea ce nu se poate, pe baza teoremei 1.

}, care coincide in £

Avem deci £ < 2 Tn mod analog se observi ci avem si E; =4 +1+ Avem in
definitiv
Bt e i e (62)

“n—1 “n—2

ceea ce trebuia demonstrat, Tpoteza ci 9, (%) si @, (x) sint ambele de acelasi caracter
de convexitate fatd de 5,_,, a intervenit in mod esential. Intr-adevir, din cauza
acestei ipoteze, numerele g (&) — o, (B) si g(&)— o, () au acelasi semn pentru
i fixat. Din acest motiv rationamentul ficut esto valabil pentru i =1,2,...,n — 2.

Proprietatea cuprinsi in enuntul teoremei 25 conduce si la citeva interpretiri
noi in cazul multimii 7, si a altor mulfimi interpolatoare care contin functii deri-
vabile. Desi teorema pare a fi foarte elementard, ea a jucat un rol important in
studiul problemelor de cea mai buni aproximatie prin polinoame. Definitia 12
conduce la o clasificare a multimilor interpolatoare, pe baza proprietitilor pe care
le posedd spicul lor de ordin n — 1. Asupra acestei clasificiri nu insistim aici,
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unde oy, 0, -

i it i i i tine un lan
4. Tn acest paragrafl a intervenit in mod esential faptul cd &, cont t

i asi criterii
interpolator de ordinul (1,2, ...,n — 1). Se pune dtlam proglemblaeizasze Sg;{[c o
igurd exi : i asemenea lan{ interpolator. Pro . ine
care asigurd existenta unui nea lang T eV o
'ma mai simpla ; asi criterii care asigurd existent It
o formd mai simpla; a se gis i v
Ej_lllb C &y, care e de ti;)u] I,1 [a, b]. Un asemenea criteriu vom da in ulct:luu;zi
e i. Aici i i Itimii &, cu care ne-am o
i ar ‘im putin asupra multimii &', : .
capitol al lucrarii. Aici ne opri { i : : o
iulcapitolul 1. Am vizut cd parametrul o, unul dintre parametri de care de;pl_d 4
: a i imatd pri acd
functia F (x; oy, oy, « . .. %), S€ bucurd de proprietatea exprimata prin lema 5, .
valo i 5 Lqgeway On
pent;'u orice valoare &;, multimea functiilor F (o, o, oous 0450, 0%, :

Oy_y» % s+, 0n sint variabili, e de tipul I,—1 [a, b]. Are 1(;::.
gt i >~ 5 s
7 ; i propr monotonie ‘din
Teorema 26. Dacd parametrul o,, posedd pmpneratea. a’e}r i o 4 e,
me
enungul lemei S, oricare ar fi punctele x; << Xy << ... << Xy, atunci mu ,ffa__ Cheia Lot
F (o506 50y eeos 0 45050, 15000 Oy)s URAE Oy Oy aves Oy 5 Oy qyenes O s
* 2 e : a
bili, este de tipul I,_1 [a, b] oricare ar fi «,. . s
Demonstratia, pe baza celor expuse la punctul 3 din paragrafu p
este clard, deci nu mai insistim asupra el.

CAPITOLUL IIT

§ 1. PROPRIETATI DIFERENTIALE ALE FUNCTIILOR DE ORDINUL n
FATA DE O MULTIME DE TIPUL I, [a, b]

In acest paragraf dim citeva teoreme care contin iuslica‘gii asupra 11'Ee%aht:l’g|{gi:
diferentiale pe care le satisfac functiile de ordimvl n fatd dq mu_]ft,n.ruf:z:.'1:11 egrale
unei ecuatii diferentiale de ordinul ». S considerdm ccuatia diferential

G T P e ™ ) =0,

(63)

upre irei A el IpOt e :
asupra careid facem urmatoarele €Z L ) .
1 unctia G (\' Yy d 5 ]"(” 1)) este contmmua in l'ﬂpOIt cu ﬂl'lSEil'l'lbluI varia-

i L £, L L

bilelor sale x, y,',..., ¥*~Y, pe domeniul definit de inegalitifile
A= x==h, — <=y — e i= L2 e, n Ll (D)
2° oricare ar fi punctul x,€ [a, b], existd o integrald si una singurd y(x) a
ecuatiei (63), astfel ca
¥ (xX5) = yo» PO (%) = J'((,j)a i=12...,n—1,
numerele yo, ¥, i=1,2,...,n, fiind date arbitrar.

Definitia 13. Ecuatia (63) spunem cd este (/eif."pul Iy [a, b] d?f.a gzz{ r;:;;’fr}
] tiile ; nai ] ] ntegralelor ei este o multime de
plinite conditiile 1°,2° de mai sus si mulfimea integi

: [afnJ]cele ce urmeazi vom nota cu G, multimea 111L_eg1a]e1‘o1 ecuatiei (6;). tliisfﬁ
clar ci dacd ecuatia (63) este de tipul J, [a, b], atunci mul{imea G, este de tip
Iy |a,b] ] : _
Teorema 27. Fie [ (x) o functie continud pe rlfff’f‘l'(lh{] [a,.b] St C:lft;f r]:;];
derivatd continud in (a, b). Dacd ecuatia (63) este de tipul J, [a, b] §i are o infeg,
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care pe n + 1 puncie x; << Xy < ... < J nei g
1 2 ..o < Xnsy din [a, b] coincide cu f (3 | existd
un punct &€ (xy, Xnt1), astfel ca ] i S

(1) v - b {n—
fPE—-GE £, £, @) =0 (64)

?emonstragia teoremei 27 rezultd din teorema 13. Tn ipotezele din enunful teoremei
7 : i ista g :
: ;apzébgi? ttem emcil 13, exista un punct £ € (x,;, xn11), astfel ca in orice vecinitate
sas stein 41 punete & <& < o £,., pe care o functie ¢ (x) din G
sd coincidd cu f(x), adicAi D [G ;E & Bl ; i, di 4
Rl ws 61 Ggee s &, .13/1= 0. Dar atunci, diferenta
¢ () anulindu-se pe punctele £, i=1,2,...,n+ 1, derivata f' (x)— ¢ (x)
se anuleaza cel puin pe cite un punct &; B8 E:00), 1=1,2 m [ (x)— 9" (x)
o . »! " s 2 ’ TR = i
se anuleazd cel putin pe cite un punct £ E(E.& E'.H) L=l n—1, si, con
: A ; - el i e ) 3 e ey -, DLy =
tinuind acest ratlon(a)ment, derivata a n — a, f®(x) — o™ (x) se anuieazé cel
: w(n (n—1) (n—1) = § :
?elcl)’g;;l pe u]r; punct E97E(E"P, ES ). Dar punctul £, care figureaza in concluzia
et mei 13, este punct de acumulare al multimii tuturor punctelor &, < £, <
e . e Siige B
z(f.-)"?i lp 2care D [Gu; &1, Eye v, 13 f1=0, si al multimii tuturor punctelor
-it, =ls Zereas n 41 : k, k=1,2,...,n, care se atasazi, ca si mai sus, fiecirui
;15 1m c_1.< c,2<l ++0 <&,y de puncte pe care D [G;&,, Ey,..., & s El=—0
e baza ipotezelor de continuitate ficute in e '. et :
. nunful teoremei 2 A ca, i
punctul £, avem /@ (&) — G & F @\ B f 0D () 0,
o Aceastd teoremd contine pe lﬁngé cazuri particulare multe teoreme de medie
ne cunoscute, pe care nu le mai reamintim aici. De asemenea, prin particulari-
zarea}d ecuatiei diferentiale (63) se obtin noi teoreme de medie
ema 14. Dacd ecuatia (63) este de ti ] i 1
~Lema 1 ipul 3, [a, b], iar functia f (x
ori derivabild, este Gy-convexd pe intervalul [a, b], afrj;f?ci di}i' A

® (Xg) :.f(x“)’ ¢ =fO(x),i=1,2,...,n — 1, %€ [a, b],

o (x) apartinind multimii G, , rezultd
o (%) </ (), (65)

pentru X > X, x fiind suficient de aproape de x,.
: Pta.ntfiu del-n'onrstra‘glal lcimel l4_est.c suficient sd observdm ci functia ¢ (x) din enunt
are prin definitie este unicd, este limita unui sir uniform convergent de functii din Gn’,
¥ »

L (Gn; x©. x0). 3 ) = i
{ L(Gn; x{, 30, xPye., 505 fl 22, punctele x2, k=1,2,...,n,i=1,2,...,

n ?

ggnd(i}ca Jlm(rit)a ;.)unctul Xp- Functia f (x) fiind G,-convexd, avem D [Gx;
ot 5lx2 ettt s e Qdack st albas oo =3 = i =12, . B Rt
sa alegem punctele x{? ) — e 5 Sl

g B astfel: x{? = xp, i=1,2,..., X <x <) < ... < x®;
0] Xy X,
ARG T e

2!

© (x) sd satisfaci inegalitatea (65). Are loc, de asémenea

Lema 15. Dacd ecuatia (63) este de tipul J ] i
_Len ] pul I [a,b], iar funct : i
derivabild este Gy-concavd pe intervalul [a, b] atunci a’in] e R

@ (%) =1 (%), 99 () =S (xg) i=1,2,0..,m — 1, %, € [a, b],

» i=012,..., k=2, 3,...,n, pentru ca functia limiti

‘o (x) apartinind multimii Gn, rezultd
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¢ (x) > /() (66)

pentru X > Xy, X fiind suficient de aproape de xg.
in aceleasi ipoteze, in lema 14 dacd se inlocuieste Gp-convexitatea cu Gn-
neconcavitate avem in loc de (65) inegalitatea ¢ (x) = f(x) iar in lema 15 daci se
inlocuieste Gu-concavitatea cu G.-neconvexitate, avem in loc de (66) inegalitatea
¢ (x) =1 ().
Teorema 28. Dacd f(x) este de n ori confinuu derivabild pe intervalul
[a, b] si ecuatia (63) este de tipul Ju [a, b], atunci inegalitatea

£ @) — GO LGS 0o [T () >0, x €0 ]

“este suficientd pentru ca f (x) sd fie Gn- convexd.
Pentru demonstratie si observim, de la inceput, cd inegalitatea (67) atrage

dupi sine n - valenta functiei f(x) fatd de multimea G» pe intervalul [a, b]. Intr-a-
devir, dacd f(x) n-ar fi n-valentd fata de Gn pe intervalul [a, b], atunci ar exista
n -1 puncte x; < Xy <...<< Xn41in [a, b], astfel ca D [Gn; Xy, Xg5- - <, Xpras Fl =0,
Dar atunci, pe baza teoremei 27, ar exista un punct £ € (x, xat1) astfel ca relatia
(64) si aibd loc, ceea ce contrazice ‘conditia (67) din enunt. Deci, functia f(x) este
sau G,-convexi sau G,-concava, dacd ipotezele din teorema 28 sint satisficute.
§a admitem cd f(x) ar fi G,-concavd. Fie x,€ (a,b) si ¢ (x)€ Gn astfel ca
o (xo) = F(xo) si o (xp) =fP(xhi=1,2,...,n— 1 1In vecinitatea lui x, avem

F) — o () =flxg+ (& — %)) — @ [xo + (x — X)] =

(x =% : (n (n
= &0 ) — 9 (9 + R W
n!

unde R (x)—0 cind | x — X, E=50. i

Prin ipotezd [ (x,) > o™ (xp), iar pentru x = X, avem, pe baza lemei 15,
o (x) > f(x). Deci, daci x > X, si x e suficient de aproape de'x,, egalitatea (68)
nu poate avea loc. Prin urmare /(x) nu poate fi Gy-concavd. Teorema 28 este
astfel demonstrata.

in mod analog se stabileste:

Teorema 29. Dacd f(x) este de n ori continuu derivabild pe intervalul [a, b]
si ecuatia (63) este de tipul <, [a, b], atunci inegalitatea

FO) — G (%, f ), f (Xseees 770 (%)) <0, xE [a, B]

este suficientd pentru ca f (x) sd fie Gn-concavd pe intervalul [a, b].

Teoremele 28 si 29 contin conditii suficiente pentru G-convexitate si Gn-
concavitate. Acest rezultat este completat de:

Teorema 30. Fie ecuatia (63) de tipul J, [a, b). Pentru ca functia f (x),

de n ori continu derivabild pe intervalul [a, b] sd fie Gy-neconcava sau G-
neconvexd pe intervalul [a, b], este necesar si suficient sd fie indeplinitd inegalitatea

SO () — G (G, f (. f (0see s SO0 (x)) =0, x€ [a, 5], (70)

(67)

(68)

(69)

sau

O (%) — G (6@, (*)ee, [ (%) =0, x€ [a, 0] (71)
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Sa presupunem in ipotezele din enunt, ca f (x) este Gy-neconcavi pe intervalul
[a, b]. S4 ardtdm cd nu putem avea in nici un punct din [, 5] inegalitatea -

T @) = G @S ()., FOD (x)) < 0. (72)

Sd admitem contrariul acestei afirmatii: inegalitatea (72) are loc intr-un punct
Xo € [a, b). In ipoteza de G,-neconcavitate ficuti asupra functiei f (x), are loc
o lemi analoagi cu lema 14 semnul < din (65) fiind inlocuit cu semnul <. Apli-
cind in vecindtatea lui x, formula (68) ajungem in contradictie cu ipoteza de G,-
neconcavitate facuta asupra functiei f (x). Rationamentul ridmine valabil si pentru
extremitatea b a intervalului, din cauza ipotezei de continuitate ficuti asupra deri-
vatei /O (x). Necesitatea inegalitatii (71) pentru neconvexitate se stabileste in mod
analog.

Pentru a demonstra suficienta condifiei din teoremi, ne vom folosi de urmi-
toarea observatie: dacd pe un sistem de n 4 | puncte xy << Xy << ... << Xpyy din
[a, b], avem D [Fu; xy, X5, Xnp1; f] -0, F fiind o multime de tipul I, [a, b]
st f(X) continud pe [a, b], atunci existd un punct &€ (xy, Xni1), astfel ca in orice
vecindtate a lui s existe n + 1 puncte £, < £, < ., < £, pentru care sgn D [T, ;
e E,,,_H;f] =8gn D [Jnx 4, xp,. .., Xni1; f].

Sd presupunem cd — in ipotezele din enunful teoremei — inegalitatea (70)
are loc si functia f(x) nu este G,-neconcavi pe. intervalul [a, b]. Atunci existd
n+ 1 puncte x;, < X, <... <xppiin [a, b], pe care D [G,: X1y Xgyew oy Xnt1; f] < O.
In punctul £, care figureaza in observatia de mai sus, are loc si inegalitatea (65).
Aplicind formula (68), ajungem in contradictie cu inegalitatea (70). La fel se studiazi
inegalitatea (71). Inegalititile diferentiale expuse in acest paragraf sint analoage
cu cele cunoscute pentru functiile convexe obisnuite. Ele prezinti un interes nu
numai pentru faptul ci generalizeazi niste proprietati cunoscute, ci mai ales pentru
aplicatiile lor la studiul ecuatiilor diferentiale ordinare.

§ 2. ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE PENTRU ECUATII DIFERENTIALE
ORDINARE

L. ldeea de a utiliza inegalititile diferentiale in studiul anumitor probleme
privitoare la ecuatii diferentiale ordinare, se intilneste la mai multi autori [6], [28],
[27]. Insdsi metoda de integrare numerici a lui Ciaplighin se bazeaza pe o prea-
labild studiere a inegalitatilor diferentiale. Inegalititile diferentiale ale lui Ciapli-
ghin sint legate de problema lui Cauchy pentru ecuatii diferentiale, Inegalitatile
diferentiale pe care le-am dat in primul paragraf al acestui capitol sint legate de
problema polilocald pentru ecuatii diferentiale.

Fiind datd ecuatia diferentiala

G (.3\', J’: J”> sy, J"(”)) T 0: (73)

problema n-locala revine la existenta si unicitatea integralei y (x), care pe n puncte
distincte date si ia valori date. Problema » locald pentru ecuatia (73) implica deci
mai multe aspecte de studiu; caracterizarea ecuatiilor. de forma (73) pentru care

pe un interval dat /, mulfimea G, a integralelor este de tipul Z, {1} ; determinarea

raximului distantei x, — x, = &, astfel ca, daca W< Xy <Teeo < Xu Sl g Ve ensy,

1T TSN ST .

g e} 9
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= 2 e ; sy e B
int numere arbitrare, si fie asiguratd existenfa si unicitatca integralei y (x)
sint nu 3 s

i elatiile y (x;) = ’-,f:1,2,...,'n._v . : ~
SatlSl;illC oeblltf]lx?"l lui )Cz(mghy zi];are ca si caz limitd al problemei n-locale, cind puncte
- : ’
ivi=1,2,...,n tind citre un punct x,. ' ' . . .
Xi, IP 11;1 ma ’olilocalé in toatd generalitatea ei, mai contine §1 .alte qupf =
p ; ,:) Scopul pe care-l urmarim in acest paragral cste 2

e T locali, care se stabilesc cu ajutorul

expune citeva rezultate privito_a‘reﬁla problcma 1.7}-
notiunii de convexitate definitd in capitolul IL.
" 2. Daca ecuatia (73) este de forma

™ + g, (x) oV + ..+ dna )y +an(x)y=0,
n, fiind functii continue pe un interval dat({;;)ar b1 (tJnc),tcg.2 S(llemc 1 -
sten ) i iei en -
i i tal de integrale ale ecuatiel , existenta §i u
x) fiind un sistem fundamen ‘ (79 s
:Pa"tfga)integralei y(x), astfel ca y (x;) =y;,i=1, 2, o ny, x; fiind .puncte c:: v
i i I iar v;, numere oarecare, este echivalentd cu proprietatea ¢
ale intervalului 7, 1ar y;,

minantul

(74)

ai(x),i=1,2;.:

@1 (1) @y X)) -+0 9, ()

@15 Pase e s <P,,) S (xz) @ (x5) «vo @, () *)

xl,, xz,. i wa M

V

seoseasE0BE0scBE0Bs00EEE

¢ (x") Do (x") e Q@ (xrz)

i i tiei (74) are
iferi i i i L, multimea integralelor ecuafie1 _
= iferit de zero. Dacd notam cu Ly fin o e
lsgc ?‘ﬁ'o{;ozitia: rentru ca multimea Ly sd fie de tipul ‘I,, {']5, iﬁ;fﬁf ]ne;esaf si sufi
ca oricare ar fi punctele distincte Xy, Xgse.o, Xu din intervalul I, =
j a i erminantulut
V ((91’ toran (P") sd fie diferit de zero. Aceasti proprictate a det

@, (x) formeazd un sistem Cebisev,
P,

determinantul

Xl,?’%,- ‘1',:5” : functiile ¢ (x), @5 (%), .
este echivalenta cu: { () X), ¥ | e
pe intervalul 7, adicd nici 0 integrald a ecuatiei (74) nu se poate anu p

: — 1 puncte ale intervalului 1. ' - 2 i P
o mB]tcg ecuat]ia (74) are coeficienti constanfi, atunct _co.ndrg‘ra necesa aaiieri Sft -
I i:d fie de tipul I (— o0, o) este ca toate ridacinile ecuatiel car
ca Ln

fie reale [16].

3. Definiti

a 14. Fie 5% o muliime oarecare de funclii definite pe un inier val
« . o ! L

! ; S
. Functia [ (x), definitd pe intervalul I, o numim Ppozitiv

n-valentd (negativ n-valentd)

(] k3)
¢ (%) 4 v( 3
* d e 1C < i € ' V- P s Xas Vaseaas Y2
11 (- V' X m = n Sl num e]{i} P me )
Fiind date m puncte Xy, Xoy..oy X 2 E 1M1 o
. sa se studieze existentz si unicitatea 'ntegralf:i ¥ {\') astfel ca sa avem
y )(k’”) ¥ studieze exi 1a st 1CITd
n-,)’,,i;J',”;---).}m L .

=y =12 i
p@E)=rini=12 . o )
3 () = J‘ia 3 {,\‘1) = ¥lae 23 _]'( L (Al) — J(Ik_.]’
¥ 6 = ¥a, 7 (62 = Yasr ey () = 37,
........... 2 s (ki) ) )(k,,t)’
J” (’\.m) == J’;,, s (.X'm) = Yypaeees y (\m) Y

} ! y (k- 1) =n.
in ipoteza ca (ky -+ 1} + (o + 1) + < oo+ Uy )
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Jatd de multimea 53, dacid pentru orice Junctie @ (x)€ Tk
nu se anuleazd decit pe cel mult n puncte din intervalul I. iar d
pentru n puncte x; << X, <<... << xp, astfel ca x, sd
atunci [ (x) — ¢ (x) >0 pentru x > x, (f (x) — @ (x) < 0 pentru x > x,).

Se observa imediat ci dacid ) este de tipul J, {1
functiei f'(x) este echivalenti cu convexitatea fatd de i
1, iar negativ n-valenta cu concavitatea fatd de gy
problema daci are sens si vorbim de pozitiv n-v
de o multime % despre care nu stim daci este i
a da un rdspuns acestei
rentiale

y(”} s Gl (xa Y, JJr:‘ L) y("_l}) = 01 (75)
IO = G (5,7, Vs vy 9 — 0, (76)

unde fun_ctiile G, (x, Vi Yoo PP D) si G
pe acelasi domeniu

D*;ax<Lb— 0z y< o0, — <Y< 0,i=1,2,...,n
si avem in orice punct al domeniului D* inegalitatea
Gy (%, ) 5000, YO=Y) > Gy (x, 3, )',..., yr— 1),

Tp aceste ipo_teze, dacd ecuatia (76) este de tipul 7, [a, b], atunci orice integrald a
€1 este negativ n-valentd fatd de mulfimea *) integralelor ecuatiei (75).

Definitia i5. O0 multime M, de functii continue pe un interval I, o numim
de tipul Ky {I} dacd : 1° pentru orice sistem de n puncte distincte x;, x,,.

: % S sey Xp din
I 5i pentru orice sistem de numere y

»Vose oo, ¥, €XIStd in My o functie | (x), astfel
ca ¢ (x) =y,i=1,2,. «o 15 2° doud functii distincte din M, nu pot sd coincidd
pe un subinterval al intervalului T,

- Fie de exemplu n = 1, iar M; multimea formatd din polinoamele de gradul
inti1 de forma ax, unde o parcurge mul

timea numerelor reale si multimea constantelor.
Oricare ar fi intervalul 7, continind si originea, aceasti multime este de tipul X ()
fara si fie de tipul 7, {1).
Teorema 31. Dacd £2, este o multime
o0 functie o (x), continud pe intervalul la, b, pozitivd pentru x € (a, b), negativ
bivalentd fatd de 1, , atunci mulfimea 12, este de tipul I, [a, b).
Pentru demonstratie si presupur .

1tru nem — in ipotezele din enunt — contrariul
concluziei. Fie M, (%15 21)s My (x,, ;) doud puncte cu abscisele X, <X, situate

in intervalul [a, b]. Si presupunem ci existi doui funetii distincte £,(x), g, (x)
in multimea £%,, astfel ca g, (x,) = &) =y, g (x) =g, (x;) = ¥, Avem de
considerat doua cazuri; cel putin unul din numerele Yi2 Vs, este diferit de zero;
numerele y, , y, sint ambele egale cu zero. In primul caz, diferenta g (¥)=g, (x) —g,(x)

este o functie din £2, care se anuleazi pe punctele x;, x,. Existi intotdeauna

liniard de tipul K, [a, b] Siexistd

*) Evident in ipoteza ci aceastd multime nu e vida.

n diferenta ¢ (x) — f(x)
. acd @ (x;) — [(x;)) =0
Jie in interiorul intervalului I,

. atunci pozitiv n-valenta
multimea &5 pe intervalul
n pe intervalul /. Desigur, se pune
alentd sau negativ n-valenti fata
nterpolatoare de ordinul #. Pentru
probleme, este suficient si considerim dous ecuatii dife-

X, 0, ¥, 0o, = D) sint ambele definite
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Ysig (=g @)=
i «.1. astfel ca g (x) == 0 pentru x € (o, P si g () = 7
u? igal o) %E;b \(%"])’ >0in ((of B). in caz contrar, conside grln f{.uu;t;ila 16"‘:1 Ec([:c)l
0%). Putemtprziu Iz'lumégr %O. Dacd ¢ este o constanta convepab1 s? ez(tt),>cg (,x)
unde‘)‘él ES :oincide cu o (x) pe doud puncte X1 < X2, asﬁfel XL 2;;; [ie,Sch )= e
Cin(tlru x2> s, x fiind suficient de aproz)lpe de x3. Ac
dicti hoteza ficut -a funcgiei x). B ‘ ._
2 R 1p?telz4§ 'fldcuta: asuf,lajgn n‘qulticfn(ea 2, contine functiile g, (x), g, (x),care
in cazul al doilea, y, = y, = 0, g 5 R e e
leazd pe doud puncte distincte din [a, b)‘._Asup‘!a (()jnflférlilzaiaddin tegmma
?e amatibnamentul ficut mai sus asupra functiel g (x). Co
ace T

: . St
are deci loc. o ime-de tipul K [a, b], n >2, si exis
7 multime - de 1ip ;
remar 32, Data-Lnesic 0 : i H i fatd de mulfimea
r;rcf?'eo (x), continud pe intervalul [a, b, negaflv bn va.’efz::é : fg;u]n‘mea g
i‘“ﬂ; ::vtjélcpca CP (@) =0 si @ (x) >0 pentru x € (a, b), atunc '
11, O \ . .
: a, bl. z o S din enunt si fie
de nﬁéﬁ’]tf{l [dém(J:mstratie si presupunem mdﬁphn;te 1potezce(I)ei:uCidE v ek
ig, (x) doud functii distincte din mulfimea £, (e | Rk
& WS = unde’a — x, si x» < b. Avem de considerat doug_}:dz_\tl oy
Xy X e vn Ky T ey eatel o :
i merele g, (x)= 8 (¥i) » o - e oETA
il nlu (xi) gi g (\,T.) fi=l, 2 sy B SIOL egale cu ZBIO.( ];)m (6 (Y)c
toate numerele gy (Xi) = 5940 2 : = i x) = X) — &9 \X)
liniaritatii multimii 12, este suficient sa consideram functia lg (\,? i El.l i e
care ap;n'tine 'rnultimii 2, §i care se anulez:iza ébecz g;:l;ctgecb Hstantﬁ,convenabil
1 ! 4 si ailcl ca, dac ; . ,
i1 ul n = 2, se observa si aici ca, : e e o ek
acliaii lztﬁiii functia cg (x) € £n » coznglde*(’;) ClilﬁtDrg‘)*-)TP:T\suni ﬁi;d suficient de
2 ) = e A o 5 5
St B) si @ (x)—cg(x) =10 - scuti asupra funcfiel
i tntelvgilll{[a, Az:e'ast(it (ﬁi)nd in contradictie cu ipoteza facuta asupra fui
aproape Xn .

« ia din teoremd are loc. . = 2 0
: (X)I C::ﬁmﬁl& teoremelor 31 si 32 a fost omis cazul n = 1. Ace p .

n { 3 |

' SR g ] i existd o functie

5 P?:‘técrl;liflt?ée l;tlccf multimea- 12, este devﬂpth’ t{f{l '[3, é?] F; eizfj o l;fegatr'v
i ot anvei zitivd pentru 3 5 | h

q nud pe intervalul [a, bl, poziivd / : Moo

;?n(ifc)v,.’encrfi'n;ﬁ;ﬁ de"u 12, pe intervalul [a, b]. atunci mugﬂ::s; 24 ie;‘!;zpozet é',;e diin e
Jai ! ) : & o

ia lemei 16 este suficient sa presu 1 Sy o

Pent_ru de]):?ig::t;itl;lls(:t x, € (a, b), astfel ca doud functn g1<(n)c), ggt'(\g,m G

— Gl AL/ ’ h o ; ) = g, (x)—g, (x) aparfin t S

in £7,, s coincid 1 x,. Diferenta g(x) = g 5 . iy

din £, , sd coincidd pe punctul X 4 o constantd c astfel ca functia cg( ()x)>E ;1( xs)a

b] si astfel ca ¢ (x) = cg8 \X)

e . x) pe un punct Xp € [a, ke B in contradictie cu

Comtmdax C;leunit'lgin@d (sgﬁgient de aproape de x;. Aceastd~ ﬁg;ct) gr;efva o

ip egt;;a féculéi’a’supra functiei @ (x), lema 16 € d?monsgl]‘atiz;tr_adevér’ s i
c[:l)uzia lemei, figureazi proprietatea I (fr. b) sinu I [a, bl ?

rationamentul nu mai ramine valabil.

se anuleazd pentru x = X;. Exist

* ultimii de puncte pe care functia continua g (x) neidentic
a di ietatile m iltimii pu p I 11
) Aceasta rezultd din proprietd

_ i i ; ci existd cel
nuld se anuleaza. este asigurata intotdeauna, pentru cz

Existenta yunctelo: o) Tt A S :
= —l : | N ; i [+ de 1 l‘ up de P -‘“ 1 dintre
) ¢ < < x, care sint separat e un gr
]]lltirl P =+ 1 meCtB Xy < Xg < e b

3 aibd ¢ i n.
#y j— 1.2...., D, siaibd acelasi sem
punctele x7 si astfel ca numerele g (x;), Bi2i %,




204 ELENA MOLDOVAN 44

e aOﬁ;erwz!ze. Restr{ctia.fégut& in definitia 15, ca doud functii distincte din mul-
éste 5 ?‘Sii” ]‘J(li[ poatd coincide pe un subinterval al intervalului I se observd ci
gE tc;gt{a 4, dar ea nu va restringe generalitatea problemelor pe care urmeazi
diferemialim]inli)em} u ca atunci, cind M, este multimea integralelor unei ecuatii
t are sl omogene, ne intereseazi numai i i
j . re si on 4 nai cazul cind a
cxistenta si unicitatea in problema lui Cauchy e
4‘ . - . .. - . -' .
g !l?ef in 1§1£E 16. frmf{ rliata. multimea liniard L de functii definite pe un
vat 1, spunem cd funciiile liniar independente @, (x), o, (x), on (x) ale
: ¥ i . 9 \*/)s R n A
nm{n]n;u L formeazd o bazd a multimii L, dacd : ’
pentru orice functie x) din L existd ‘e I
; Junctie g (x) din L existd n numere reale Oy 5 O, e, o astfel

ca g(x) = glm,-fp,-(X);

2° nici in fi il 1
1' una din functiile o, (x), i = 1,2, ..., n, nu se poate anula pe un subin-
terval al intervalului I,
Dre fi i L g : on By =)
ot Se £ ,rl nit ia 17. Fiind datd@ multimea liniard L de Junctii continue pe un inter
]’e . ». = i .
! L sp ' m cd functiile ¢, (x), 9, (x), ..., 9, (x), din multimea L, formeazi o
azd interpolatoare a multimii L, pe intervalul 1, dacd :

1 o or I N o . -
icare ar finumerele a, oty , . . ., 0n, nu toate nule, functia g ()= >« ¢; (x)
5 ] i
=i

nu se2 Dpoari anula dﬁ;:'r‘r pe cel mult n—1 puncte ale intervalului I ;
pentru orice functie g (x) din ista e r
Junctie g (%) L, existd n numere reale oy , o5, ..., o, astfel ca

()= Sae,()

T ' - S
778 ﬁ:(? rgf': n} a 33. Pentru ca multimea liniard L de Junctii continue pe un interval
S ',e] ipul 1 [1], esle necesar si suficient ca L sd posede o bazd interpolatoare
pe wtervalul 1, format din n funcfii ¢, (x), ¢, (x), ..., @ (x)
Demonstratia i rea [10]:
) {ia acestel teoreme am dat-o 1 : ici i il
r in lucrarea [10]. Aici ne intereseazi
Teorema R i niard i
Ll L 34.bDafﬁ L, est_e 0 m.c_u’;rm_el liniard de functii continue pe intervalul
%0l on{ine 0 bazd formatd din functiile ¢, (x), o, (x), atunci din existenta
un i ;: l ] ; ‘ .
Y f;; fg?ff]:lt) ? l(\) continue pe intervalul [a, b] care este pozitivd pentru x € (a, b )
A i 11e7 7 de I 7 T .
; (lg__') e:;l onf:g- ;;{Ia tfar,.fa de IL-§4pe [a,] b] rezultd proprietatea I, [a, b) a mt.f]!mqﬁ, (e
1a teoremei rezultd imediat pe baza teor : i '.
“monstrat . eoremelor >
nu mai insistim asupra ei. sl
T o e . ey ;
ot c:) rema 35. Dacya 15 estei 0 r.mrl_nme liniard de functii continue pe intervalul
» b1 51 ea confine o bazd formatd din functiile o (x), g, (%),..., 9, (x), n >2
atu LR n:2 § T . . = ) J 3 ;
mirrfr din existenta unei _fu_nc]u ¢ (x), continue pe intervalul [a, b], care e pozitivd
Re % % € (a, b) si negativ n-valentd fatid de 22, pe [a, b] si @ (a) =0, rezulti
proprietatea I, [a, b] a multimii 12,. ‘ 9
Demlonstra‘ga teoremei 35 rezultd pe baza teoremei 32
5. Fie datd ecuatia diferentiala

2 . . LE. (_]"): _V” —f—f) (I) _])’ __'_ q(x) — 0, (77)
u’}l ep (x) sig (x) sint functii continue pe intervalul finit si inchis [a, b]. Spunem
cd o integrala y (x) a ecuatiei (77) este neoscilatoare pe intervalul [a, b], daci

r—
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ea nu se anuleazi decit pe cel mult un punct al acestui interval. in caz contrar,
y (x) este oscilatoare pe intervalul [a, b]. Fie L, multimea integralelor ecuatiei (77).
Daci toate integralele ecuatiei (77) sint neoscilatoare pe intervalul [a, b],
atunci L, este o multime de tipul I, [a, b]. Are loc:
Teorema 36. Pentru ca multimea Ly sd fie de tipul I, [a, b] este necesar
si suficient sd existe o funcfie u (x), de doud ori derivabild pe intervalul [a, b], care
satisface condiiile :
1° u (x) > 0 pentru x € (a, b); 2° L (u) =0.
Aceasta teoremi se datoreste lui P. Kondratiev [6] Suficienta condifiei
din teoremi a fost semnalati incd de citre Ch., de la Vallee Pouss in [24].
Dim aici o demonstratie bazati pe notiunea de functie convexa.
Pentru demonstratia necesititii conditiei din teoremd, este suficient sa observam
cd daci L, este de tipul I, [a, b], atunci existd o integrald y (x) a ecuatiei (77),
care este pozitivdi pe intreg intervalul [a, b]. Intr-adevar, in acest caz funcfia
L (L, a b5y, ¥ | x), unde y, >0, y, >0 sint oarecare, nu se poate anula nicdieri
in (a, b), pentru ci, dacd am avea L (L,; a.b; yy, ¥, | X,) = 0 pentru x, € (a, b),
atunci, deoarece functia constant egald cu zero pe [a, b] apartine lui L,, functia
L (Ly;a, b;p,y,|x) ar trebui s schimbe semnul in x, si aceasta ar atrage dupd
sine existenta a incii unui punct x;5=x, in care ea sd se anuleze, ceea ce nu se poate.
Pentru demonstratia suficientei conditiei din teoremd, sid presupunem con-
ditia satisficutd si si admitem cd ar exista o integrald y(x), astfel ca y(x;) =
p (x5) = 0, x;, X,, fiind puncte din intervalul [, b]. Intotdeauna putem face ipoteza
ci y (x) == 0 in intervalul (x;, x,), pentru cd punctele din [a, b] pe care o integrald
a ecuatiei (77) se anuleazd sint izolate.
Fie y (x) >0 pentru x € (x, x,). Pe baza teoremei Iui Sturm [26], multimea
L, este de tipul I, (x;, X,). In caz contrar ar exista o integrald care s-ar anula pe
doui puncte din (x;, X,) si deci p(x) ar trebui, de asemenea, si se anuleze pe cel
putin un punct din (x;, x,), ceea ce contrazice ipoteza facutd asupra Tui p(x).
Daci L, este de tipul Z, (x; , x,), atunci in orice interval inchis din interiorul
intervalului (x,, x,) putem aplica functiei u(x) teorema 30, deci u (x) este "o
functie L, — neconvexd pe orice interval [a, Bl € (x5 x,). Pentru o constantd ¢
convenabil aleasd, integrala cy(x) coincide cu u(x) pe doud puncte xi < x3 din
(xp, o) §i u(x)— L (Ly; xi, x2; u|x) >0 pentru un punct x € (xi, x2), ceea ce €
in contradictie cu ipoteza de L, — neconvexitate. Un asemenea punct X este clar
ci exista.
Punctele x;, x, au fost arbitrar alese in intervalul [a, b] deci proprietatea din
enuntul teoremei are loc.

Din teorema 36 rezulti mai multe criterii, care permit studiul proprietatii
interpolatoare a mulfimii L,. Vom insira citeva dintre ele.

1° dacd ecuatia (77) are o integrald pozitiva in [a, b], atunci multimea L, este
de tipul I, [a, b];

2°daci —q () 2 +[qg() (@a+b) —2p (x) —2]x+p (x) (@ + b) —
— g (x) ab < 0, atunci L, este de tipul I, [a, b];

3° dacd g (x) << 0 pentru x € [a, b], atunci L, este de tipul 7, [a, b];

4° daca u (x) este o functie care se anuleaza pe punctele x, < x, din [a, b]
astfel ca u(x) >0 pentru x& (x;, x;) $i L (u) >0, atunci L, nu poate fi de tipul

L [x, x5).
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Aceastd ultima proprietate o vom explica. Daci L, ar fi de tipul L, Py, x5),
atunci u (x) ar ﬁﬁ o functie L, — convexd pe intervalul [x,, x,], pe baza inegalititii
L (u) > 0. Dar, in acest caz, inegalitatea (x) >0 nu poate avea loc in (xy, x).

6. Fie data ecuatia

Ly () = ¥ + ay () =9+ ... 4 @ug () ¥ + an (x) y = 0, (78)

l{nde\)coeﬁcdien{ii‘a,- (x), i=1, ?,..., n, sint functii continue pe intervalul [a, b]
$t n=2. 54 notim cu L, multimea integralelor ecuatiei (78). Are loc }

\ Tgo rema 37. Pentrt:' ca multimea Ly sd fie de tipul I, [a, b] este necesar
5} suficient sd existe o ecuatie diferentiald y* — G (x, y, y/,. .., YY) =0 de tipul
Jn [a, b] care sd satisfacd urmdtoarele conditii - e

n
o " | P (.

1Pyt = ;}1 a; (x) Y=y — G (x, y, 5, ., Y=Y, oricare ar fi integrala
Y (x) a ecuatiei (78);

(] . ) = -
e 2 .ecua.na @ — G (¥, Vo YU = 0 54 posede o integrald u (x), pozitivi
in intervalul (a, [?) i astfel ca pentru n > 2 sd avem u (@) = 0.

Demonstratia necesititii conditiei din teoremd se bazeazi pe urmitoarea lema

: ij':_m a 17. Daca”" qwl_ﬁmea L, este de tipul I, [a, b], n >2, atunci existd o
integrala y_(Jf) a ecuayiei (78), asifel ca y (a) =0 5i y (x) > 0 pentru x € (a, b)

_ f._S_a mdlcam_ mai intii demonstratia lemei 17, S presupunem ipotezele din enunt
satisfacute. Oricare ar fi punctele g — X <X <ooi < Xy, integrala L. (La:
Xps Xgse v v Xnet, b; i i in nici iferit
155 n-1, 05 0,0,...,0, 1|x) nu se mai anuleazi in nici un punct diferit

ol 7 n—1
g_e‘x,-,di_ =1,2,0 00— . PenEru a construi o integrald y (x) care si satisfaci con-
Hia din enunt este suficient si considerim un sir de integrale

{L (i 8], 2%, 0 b o a1 fx)} o, (79)

n—1 =1

astfel ca sirurile de puncte g — x( o :

: - g A g & e
limita comuni a Atuﬂci sirul d );1 <t"Y(279<) e b el
g L a. sl e functii converge uniform citre o integrali

y (x), care satisface conditiile din enuntul lemei 17, g
rezu{fl’%angruta demo;sét:a 1tf:orema. 37 observim cd necesitatea conditiei din enunt
a pentru 7 > 2 din lema 17, iar pentru n = 2 pe ba iratiei '

- s = za dem

am dat-o teoremei 36. g L e
l (Ii_entru a d?mons-travsuﬁcienga go_ndigiei din teoremd, observim ca, daci ipote-
ze'e din enunt sint satisficute, atunci integralele ecuatiei " — G (il i G Tliato),
smt] toate negativ n-valente fatd de multimea Z,, daca in conditia 1° din enunt
;1)re loc semnul <.0Tn. acest caz, demonstratia e clari pe baza teoremelor 29 si 30 4
acd in conFIrnga 1° din enunt avem chiar semnul <, atunci demonstratia este de ase-
:)nefnea t1.111e:d'1ata, pentru ca n-avem decit si presupunem ci in multimea Ly ar exista
unctie care s-ar anula pe n puncte x; < Xy <<... << xu din intervalul [a, b].

) It 1€ sa Ser Ic ol c
d ca p PI1 1 ol la €a 1 c chiar
I'rebu (00} vam a 1 pro etatea interpo toar € 10 1ar pe nterv 1lul inchis
fﬁ, b]: pcnt[ u ca pUte]Il aphca plOleetcl{]lc IUHCLHIOI convexe §1 concave din :ﬂp]tCIUI I
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Aceastd functie fiind neconcavi fati de multimea integralelor ecuatiei
w — G (X, Js. . ., YD) = 0, conditia 2° din enunf, ne conduce la contradictie cu
aceastd proprietate de neconcavitate (ca si in demonstratia teoremei 35). Rezultd
ci multimea L, trebuie si fie de tipul I [a, b].

7. Din teorema 37 rezulti citeva criterii pe baza cirora se poate studia proprie-
tatea interpolatozre a unei ecuatii de forma (78). In cele ce urmeazad enuntam citeva
din aceste criterii, sub formi de leme.

Lema 18. Dacd existd o funcfie u (x), care se anuleazd pe punciele
Xy < Xy ... < Xndin [a, b], schimbind semnul pe punctele x; interioare intervalului
[a, b] si astfel ca u(x) >0 pentru X € (Xu_1, Xn), atunci din inegalitatea L (u) <0
rezultd cd multimea Ly nu poate sd fie de tipul I [a, b].

Lema 19. Dacd existd functia u(x), care se anuleazd pe punctele
Xy < Xg< ... < Xndin intervalul [a, b], schimbind semnul pe punctele x; din interiorul
intervalului [a, b] si astfel ca u(x) < 0 pentru x € (Xn—1, Xn), atunct din inegalitatea
L (1) < 0 rezultd cd multimea Ly nu poate sd fie de tipul I [a, b].

n
Lema 20. Dacd y+ >'a;(x) yo= < Yy G (x, p, ¥, .., YOI, pentru
=1
orice punct al domeniului

Dra=x=b , —wsy<a s =agi, i=L2.5n=1,

atunci dacd ecuatia Y™ — G (x, p, ¥'»+ ., y"V) este de tipul J,, [a, b] si are integrald
u (x) care satisface conditia 2° din enuntul teoremei 37, mulfimea Ly este de tipul
I [a, b].

Observatie. In enuntul teoremei 37 inegalitatea din conditia 1° se referd la
integralele ecuatiei (78), in timp ce in lema 20 inegalitatea din enunt se referd la

domeniul D, de definitie a functiilor de n 4 2 variabile & (x, y, ¥5e«+5 ¥™) =

=y 4 Z‘ ai(x) y"=D s (2;2 (0 s e g Yy = yW— G (x, 9, Y50 s y("—-1))_
t=1

CAPITOLUL IV

§ 1. PROBLEMA CELEI MAI BUNE APROXIMATII IN SENSUL LUI P. L. CEBISEV
PRIN FUNCTII DINTR-O MULTIME DE TIPUL I, [a, b]

1. Fie 7, o multime de tipul I, [a, b]. Fie E o multime inchisd de puncte
ale intervalului [a, b]. Functia f (x) fiind definitd pe multimea E, introducem notatia

ST, E) =inf {sup|e@(x) —f(x)]}- (80)
Px)ET, NEE

In cele ce urmeazd presupunem ci multimea £, dacd e finitd, contine cel putin
n + 1 puncte, iar functia f(x) nu se reduce la o functie din &, pe mullimea E.
Numirul &{f; F,; E} se numeste cea mai bund aproximatie a functiei f'(x), pe
multimea E, prin functii din multimea &,. Cu studiul celei mai bune aproximatii
prin functii apartinind multimii &,, s-au ocupat 1. S. Pinsker si Novod-
vorski [14], M. I. Morozov [ll], S. F. Poszkowski [i2], V. N.
Burov [4], L. Tornheim [29]. In lucrarea [10] am dat citeva proprietiti
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referitoare la cea mai bunid aproximatie prin functii din &, a functiilor de ordinul
n fata de 7,. Studiul celei mai bune aproximatii prin functii apartinind unei mul-
timi interpolatoare neliniare, prezinti interes, pentru ci in multe probleme de aproxi-
matie, pind la aparitia maginilor rapide de calcul, aspectul neliniar, din cauza compli-
catiei calculului, a fost evitat. Nu sint studiate, de exemplu, proprietatile celei mai
bune aproximatii prin integrale ale unei ecuatii diferentiale neliniare.

Studiul celei mai bune aproximatii prin functii apartinind unei multimi de
tipul 7, [, b] ridicd urmitoarele probleme: [° existenta unei functii ¢ (x) € F,,
pentru care cea mai bund aproximatie este atinsi, adici

S%pEl@(x)kf(x)lzé;{f;ﬂ-'n;E}; (81)

2° punerea in evidenti a claselor de functii f(x) pentru care functia ¢ (x), care
satisface relatia (81) este unicd si 3° caracterizarea functiei @ (x) in conditii date
pentru functia f'(x) si pentru multimea E.

La aceste 3 probleme, care, in cazul cind , se inlocuieste cu 7, , au devenit
clasice, se mai adaugi studiul celei mai bune aproximatii a functiilor de ordinul n
Jatd de 5, .

In acest paragraf vom enunta fard demonstratii rezultatele privitoare la proble-
mele 1°—3° si ne vom opri mai pe larg asupra celei mai bune aproximatii a functiilor
de ordinul 7 fatd de o multime de tipul I, [a, 5].

2. Teorema 38. Dacd f(x) este mdrginitd pe mulfimea E, atunci existd in
w0 functie ¢ (x), pentru care are loc relatia (81).
Demonstratia acestei teoreme se bazeazi pe teorema 3 si pe definitia numarului

G Ty B,
Teorema 39. Dacd f (x) este o functie continud pe multimea E, atunci
existd in ¥, o functie si una singurd @ (x), pentru care are loc relatia (81).
Aceastd teoremd apartine lui M. I. Morozov [I1]. In cazul particular,
cind multimea E este chiar intervalul [a, 5], teorema 39 a fost demonstrati si de
L. Tornheim [29].

Definitia 18. Dacd x; < Xy < ... < X, < Xuy1, 0 funcie § (x) €F, care
satisface inegalitdtile sgn {f(x;) — ¢ (x1)} = (— 1)e, unde c = + 1 saue = — 1,
se numegte funcfie oscilatorie pe punctele x;, i = 1,2,. .., n, relativd la Sunctia f(x).

Definitia 19. Dacd U (x) € F, este o functie oscilatoare pe punctele
Xy < Xp ... < Xn<< Xpy1, relativd la functia f(x) si | f(x) — () | = wp, i =1,
2,...,mn+ 1, p =0, atunci ¥ (x) se numeste egal-oscilatoare.

Teorema 40. Dacd multimea E, e formati din n - 1 puncte, x; < X3 << ...
< Xut1, atunci funcfia ¢(x) € Iy, pentru care are loc relatia (81), este egal oscilatoare
pe punctele xi, i=1,2,..., n+ 1, relativd la functia f(x).

Aceastd teoremd apartine lui M. I. Morozov [l1]. Din ea rezultd imediat
si unicitatea functiei de cea mai buni aproximatie, cind f(x) e definitd pe n - 1
puncte.

Teorema 41. Dacd f(x) este o functie continud pe multimea E, si o(x) €T,
este functia pentru care are loc relatia (81), atunci existd in multimea E, n + 1

PUNCIE XD R pta Xnt1, pe care @ (x) este egal oscilatoare relativ la f (x)
st pentru care avem | ¢ (x') — f(x7) | = & {f; T ,; £}
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Aceasta este generalizarea teoremei lui Cebisev, dati de M. I Mto 1; o zi od;f
[11]. In cazul particular, cind E este intervalul [a, b], ea a fost demonstra at§ g
L. Tornheim [29]. Punctele x{, din enuntul teoremei 41 le numim puncte de
abatere maxima. . ! o

Teorema 42. Dacd f(x) este continud pe mulfimea E, atunci are loc relafia

E{f; Tn; E) =sup &{f;Tu; Enpr}s

“in—q- 1CE

S isten oarecare de n - 1 puncte ale multimii E. . -
tmdeéf;:;tgsges':énggflfre:lizarea teoremei lui Ch. de la. Vall_ée ]E.’()u.ssm_datef): d\?
M.I.Morozov [11]. In baza acestei teoreme, cea mal bund aproximatie a untc{1
tiei continue f (x), pe o multime inchisd E, este marginea superlloara tzxa‘;le
a celor mai bune aproximatii, considerate pe sisteme de cite #» 4 1 puncte a
multimii E. '

3. Definitia 20. Functia (X)ETF A o mtmiml poziliv- (rrlegativ) 05;;1(;
foare pe punctele x; < Xg<... < Xn < Xnii, reiatf'v la ﬁ_;f;c,r_ra f(x), dac
TR R e UL
= (—1)— xi)— [ (xi)f = (— L s ; .
= (Lle)m a(szgln. ,{Dq:réﬁ*}(x) este definitd pe punctele X, < Xy <...< x,;+h,,a;ugf;
functiile oscilatoare pe punctele %, 1= L 25 onti-b 1 relative la f(x) sint fo

iti ] 3 iv-oscilatoare.
sau pozitiv-oscilatoare sau negativ-o. . 5 > e
%emonslratia acestei leme este foarte simpld. Sa presupunem, in ipotezele

din enunt, ci ar exista doud functii ¢; (x), ¢, (x) € L]T n ast.fel CIa ;HI (%) 1513. _i[iei p?ezlﬁ::
i re, i i ilatoz tele xi, i =1,2,.4.4, :
oscilatoare, iar {, (x) negativ-oscilatoare pe punc i= :
la functia f(x). Atunci, diferenta ; (x) — ¢ (x) trebuie sa se anuleze 11113 fiecare
din intervalele (xi, Xiy1),i=1,2,...,n. Aceasta contrazice proprietatea B.
Lema 22. Dacd [ (x) este F - convexd pe punctele

x1<x2<---<Xm, ’77;n+2, (82)

i i s R S o din
atunci toate functiile oscilatoare pe cite n—+1 puncte Xi, <%, < : < intt ]
sirul (82), relative la f(x ), sint pozitiv-oscilatoare, dacd n este impar, §i negativ-oscila

toare,dacd n e par. ! St ~ A, i % .
],Z)emonstra';ia acestei leme rezultd imediat din definitia convexitatii si din rela

tiile (52). Sd presupunem ci Jx) este co.nvexﬁ pe puhctelia (82) f;:..t,ﬁ<de in;fl n
este par. Fie § (x) €, o functie pozﬂw—oscﬂa‘toare pe punctele x;, < ‘,2_ A 1);21*3
relativ la f(x), adicd ¢ (x;,) — f(x:,) >0 si sgn {¢(xi) —fxip)} = ( —-f . t,
k=2,3,...,n+1. Cum n+1 e impar, inseamna cd  (xi,, ) — f(J:,-”H) =0, ]?1 e_1en_a
G(x) — LT n; Xis Xiysevrs xi,); f| x) trebuie deci si se anuleze in ﬁec];are dt;l ﬁmt::lg—
valele (xiy, Xip_4), k= 1,2,..., n. intr-adevir, pe de o parte, pe ]aia : ze nit ’;
§ (), avem (i) — L (T s Xiy s Xig 5o e 05 i3 fl fa‘k) = (xi) — f(xip)s K J—‘ % ;
jar pe de altd parte, f(x) fiind convexa fata de P a:iam P )= L (. J:l,jll ,)} ,,:,
< «» Xi,3 f|%i,,,) > 0. Prin urmare sgn {4 (xi) — LT Xy Xiy 5+ '.1’ x;l,,,( 2 ;n';j("ﬁ -
(=14 k=1,2,..., n+1,ceea ce nu se poate, pentru ca functiile Ztcxz)mgula C{ec‘;;:
Xi,s Xigseess Xiy; f1X) sint distincte st deci diferenta lor nu se po
pe cel mult n—1 puncte.

14 — ¢, 70
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In mod analog se obtine concluzia din lemi in cazul n impar,

Lema 23. Dacd f(x) este - concavi pe punciele (82), atunci toate func-
tiile oscilatoare pe cite n+-1 puncte Xiy < Xiy <...<< x;, din girul (82), relative la
J(x), sint pozitiv-oscilatoare, dacd n e par §i negativ-oscilatoare daci n e impar.

Demonstratia lemei 23 este analoagd cu cea a lemei 22, Proprietatea din
enuntul lemelor 22 si 23 rimine valabili, dacid, in loc de convexitate, considerim
neconvexitate, iar in loc de concavitate, neconvexitate fata de F,. De exemplu,
daca in lema 22 facem asupra lui f{x) ipoteza de neconcavitate fata de &, , atunci
functia L (F,; xi,, Xi, e e0x iys J'| x) poate eventual si coincidi cu J(x) in punctul
Xi, 4 - Demonstratia ramine si in acest caz valabila, pentru ca b (i, ) — A6, u) 0.

4. Dacd in locul multimii generale 7, se consideri multimea particulard 2,
a polinoamelor de grad cel mult egal cu n— | si ne fixam asupra intervalului [a, b],
au loc citeva proprietdti care au fost semnalate de T. Popoviciu [23].
Daci se noteazd cu T5%_1 (x) polinomul de cea mai buni aproximatie de gradul
n—1, al functiei f(x), pe intervalul [a, b], conform teoremei 41 diferenta | Th_; (x) —
— flx)| isi atinge maximul in cel putin n41 puncte din [a, b]. Si introducem
notatia p,— (f) = max| 7% (x) — f(x)| . Are loc

xE[a, b]

Teorema 43. Dacd f(x) este o Junctie de ordinul n fatd de multimea

Lo, pe intervalul [a, b), atunci are loc relajia -

| Tia @ —f@ | =| Tha @) —fB) | = pus ()

[T (@) — F (@] [Ta-1 (B) — £(B)] = 0 sau = 0,

dupd cum n este par sau impar.

Proprietatea exprimati prin aceasti teoremi este legatd de citeva observatii
care se fac in lucrarea [23] asupra multimii punctelor din intervalul [a,b], pe care
o functie de ordinul n fatd de ¢, isi atinge maximul si minimul.

Teorema 44. Dacd f(x) este neconcavi Japd de %, i continud in [a, b],
atunci multimea punctelor pe care f(x) isi atinge maximul este Jormatd din cel mult
n—1

2

n 5 . w .
+ 1 sau 5 + 1 intervale *) neconsecutive, dupd cum n e impar sau par [23].

n—1

Se observa imediat cd dacd pentru » impar numarul + 1 din teorema

44 este atins, atunci f{x) isi atinge maximul si in a si in b. Dacd n este par si

. n , : PV e P
numarul o -+ 1 din teorema 44 este atins, atunci f(x) isi atinge maximul in punctul 5.

Aceste proprietiti — exprimate prin ultimele doui teoreme — nu sint valabile

in general pentru orice multime de tipul 7, [a, b]. Are loc
Teorema 45. Dacd F, este o mulfime liniard i fiecare functie din F, isi
r—1

- : 5 . : . n "
atinge maximul in cel mult + 1 puncte cind n e impar si — puncte cind n e
2

*) Vezi definifia acestor intervale in [23].
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par, atunci, pentru n > 1, teoremele 43 si 44 ramin valabile dacd inlocuim pe .,

l 1 : : % e :
-1 este atins atunci maximul sd fie atins in a §i b,

S - L N—
cu Sy, in ipoteza cd dacd

3 g . L . . . .
iar dacd — e atins, atunci maximul sd fie atins in b.
2

Demonstratia teoremei 45 se bazeazd pe linearitatea multimii 5,. Si presu-
punem ipotezele din teoremd satisficute. Si presupunem ci f(x) este neconcavi
fata de ', si concluzia din teorema 45 nu ar avea loc pentru n impar de exemplu,
dacd inlocuim pe €, cu &,. Atunci ar exista n-+1 puncte X < Xy <oer <Xp <Xpii
in [a, b], astfel ca si avem

M= max f{x),

F @) =Fxg) = o0 =f(x0) = M,
x€la, b] (83)

f(x‘z) < Ms f.(-xtl) = Ms' oy f(xﬁhl»i) < M.
Din relatiile (83) rezultd inegalitatea
L (3-'"§ Xis Xgso v v Xy [ | Xng1) > (Hara),

care vine in contradictie cu ipoteza de neconcavitate ficuti asupra functiei f{(x).
La fel se. poate considera si cazul cind n este par.

Fie acum f(x) o functie de ordinul n fati de F,, presupusi liniari. Oricare
ar fi functia ¢ (x) €F,, diferenta f{x) — o (x) este de asemenea *) de ordinul »
fatd de 7,. Cu accastd observatie este demonstrati si partea din concluzia teoremei
referitoare la teorema 44.

In cazul n =1, chiar si pentru multimi liniare de tipul 7, [a, b], putem da
exemple care contrazic concluzia din teorema 43. Intr-adevir, dacd in loc de =z,
considerdm multimea polinoamelor de forma ax, « fiind variabil, in orice interval
[e, 8], 0 <<e < b, aceste polinoame formeazi o multime de tipul 7; [g, 5]
Fie f(x) = — x® 4 x. Printre polinoamele ax existd unul de cea mai buni apro-

ximatie pentru f{x) = — x® 4+ x in intervalul [e, 1] si anume p (x) = (3—2)2) .
Dacd ¢ < — 1 + |2, atunci se observid imediat ci max | f(x) — p(x)| nu e atins
1

z € [g,1]
in extremitatea stingd a intervalului cu toate ci f(x) = — % - x este o functie
concavd fati de multimea functiilor ex in [e, 1].

5. In teorema 41 se di o indicatie asupra numdrului punctelor de abatere
maximd. Este interesant si se determine clasa de functii f(x) pentru care numirul
punctelor de abatere maximi este minim, adica n+1, multimea &, fiind fixati.
In cazul cind in loc de &, se considerd multimea %, clasa functiilor pentru care
numdrul punctelor de abatere maximi pe un interval este n--1 a fost caracterizati
de T. Popoviciu [23]. Aici dim o generalizare a rezultatului din [23].

Lema 24. Dacd functia f(x) continud pe [a, b] este de ordinul n Jatd de 7,
pe intervalul [a, b] fdrd sd faca parte din Ty si @ (x) € F,, este funcfia de cea mai
bund aproximatie pe [a, b] a funciei f(x), atunci numdarul punctelor pe care o(x) —f(x)
atinge alternativ valorile + & {f; F,; [a, b]} si—& {f; Tn: [a, bl} este n--1.

Demonstratia este evidentd pe baza definitiei 7 a functiilor de ordinul » fata
de Iy

*) Din cauza liniarititii diferentelor divizate.

14%
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Definitia 21. Dacd a
t . © (x) €T este functia egal oscilatoare
Lacd g J e pu
x; <‘J xz. < eos < Xnit, Pelativd la numerele f(x)), f(x,),..., J(xnt1) p;fl:?n ﬁuﬂfagﬁf’
7 (P,,, Aj:!, Npyewns Xnit; f)_ intelegem diferenta JConi1) — o (xn+1)
roprictatea de continuvitate continutd in teorema urmitoare rezulti di
lucrarea lIui M. I. Morozov [11]. e <

Teo 7 ! ]

e r ;ma 4;6. Dfa)ca J{’xmciia f(x) este continud pe intervalul [a, b], atunci
ns X1, Xoyewwy Xna1; [) este o functie continudg in r ; e
i R ; ) a in raport cu ansamblul variabilelor
: dSa notdm cu p_ multimea valorilor negative ale lui . (F,; X Xnt13))
cind punctele x; variazi in inter i ltimes Salorlon ok

’ valul [a, b] si cu w, mu i
s I 1, multimea valorilor sale
- Lema 25. Dacd f(x) este continud pe la, b] si multimea p. nu este vida
iar Mlzm-ax{}i}zli(fj'x' - o aiat et ’
% b S Lt L T TERTS Xni1; f), atunci p, zéa{f;i‘l‘,,;l},zmde
Sistgg e]nft:;: va{ul [x1, xe], iar maximul de mai sus se referd la multimea tuturor
nelor ae cite n+1 puncte x; < Xy < ... < Xpyq pe care p. (F s x
xﬂ+1;f)>0' BBl X, Xy«
g }_’entr].] demonstratia lemei 25 este suficient si aritim ci daci © ()€ T
esle unctia egql—oscﬂatoarq pe punctele xi << x3 << ... < x4 relativi la nun; "
rele f(x1), f(x2), ..., f(xn41), atunci | J&) — (@) |=p,., x € [xi, x, ei-
o . . . ‘ ‘ e : : e
gil presupunem contvrarltll. Fie x, un punct din (x{, x;1.1), astfel ca| S(x0) — o (xg)| >
d presupunem cd Xp <X, << Xp.1. Functia P (x) este oscilatoare relativ

la vatlolrile funcgiei f(x) pe punctele xi, x3, ..., Bk-15 Ko Xhefl Xnt1 Sau pe
’ . . ¢ i ‘ 2 g

ﬁl;n)c-?"?x’n’ N25 e v Xy Xop Xkt2 000y Xnp1, dupd cum f(x,) - fxkes) < 0 szlfu

fh ,’”1) > 0. Si ne plasa}m, de" exemplu, in primul caz. Atunci functia egal

o_sc e}ltoaw @, (x) pe punctele xi < x5 < ... < xiy Sy S Wt Cone o< wc;,+'1 re%a

tivi la valorile functiei f(x) pe a i Stodtels : -

N tiei f(x) pe aceste puncte, satisface urmitoarele relatii de

.y

<o) =) <[ @) —fx), ()
X = ad =162 500 =T, B gy wra-Ale X = Xp.
Din relagii‘lf: (**) si din definitia functiei @, (¥) rezultd ca
AT ns X, X2, o omaelhiatynney X, Xk svens Xng1 3 f) >y (84)

R'ela'itia (84) contrazice definitia numarului i . In mod analog ajungem in contra
dictie cu deﬁmgla numdrului p,  daca luim in considerare cazul J(xg) f (xk41) >0
Concluzia din lema 25 este deci demonstrati. :

_Le _ma 216._ Daff_l ].”(xz estf c‘ommim in [a, b], multimea y._nu este vidd, iar
o -—'me.‘fz{p,_(T B (Fns X1, X2,000, Xni1; f), atunci wo==06{f; F,; 1}, unde I
este mre.rvalul [xt, xui1]. Analog cu cele de mai sus, minimul ‘.s* : "’f
fimea sistemelor de cite n4-1 puncte x, < x, < ,< X : f'efem ‘g K
Xgy v ey Xuyr; f) este negativ. PRSI s
Aceastd lemd se demonstreazi in mod analog cu lema 25

) Rezultd din definitia acestor functii.
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Daci functia f(x) nu este o functie de ordinul n fatd de 9 ,, atunci multimile
w_si p, sint ambele nevide. intr-adevar, in aceastd ipotezd existi un sistem de
puncte x; < xy << ... << Xp << Xp41 pentru care D [Fnt %5 Xos s wos Xy Xnids fl1>=0
si un alt sistem de puncte xi < X5 < ... < Xnyq pentru care D [Fa; xi, X2, o0
xnr1; 1< 0. Or, de aici, rezultd*) cd avem si @ (Fn; Xp, X, o005 Xuit; f) >0 si
o (Fn; Xty X5, 000, Xng1; [) < 0. Pe baza teoremei 46 rezulti atunci

Teorema 47. Dacd f(x) este continud in [a, b] si nu este de ordinul n fatd
de F ., atunci existd un subinterval [a, B] al intervalului [a, b] in care | p, |i=| gl

Demonstratia teoremei se bazeaza pe un rationament clasic de continuitate
aplicat functiei p (Fa; X;, Xy, -, Xut13f), pe care nu-1 mai facem aici, pentru ca
l-am dat in lucrarea [10].

Din teorema 47 rezulti urmitoarea consecintd importantd. Dacd in intervalul
[, B] avem | pq| = | py | atunci, tinind seama de teorema 39 din care rezultd
unicitatea functiei de cea mai bund aproximatie, in conditiile teoremei 47, rezultd
ci functiile egal oscilatoare ¢, (x) §i @, (x), pentru care avem respectiv | @ (x) —
— ()= | pylsi] o) —fX)|=|plin intervalul [«, B], coincid. Dar atunci
in intervalul [o, 8], pentru functia f(x), existd n 4 2 puncte de abatere maximi.
Functia ¢ (x) € F,, care satisface relatia

Lo (¥) —f) | = [ | = | a5

are proprietatea cd existd n+1 puncte x; < Xp << ... < Xatt, astfel ca @ (x:) =
=f(x;), i=1, 2,...,n+1, si existd n+2 puncte X < X2 << ... < Xat2 astfel ca
@ (x) sa fie egal oscilatoare relativ la valorile functiei f(x), atit pe punctele X1
X5,..-,Xn41, Cit §i pe punctele x5, X3,... , Xpi2, care sint situate in modul

urmator :
Ce ST I - I AT

Are loc deci:

Teorema 48. Dacd f(x) este continud in [a, b] si in orice subinterval
[, B] € [a, ), numdrul punctelor de abatere maxima de la functia de cea mai bund
aproximatie din F, relativd la intervalul considerat [«, P] este n-+1, atunci f(x) este
convexd sau concavd faid de T, pe intervalul [a, b].

Tntr-adevir, din cauza celor spuse la punctul 2 din paragraful 1 al capitoluluiII,
rezulti ci f(x), in ipotezele teoremei 48, trebuind s fie de ordinul n fati de &,
(pentru cd altfel am fi in contradictie cu teorema 14), nu putem avea pe nici un
sistem de puncte x; << X, << ... < X1 egalitatea D [V55 %ps Xovpe vz Xndrg, =105
pentru ci atunci pe intervalul [x;, x.+1] f(x) ar trebui sd coincida cu o functie din
5, si deci numdrul punctelor de abatere maxima in [x, Xn41] n-ar mai putea fi numai
n-+1. Trebuie deci ca f(x) si fie o functie n-valentd fatd de ', pe [a, b]. Concluzia

din teorema 48 rezultd deci.
Continutul teoremei 48 revine la teorema IV din lucrarea T. Popo viciu

@

[23], dacd, in loc de &F,, se considerd multimea particulard .

*) Rationamentul este analog cu cel facut in [23].
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§ 2. CITEVA OBSERVATII
o QSUERA CELEL MAI BUNE APROXIMATIT PRIN FUNCTII
TININD UNUI $IR INFINIT DE MULTIMI INTERPOLATOARE

Sd considerim si i i imi
| sirul infinit de multimi ii 5 50 T
In care multimea de indice k, T, k — | I? : fung!sltleJir:tC Jllz tc e .dCﬂr"C il
in intervalul . P e bl erpolatoare de ordinul
ST u[f?a b]. Sa ne fixim asupra unei functii f{(x), continui pe intervahl];
ngx fuf g apartine nici uneia din multimile 5, Conform celor spuse §
] : AL . in -
precedent, pentru orice valoare a lui % existi in 9 o functi o s
@, () asthel ca ctie si una singuri

S {Ss Ta; [a, 0]} = AR~ -

Pu ey ; -
tem deci vorbi despre sirul de functii { o () Yoy si de sirul i
al celor mai bune aproximatii | & {f' Ty . b} Coretpilialbuih e i
b se il b, i [a,. ]'[}kzl' Pentru simplificare, vom
i g ],:)L ks [a, b]}, c!eo_arece functia f{x), intervalul [a, b] vor ramin
3. De asemenea, §i sirul de multimi { 5,1 1| bre it
Teorema 49. Sirul de numere {c‘g L s
o Yk .y €Ste necrescdtor
Pentru i ‘'emel fetent .
N demonitratza teoremei 49 e suficient si observim ci nu putem avea
a & 5 2 3
igie diferzgtla> ©k. Intr-adevir, daci pentru un k oarecare am avea & ¢ > &
S fa 9,3 () — ¢, (x) ar trebui si se anuleze in cel putin kﬁj punc;‘é
. ! !

a, b, ceea ce nu se poate pentru ca ¢, (x), @, , (x) €T A i i
rezultd din faptul ci inegalit 5 T S
s ditg;.enattea Op (1 )>L9k atrage dupi sine existenta a cel putin

a (P ¥) — ; i = e 2 5 2
. fa ¢, x) ia i
s iy @, (x) ia alternativ valori negative si

) —E =0, =/ + &, x€[a, 4]

fpl( c;}’”‘l ((-x) fa in cel pufin k 4 2 puncte X1 <Xy < ... < Xg42, alternativ valorile

X) = Critsi f(x) + Eppy. Dar fx) — & B e

+ Gy Degit e D) = S <f)— G 5 f10) + 64 < S +
Sgﬂ {(P}I'—'rl (xl-) — (PF.' (,\’t)}, —— (—I)i’ — ], 2,. . e k _l_ 2,

unde e = -1 dacj R | i
. 4 @pyy (1) — @ (%) <0, 5i e = — 1, daci 3
Trebuie deci si avem | e i MR
Lema 7 ' i i
5! d27. Daca. ® Ex) §i o, (X) sint functii distincte, atunci "":;.!. < &,
o ru Aemoqstrape S84 presupunem cd in ipotezele lemei am pu:-ela av
| : : k+1. Atunci, ar exista k42 puncte in care diferenta Prs1 () — @, (x) Zd
. o -~ . . .o " II+] . i ¢ I-
f;gu? -}I'Crilﬂtlv valori hegative s1 pozitive sau nule. Rationamentul e analo}' cu cel
. da leorema 49 si ne conduce la contradictie cu faptul ci ¢ (x)si o g(,\-) sf:er
metLu drstm(;te din &4y, Deci trebuie si avem i1 < &, L i o
s d ke : - .
o5 a 28, Dcfca diferenta o, (x) — f(x) ia alternativ valorile + Spsi— & in
| S puncte, atunci @, , (x) coincide cu o, (x). : J l
Temonstrana este evidentd, pe baza teoremelor 47 si 49
5 i d vE)
mu[ﬁm”: } ema 50. Dﬂcanf(x) este convexd (sau concavd) fatd de fiecare di
bk =1,2,...,1n [a, b), atunci sirul (G122, este descrescator. J
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Demonstratia este evidentd pe baza lemelor 27 si 28
Teorema 51. In sirul {&},”, segmentele formate din termeni egali &i

Gistyenes Givny oo, contin intotdeauna un numdr finit de termeni.
intr-adevir, din &, = &1 = ... = &, rezultd pe baza lemei 27 cid @, (x),

@y (se o vy Ppp ) coincid, Dacid am avea un asemenea segment infinit, funcfia
iy

f(x) ar trebui si apartind uneia din multimile .

§ 3. O CONSECINTA A TEOREMEI LUI CH. DE LA VALLEE POUSSIN

Sd considerim m segmente de dreaptd s, Sg,..., Sm, M =n -+ 1, situate pe
directia paraleld cu axa OY si de lungimi egale. Sa presupunem ca proiectiile acestor
segmente pe axa OX apartin intervalului [a,. b].

Teorema 52. Dacd pentru fiecare grup de cite n + 1 din segmentele date,
Sigs Sigse ey iy, gy €XISIA in J, cite o funciie al cdrei graflc intersecteazd pe fiecare
din aceste n + 1 segmente, atunci existd in F, o functie al cdrei grafic intersecteazd

cele m segmente date. ]
Pentru demonstratia teoremei 52 si considerdm mijloacele mg, k =1, 2,....m,

ale segmentelor date. Pentru a nu complica numerotarea, sa presupunem cd prqiec—
tiile xx, &k =1, 2,..., m, ale segmentelor sp, k =1, 2,..., m, sint sitvate in ordinea
X; < Xy < ... < Xm Si notim cu f(x) functia definitd de egalitatile
Tt =mp =1, 2,.-., B

Fie / lungimea comuni a segmentelor date. Si presupunem ipoteza diq teorema
satisfacuta si fie sij, Siy..., 8i,, 4, UN grup oarecare de n + 1 segmente dintre cele
date, astfel ca i, < iy < ... < int+1. Fie g(x) € &y o functie al carei grafic le inter-
secteazd. Atunci

(85)

l
|f(r'k)—g(x;'k)|§—2—, k=1, 2,..., n+ 1, (86)
Atunci, dacii o(x) este o functie egal-oscilatoare pe punctele x;, << Xi, << ... < Xip
relativd la valorile f(xi,), f(xi,) ..., f(xi,, ) ale lui f(x), trebuie si avem si

!
|f(xik)'7(xo(x!'h)|§;1 kZl: 25'--5 n‘+]5 (87)

conform proprietitilor functiei ¢ (x). - 5
Si aplicim acum teorema 42 *) functiei f(x). Functia ¢, (x) €'n care se abate

cel mai putin de la functia f(x) pe punctele x;, i = 1, 2,..., m trebuie sd satisfaca

relatiile de inegalitate
[

[:Pn(x'j)_.f(xi) Ié?; i: 15 27"" m. (88)

Or, din (88) rezulti tocmai concluzia din teorema 52. ! _
Aceastd teoremd leagd teoria celei mai bune aproximatii de o proprietate

topologici, care este cunoscutd, in cazul #n = 2, daci 7, se inlocuieste cu’ multimea
‘T,, sub numele de teorema lui Helly [25].

*) Care este generalizarea teoremei lui Ch. de la Vallée Poussin.
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CAPITOLUL Vv

§ 1. ASUPRA UNEI TEOREME DE MEDIE

1. In multe probleme de calcul numeric, dintre care unele vor fi amintite la
sfirsitul acestui paragraf este util si se cunoascs forma unei functionale 4 [f], cind
s urmdreste calculul valorilor A [/o], /5 fiind un element ale multimii de definitie
a functionalei 4 [f]. In acest paragraf ne vom referi Ia o functionald 4 [f], definiti
pe mulfimea functiilor continue pe un interval dat [a, b]. Ne intereseazi studiul
formei functionalei 4 [ f1—1in anumite conditii suplimentare — pe baza compor-
tamentului siu fati de o multime de tipul 7, [a, b].

S considerim multimea &, ; de tipul Ini1 [a,b] despre care presupunem ci are
o submultime &, de tipul 7, la. b]. Presupunem ci » +1=2.

2. Lema 29. Daci A [/] este o functionalis definitd pe multimea Junctiilor
continue pe intervalul |a, b] si sint indeplinite conditiile:

1°. 4 [f1=0 daca JET,:

2° A [f15 0 daci [ este F, - convexd sau F n-concavd pe intervalul [a, b],
atunct, dacd ¢ (x) este o functie continudg pe intervalul [a, b] 5i A [¢] = 0, existd n+1
puncteE E ... ., En+1 in intervalul [a, b], astfel ca 4 FAPS S e
@[ x)] = 0.

Demonstratia acestei leme se bazeazi pe teorema 12. Din cauza ipotezei 2°,
?(x) nu poate si fie nici I - convexd, nici I, - concavi pe [@, b]. Existd prin
urmare, pe baza teoremei 12, un sistem de n+1lpuncte§ <& < .., < £k 4

in [a, b], astfel ca D [F,,; Eis By B £..15 ©] = 0. Dar dous functii distincte din
J nyq nU pot sd coincida decit in cel mult puncte. Aceasta inseamni ci functia inter-
polatoare I (F,,,: Bt L vos & 115 ©| x) coincide cu functia interpolatoare L(F,,;
Ep &aoeves £.5 @ X). Prin urmare, din cauza ipotezei 1°, 4 [L Tty £ Evan,
Ear1; @] 2)] = 0. Lema este deci adevirati.

Se observi cd in enuntul leme; 29, conditia 2° se referi la functii & ,-convexe
si functi ,-concave pe [a,b]. Asemenea functii existd. Orice functie din multi-
mea F,. 1 care nu apartine submultimii F, este 7-valents fatd de , pe intervalul
[a,b] si deci, fiind continus pe [a.b], este F,-convexd sau & ,-concavi pe [a.b].
De aici rezulti ci in ipotezele lemei 29, 4 [f15£0, daci €5, Sifed |

Din lema 29 rezulti o consecintd importantd in cazul cind mulfimile &, si
I, sint liniare iar functionala 4 [f] este de asemenea liniard *). Are loc in acest caz

Lema 30. Dacd sint indeplinite conditiile 1° $i 2° din  enuntul lemei 29 si
(x) este o functie continudg in [a.b] atunci existd un sistem de n + 1 puncte B o s
Entt, astfel ca

! gn—#—l;

A[L (Eﬁnﬁ-l; E,I, E.z:- ©ey En-i—}'.;fl x)] =4 [f]. (89)

Pentru demonstratie si presupunem A[f] = ¢ 0, pentru ci daci Alf]l =0,
atunci sintem in ipotezele lemej 29 $i proprietatea are loc. Si considerdm functia

A . e
g(x) = f(x) _A [f]]cpo, unde ¢, este o functie oarecare din I i1, care nu
0.

*) Aici prin liniaritate Infelegem cd A [/] este aditiva $i omogeni,

Al

[

it

e
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ql: i i iniari bt“ funCt.iO-
pal'ﬁ!’le lui -‘_:JI AVEH] deCi cu Sjgura]‘llia A [(PO] O §1, dln cauza h_nlal‘lta,]_l
a s e
i E
Halel A [f] [f] ’
‘1[:F0] ]

pr urm g ici &, a ici & ,-concava. Deoarece
i 1 J'y,-convexa, nicl J'p ) \' 2

» ‘mare X) nu poate fi mic ; . i . N

g (ut]) elSte COlltirEUi)i pe [aib], putem ap]_lca lema 29 §1 anume A [Ll_(lLJ y;.+1 ,[ 51 ]Clz, :

& ; g|X)| — P 1 i de puncte il » E_z g e am Gt din a, b]. Da

i 0 e un anumit sistem 5 : . e

i ni' )]1 ’1 ’2: » Sntls g'-x)" ('J‘" 1, 15 Sgam ==y SN 1, f )

-L o nt+ls <15 S vss j4 EH E E E -+ Xi) —

A[g]:A[f*

<l L (Futss &ps Eaneves Entts o[ X)-
A [o] .

= ¢ . btinem
De aici, calculind pe A [L(Tn-1; &1y Egses Enpas g1 X), oDt

A [f] =4 [L(s.'nr’i; E.laz-zﬂ”' E"'H; f x)]’

= oy Lo ¢) coincide cu g@,. ;
= s = s ELE L S Ean e | ) e 5 admitem
pel]t%logilulgig I;ﬁile}i 30 ne conduce Ia citeva observafii 1nt%{lesanl[i--+-]?afcuanctii %)
: e A et 7 1 3 ain < n-t+1s H e
i S e, atunci stim ca exista J : o
= &g & sint mult‘lml hmale, a kL 5 t x) ] pi 1
fc'a( Ll) 2 55} rl(\') care formeazi o bazi interpolatoare [10]. Orice functie ¢ (x) €7,
X)ooaynt1(X)s
g\ lyeres

forma
este de *on

o (x)= > oif; ()
=1
i Fy, si i lasic al unui sistem
i Itimea &, , sintem in cazul c C S
a onr1 = 0, obtinem mu 7 . ek
IC):lg?selzle}m(JY) "Tf:(ﬂc) ; Ju (%), far1 (x), in care primele n functii fo .
asemenea, un sistem Cebisev. Avem

L ——

n41

L(Eﬁn%l;-\'lg Xgyeons Xn xr=+1;f]x) i gd' [f]‘fl (x)’

ll‘lde d I | este (I[ erenta ([ ata a zatd a iu th € X e|3[lva Ia.. S1ste 111
n+1 VI1Z, gellel' ] lf( ), t m
¥ ff(' )5' "f" (') )‘ p 3 ( )

(IC [LlIlCtlI X n+10X II] 1 otezele IEDIEI 30 fOIII]Ula 89 ne da

A[L (Fnivs &, Eysenns Enst; [ X) = duya (/14 [fwsr (x)] =AUl

. . p Ntr
I nur .l]l lem€l Cupllllde deCi ca un caz pa] IICU]aI [601 ema de "Iedle [S§ t u
funCthIlEl]e 11] jare data de I. P (6] p oviciliu |2] .

) file)  Sfalx) S () S (x0)

filx)  folxd) ... i (xg) f(x2)

(90)

fl (‘Yn-lfl)f2 ("‘11-4-1)' 5 f” (x"+1)f(x"+1)

dy 4 [f]= : :
i falx). fobh) = Iy (x1) f"‘}'l(xl)

filw)  folx) .. Ta(x2)  Supa(xs)

fi (“‘n+1) fe (xlf-'rl)' 5 I (x”""l) f"+1(x"+1) !




2

3. In cel : 5 ; "
i e 1,(1:] ?:aailnme?tga .p?:vom f(31051 de citeva proprietiti pe care le are un
n al multimii 5 i {!m” F'ns1. 84 observim mai intii ci orice spic de ordinul
Bitaatele g (J; n;;l) c;lofn,l(ne o ;“uuctle §1 una singurd din multimea & ,. Fie date

N 1 1: ¥ gxz,_])z,...,ﬂd;,(xny) und ¥ e
2 ‘ i i s Yl nde x X vnes X
g;stlnc’Fe (llm intervalul [a, b]. Functia L Tn; x,, x, 1\:“':-;] fo m':psélr]tt ?} pur;_c‘}e
n spicul cor 5 " A W [ r'ie tunctn
e 011_3' ((‘gesptyuafj_c:r acestor puncte, in doud clase, ambele nevide: fuﬂc{iilz
ni1, Gare. sint M, - convexe §i functiile din F,., care it d
Are loc: ¥ nti re sint <, - concave.

Lema 3] Dacd A [f] {
. ; este o functionald definiti ] i
Sk /] este ey e multimea ; -
tmuel f; rF}‘e: valul [a, b] si sint indeplinite urmdioarele f?)ondin'f' A
1 este continud pe multimea s it T
mul) a de definitie*):
§§ A [f1=0 dacd f € F,; Seta
A [f]15= 0 dacd f este T i 3
S i n - convexa sau o, - concavd pe [a. b 1
pasr.f e_afa un .S'_emr.: constant pentru toate Junctiile I, - Com*eire [v, ]!"’_‘am}?a A[f]
apm,tsnf.'m] unui spic de ordinul n al multimii .t‘T',,H' 1 TR
a idera : )
A ;onlt(i:%rd.mrpu;rlctele ]'./[1‘(x1 ) M, (x% » Vo) v s My (%4, 34, de mai sus.
T (‘?T:’ ; :an 95ists i3 Ky .l Jf)] = 0. Sa. bresupunem cd printre functiile
aLom f‘un:;tfi = ():ave)( )apartfulnnd spicului corespunzitor acestor pun::te
t X), 8, (x), astfel ca 4 [ i i
1 2 g (x)] <0 $1 4 [g,(x)] >0. Sa
unem ca : = = et = | et il
ip}: o plentru X =% : avem g, (x) < g, (x). Daci x, — b, atuncialegem un punct x
o a 1(; ' (¥n—1, Xx) $i presupunem g (x) > &, (x). Pe baza teoremei 4 multimea
ctilor din spic, ale ciror valori in x s ' i , s
; sint cupri g ‘) si
compactd. Rezultd ci 4 [f] trebuie si R e e
J1'lrebule sa se anuleze pe o functie din aceasti multime

Aceasta e i radicti i i
In contradictie cu ipoteza 3° din enuntul lemei.

Sd presupunem ci 7 i
p p cd Ty este multimea generati de sistemul Cebisey o, (x)
?3(%), ..., 9, (%), iar T, este submultim i ii : e
i ¥ tmea generatd de functiile @, (%), o,(x)
¢, (x), formind de asemenea un sistem Cebisev g

Lema 32. fy i g
. potezele lemei 30, A [ 1 este mor 7 i
e ipo) , 4 0tond in raport ¢ q
;;m un punct Jixat, diferit de punciele X, i =1,2,...,n a functiilor if i i ?}G{OW %
a mI:) sistem de puncte M, (x,, By ey My (5 Fn) » v i
emonstratia rezultd din lema 30. Pe be foramles
’ t ' lem 7 aza formvlei (90), in afard d
constant A [, ., (3)], A[f]coincide cu parametrul @, al functiei F (x .eaUllafaCiOF
5 v MYy b9 50 a8,

dni1) care genereazd multimea 9 i
: 1 Teaz t I'ni1. Pe baza leme i A
rezultd concluzia din lema 32. PR, i pesprany] Rt
Ca o consecintd i a am cd in i
nsecintd a lemei 32 sd observim ci in i potezele din enuntul ei, multimea

funct: g :
netiilor din &, . pentru care A [f]ia o aceeasi valoare C, este de tipul 7, [a, b]
: n ’ .

I_. €ema 33 D = ( &
. acd In 'ﬂ'] sint ]?l“’f’ T. J 1 1 car dect nu
{ ! J ¥ ni ¥ i iIn, .Ef'pola odare odar ]
. il ; arecare e
]70657‘.1)5" at /l'f”'af € ) St dal ca Sint Saff.sfatZMé U)OJGH: ele df',? I'(:’I?I(I 3 ] f.?nrH”Ci dfi: mMono
lonia _’H}?(ff[()”altj[ A , ‘1);6 arice Sp](: (”7 .SL’HSH/ fOI J?]‘Ufaf m l'é’mﬂ _;_:) Iezujfa cda
’?.?Hl”n?fa H]?Cf.’”t?f af]” i n4 pé”l’ U care A If a o Vﬂ!()(”'e C fant
] J . 1 onstanita C, este [{e

*) Daci sirul de functii | f, (x) 1* ¢ i
? e (0) tinde uniform in b] catr ia f i
Ir“m Alfe(x)] = 4 [f ()] Jh=1 [a, b] catre functia £ (x), atunci

i
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Teorema 53. Dacd sint indeplinite conditiile din lema 31 si dacd

1° A [f] este monotond pe orice spic al multimii &, 1 ;

2° oricare ar fi C==0, A [¢] == C pentru orice functie ¢ (x)
sau concavd fafd de multimea functiilor f din F 1 pentru care avem A[f]= C,
atunci pentru orice functie ¢ (x), continud pe [a, b, existd un sistem de n + 1 puncte
EisEaneevs &yp1s M [a, 0], astfel ca 4 [fI=A[L (Fig, By By en oy £ g2 | XN

Demonstratia teoremei 53 revine la aplicarea lemei 29 in cazul submultimii
functiilor f din &, | pentrucare 4 [f] = A[¢] = C 0. Daci C =0 atunci revenim

la lema 29. _ ; Y, ‘
4. Vom da acum o aplicatie a teoremei 53. Sid particularizim multimile ', $1

F 1. Si considerdim multimea 0,11 a polinoamelor de grad cel mult egal cu n
si submultimea <, formatd din polinoamele de grad cel mult egal cu n — 1, n =1.

Fie f(x) o functie continud pe intervalul [a, b], iar 75 ¢ (x) polinomul de cea mai
buni aproximatie de gradul n — I, al functiei f(x), pe intervalul [a, b]. Avem,
conform definitiei lui 7ys_1 (x),

oy [f] = max | f(x) — Ta1 (%) |
x € [a, b]

care e convexd

unde
&, [f1=min {max |f(x) — Tu_1 (¥)[}.

Ty_1€8y v€[a?]

Este asiguratd dupi cum se stie existenfa si unicitatea polinomului 77y (x). Sa
notim cu ¥ (Xy, X, - « +, Xut+1) determinantul lui Wandermonde al numerelor x;, X;,.
Xpi1 S CU [Xy, Xgse o+, Xng1; f] diferenta divizata, de ordinul #n, a functiei f(x), pe

punctelé xy, Xs,.. ., Xpe1. Se stie cd

V(xla xgs' siey x?1‘|'1) I [xla :\"2:' it xﬂ+1; f] I (91)

Pn—1 (Il., Kogeony Xntl ,f) = n4-1
Z V (%15 Xgoe+ =5 Xi-1s Xig1seve s Xnt1)

i=1

este cea mai bund aproximatie a functiei f(x), prin polinoame de gradul n-—1,
pe punctele x; < ¥, <... <Xu+1. Conform cunoscutei teoreme a lui de la Vallée

Poussin avem
il fl = max g o Gy Xasn e Znrtif), (92)

Ty Xy ey Tyt

maximul din membrul al doilea referindu-se la toate sistemele de cite n 4- 1 puncte

distincte x;, X5, ..., Xus1 din intervalul [a, b]. Se observa ca

V(x]_! Xgyenes Xn41)

1maxr P}

Bl g ey Dy — .

Lo L Z I Ot Rainvs w5 B Xicp Ls vty il
=1

f(x) = x" prin polinoame de gradul n — 1,
(b F=r a)n

pe intervalul [a, b] si deci este egald cu =

este cea mai bunid aproximatie a functiei,
Prin urmare, daci f(x) este
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un polinom p (x) € us1 si p (x) € €, , atunci

— (&6 —a)
22n “:xlax25-'-n xﬂ}—l;P:”a (93)

factorul | [x, x. : :
UL | [X15 X550 00, Xur1; p] | fiind con .
entului lui x” din polinomul p (x) stant, egal cu valoarea absoluti a coefici-
Di : i S :
in cele de mai sus rezulti citeva observatii interesante. Si notim

5[] { b,y [Pl dach [x;, x5 ,..., %051 ;p] >0,
= Wy [Pl dacd  [xy, xp,. .., X041 p] < O.

S4 consideri i i

m un spic de ordinul 1 imii <
s : n al multimii <
M s nii, _atagflt punctelor
Bk celgp B A » X1 << Xp <I... << Xp. Dacd fixdim un punct
e A 1; ctul x,.1, ale polinoamelor din acest spic, formeazi
L po]inoa-me]e e f§0ur r:lréteryal Qar]ecare al acestui interval. Coeﬁcien’tul lui x™
] aza spicul, este o functi A i i

e . . tie monotona o

De aici rezultd proprietatea; i

8u—1[p] este 7
= o functie monotond pe orice spi ]
y Junc spic i imii D
O alta observatie pe care o putem f: ; Ele il Bl it Bl
fines G e op ace este urmatoarea. Daca consideri |
ek ﬂ—.—l] (? a tuturor polinoamelor o x" + a; "1 +... - @y, und o B
s 5 _polinoz O : - N
o fm;ctie cogn\;exﬁ-’sz’u "a“aza’ﬁf'ﬁ!m cd ea este de tipul 1, (— oon—’k o0) eF?e jf(?c))(
; ¥ concavi fata or inter ’ ;
W td de Ty (0) pe intervalul [a, b]. Are loc pro-
oricare ar fi punctele distincte x
i e s ifer vizatd
Au+1l;:f] este diferitd de w. i r e s A e
ie pen idei ¢ i
In intervglmtrFa ﬁé(]ari)a‘ldeﬂor S (x) o t:uncpe concava fatd de multimea €, (x)
A x,<. rin urmare, daci un polinom P(X)EZ, () coin(;‘ige é
P _1}J 0 2 ) < b<ixm xr;l'<' b', cu f(:f), atunci, oricare ar fi X411 > X, EIVBIIJII
A p";tl # co.' r{dafe asi tlhmp, avind in vedere cd doud polinoame di’stincte
ekl - vincida decit in cel mult » puncte distincte, rezulti ci orice
o Tt I 7, 1n cilre coeficientul lui x” este diferit de «, este convex sa
o Lagraﬁge de];rgéllﬁl?za JELLHH( (). De aici putem trage concluzia ci in poiinomt:ll
! v Lot 1 (g Xgias = s Kok X f | e i i
b X : 250+ Xn, Xus1; f| X), oricare a
Tt ggﬁlil;, Ctheﬁmentul Tui x™ este mai mic decit o, adici [3;1 X j \'r ﬁxHOdufr}li iy
ir 5 : s Agye ey 3 5 S
e ;ﬂ: (1"1 : ;:?e’ i .o ;tjicl;’e, ;ﬂtgltéf | x) face parte dintr-un s;ic 3;1 ordin:l
i 7741, { eauna un polino &
P o)1 p m p (x) € L, 1(x), astfel
n —5—11 ]Jujlc’ngtg::it fu;::tzi’-]}.’ 7 Dar Luis (g, X,y X, Xnsts f | ;)F (Cgiﬂdde 1(3:2
i o an (x), care e concavi fatd de Turs (o), deci p (Xpp1) — L
o stzejlb'i]}}e;’ n+1,fl.ln+1)'>v 0, ceea ce este echivalent cu [xy, x xn+ ] <"+1
g e a;;Stfl 11]5)’0’5‘1“3?1 s-a_tinut de sigur seama de i"e;;')’tulnz%, oric i
o - M. are
: 1 (15 Y1)y My (X, Ya), o ooy My (xn, y
_‘\‘n+1>x 5 =+ L&/ = w0y n-ra,Jn),Xl(X <-.-<x 3 d a
el di; ,p : é’cl (xg, P (x) sint dous polinoame din spicul relatziv la acest; pungti,a
1 (X¥ns1) = Py (Xnt1) rezultd [xy, x,,.. ., x,- 1;01] > [x, x X ]’
s “vho1, U1 e EREA PRI Y ﬂ+1;p2'

Hpq [p]

(94)

* 4 5 : , :
) 54 notdm cu 4 [p] coeficientul lui x” din polinomul p (x) al spicului, p (x, ) €J
: B i) =Y EJ.

Cind ¥y deSCl‘ie .i.nterv I esti
: ﬂlul J, A p] ste i i
. s / 0 anumita funche dﬁ Y. MOBOt()D-a aces C‘[ mnctii rezu d
din ()E)SCI.VEt a, pe Cﬂ.]f: aTl.'.] .l'n?..l] fﬂCU?-Oslca multimea pOli]‘lOame]O[’ de g]! adul n Calllet are
un C()eliclel]t f xat o, 1ar Ceﬂal;] CO(‘.‘,ﬁCIentl sint Variﬁb].ﬁ, este de tlpul 1 (— co CO”’) g
n El 2

[8)
Lo
—

ASUPRA NOTIUNII DE FUNCTIE CONVEXA

61

Din cele de mai sus rezulti o precizare a celei mai bune aproximatii a functiei
f(x) prin polinoame din multimea &, . Pistrim ipoteza de concavitate asupra
nui pe [a, b]. Fie &p_1 mulfimea

functiei f(x), pe care 0 mai presupunem conti

punctelor din [a, b] definitd in felul urmitor: T 1 (x) fiind polinomul de cea mai
bunii aproximatie de grad n — 1 al functiei f(x) pe intervalul [a, b] din x, € Gy,
rezultd | £ (xg) — Th—t (%) | = pa—a [f]. Din cauza continuititii functiilor care
intervin, multimea &, este o multime inchisd. Fie & = inf &,_1. Avem | f(E) —

— T* 4 (E) | = pa—i[f] Sd adoptim urmitoarea definifie:

et [f1=(— D" [f®) — T2 O] (95)

Se observii imediat ci dacd f(x) coincide cu un polinom p (x) din multimea
fird si se reducd la un polinom de gradul n — 1, atunci functionala 8,—1 [,
[p] din (94). In ipotezele ficute asupra functiei
], dacd p € Tpy1 (). Intr-ade-

q‘u{»l,
definitd prin (95), coincide cu 3,1
£ (), 82— [ ] nu poate si coincida niciodata cu Sua[p
vir, din observatia facutd asupra diferentei divizate [x;, Xp, 0 e, Xni1; ], punctele xi,
i=1,2,...,n+ 1, fiind arbitrar alese in [a, b], Tezultd ci f (x) este o functie cu
a n-a diferentd divizatd, mérginitd in sensul definitiei date de T. Popoviciu
[19]. Acest rezultat se stabileste foarte ugor. Pe de o parte multimea polinoamelor
din €,y (@), care coincid in cite n puncte distincte cu f(x), este egal marginita
(aceasta rezultd din proprietétile functiilor convexe de ordin superior). De aici
rezulti imediat cd si multimea polinoamelor din ,.1, care coincid in cite n + |
puncte cu f(x), este de asemenea egal marginitd (ele sint toate concave fata de
0,1 (). Atunci, pe baza unei proprietidti binecunoscute cu privire la mérginirea
coeficientilor polinoamelor de acelasi grad, care formeazi o multim

e egal mirgi-
nitd, rezultd proprietatea cerutd, de mirginire a multimii tuturor diferentelor divi-
zate [Xp, Xp,.se, Xng15 [l Avem deci

et 1= LD s B i1 |- 06)

Xy Xgeen ¥y g

Cum totdeauna [x;, Xg,. .-, Xns1;f] 5 ¢, rezulti ci nu putem avea niciodata
8p—t [f]=Bu—1[p] dacid p€ Tni1 ().

Si trecem acum la aplicarea teoremei 53. S& considerdm functionala
A [f1=08.—1[]] Ba indeplineste, pe baza observatiilor mai sus ficute, toate
conditiile din enuntul teoremei 53. fn ceea ce priveste continuitatea acestei
functionale, in raport cu argumentul f, considerat ca element al spatiului
functiilor continue pe intervalul [a, b], metrica fiind cea uniforma *), ea este
binecunoscuti. Sintem in cazul unei functionale neliniare, cireia 1ii aplicim

teorema 53.
Fie f (x) o functie continud pe intervalul [a, b]. Are loc:
Teorema 54. Dacd pa—1[f] este cea mai bund aproximatie
prin polinoame de gradul n— 1, pe intervalul [a, b], atunci existd,

a functiei f(x),
in [a,b], n 4+ 1

4) P(fuf:z) = max 1f1 (x) —fe (o0l
x €[a,b]
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uncte £ i '
f.)-f g}, B vos e 11> astfel ca polinomul de interpolare al lui Lagrange pe nodu-
e €,i=1,2,...,0n+ 1, sd aibg propriefatea *):

M1 [LH+1 (E;[ 5 Ez: ey E"H-I»I;f! x)] = Mn— [f]

Din aceasti teor i T ie i
astd teoremd -rezulti o ObSCI‘VaEIC Interesanti asupra numerelor 75 [f]
e L] |

k=012, ie ci i
teoren;ei’lu’i \'}\}aiifsf:r]e ca aces.t sir csu_e monoton si anume necrescitor. Pe baza
ass avem m ug [f] = 0. Din teorema 54, rezulti ci
Jim | 24, rezultd ca px [/] =
_ (b—ay+t -

YT My [f]. Studiul structurii numerelor Mz [f], k=0, 1.2 in

asem]einea dem;nstratij a fost ridicatd si in lucrarea [18]
eorema i are si icatii, 1 .
e lrll;lfi:ié are si alte aplicatii, n general in studiul structurii anumitor
{ ) IVin in analiza numericd. Prezinti un interes deosebit gisirea
’

pentru o functionald A [f] dati, a unei imi i
nct _ » & unei multimi interpolatoar i =
astfel ca ipotezele din teorema 53 si fie indeI;)linite Aahsas i Ea

Institutul de Calcul, Academnia R.P.R., Filiala Cluj

0 HIC\)/II:IHTHH BRIIIVKJION DVHKIIMH OTHOCHUTEJILHO
OKECTBA MHTEPHOJIUPYIONNX &Y HKITHIL

KPATKOE COIEPKAHHE

PaGora co ‘
Sl gk m)f:p;}rcﬁ'f g]mﬁ:. I'naa I mocesmena ocroBHLIM CBOHCTBaM MHO-
e, Teo,e“- PAY C PyrHMH CBOHCTBaMH 3Ta Iiiana COJIEPHHT
fag o PEM CDEJIHEro, IOJIOMKEHHBIX E OCHOBY MHOIHX 3
s CTAIBHBIX TIIaBax JIokasatTesnscrs (Teopembr 7,9 u 13) > SR
1 j “” T e
G D ape II wuzyuaerca <" - BBINYKJIBIE, <"y - BoroyTeie, F, - HeBhI
W OrHyTEIE QYHKOMH (OIpelenenue 7. ap sl

I'nas
B]E,]meyn():m E;TLCIOH?}HHT Iuddepenuansunre HepaBeHCTBA
¢ (PYHKIUU. B 1ol ke r ;
JIABe NIPUBOAATCS
TaTbl IO HCCICAOBAaHHI) TOJIHIOKAILHON s3allaun Ui of
PCHIMAILHLIX YPaABHEHHIT, i

‘XapaKTepH3VIONHe
HEKOTOPEIE Pesyiih-
KHOBEHHBIX gud(he-

Tnasa IV comeprxur Heckonnxo

e3yJILTaT
HHIO B cMbicre IT. JI, UeGpmmera pesy OB II0 HaWIy4qIeMy NpHG/IMKe-
3

a Taroxe obobijenne oamoii TeOpeMbl XeJn
Tmaga V copepsxur B kauecr .
BE IIPHIIOMEHHST TIOHATHS BBITYKIION (ByHKIHH

TCOPEMY CPEINHEro I b
IEIIPEPLIBHBIX  (DYHKIMOHATIOB
JKECTBE H - 47108, ONpPede/IeHHE] =
CIIPEPLIBORIX (DYHKNHH B 3amanHom TIPOMEIKYTKE 1:[).:rﬂ; b] & R
) .

ﬁ) D' 8' ™ — = . .
in 0, ,[f] = A, rezultd evident Sip, 4 [fl=14]|.

(3]
()
(SC]
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SUR UNE NOTION DE FONCTION CONVEXE PAR RAPPORT
A UN ENSEMBLE DE FONCTIONS INTERPOLATRICES

RESUME

Le travail est divisé en 5 chapitres. Le premier chapitre expose les propriétés
d’un ensemble F, du type /, [a, b] (définition 1); le chapitre comprend également
3 théorémes de moyenne — les théorémes 7, 9 et 13 — utilisés par la suite dans les

chapitres suivants.
Dans le 2° chapitre, on donne la définition des fonctions d’ordre n relatives

a Pensemble 7, du type I, |a, b]. :
Le 3° chapitre est consacré aux inégalités différentielles qui caractérisent les

fonctions étudiées dans le 2° chapitre.
Le 4° chapitre fournit quelques résultats sur la meilleure approximation au

sens de P. L. Tchébychev.
Enfin, dans le 5° chapitre, on donne comme application un théoréme de

moyenne pour des fonctionnelles définies sur I'ensemble des fonctions continues
sur un intervalle donné [a, b].
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