UN CRITERIU DE MARGINIRE A SOLUTIEI UNUI SISTEM
NELINIAR DE ECUATII DIFERENTIALE

DE

I. MUNTEANU

Comunicare prezeniaid la Sesiunea Universitdtilar ,, V. Babes® si ,, Bolyai* din 27 mai 1958

In lucrarea de fati se di un criteriu de mirginire pe toatd axa reald
— o< t < cca cel putin unei solutii pentru un anumit sistem de ecuatii diferenti-
ale neliniare. Metoda demonstratiei se bazeazi pe cunoscutul principiu topologic al
lui Wazewski [1] si pe cercetirile lui B. P. Demidovici [2], un rezultat
al ultimului autor obtinindu-se intr-un caz particular al teoremei demonstrate
in aceastd lucrare.

2 —— " Fie dat sistemul de »n ecuatii diferentiale ordinare neliniare
i dx,
' ' _- ;; === Al (xl, x2’ . oay .Tp) + ‘:Pl (f, Xis Xay o .,J‘n),
| 3 dx,
r = Ay (x5, Xpo ..o Xp) + @ (h X1, Xp, . oo Xn)s
dxp
; = Ap (xla Xgs v v oy xll) == Cp (2, %4 Kgsoitey X
1
a’xp_H (
—dl‘ = B (Xp41y Xpso. .« -, Xn) +f\°p+1 A TR TR )
dxXpi2
. = By (Xp+1) Xp+2,- « o> Xn) + @, (6 X1, Xy, « - o, Xn),
dxn
dt = B”*P(xp‘l‘i? xﬂ+25"-3 Xn) + CP” (1‘5 ‘\’17 xzs e ey xi‘?.)s
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unde functiile A4, Boglip, =1, 2,00, 05 j=18: .65 # — pS =12, .., n;
0 < p < n) sint definite §i continue respectiv in domeniile
n

P
Dl.izl‘x,-_ <o, Dg-_zlx%< ® §i Dy X Dy x 1, unde J=(— oo, + o0).
= l=p+

T1‘1 .pFus, presupunem indeplinite anumite conditii care si asigure unicitatea si prelun-
gibilitatea solutiilor. ;
Vom introduce notatiile matriciale

A ¢ 4
A] _ng ?1 Pp+i
A= :2 » B = ;'2 3 (Dzl = Pz 5 q)H == '{"m-z (l) = (DA
] H i @p
Ap B ?, ®,
X1 X Xp+1
e Yz £ — J:fz St -Tﬂ+2 s g
] { ] 4
Xn Xp Xn
Atunci sistemul (1) se va scrie, mai scurt,
dE
o AE)+ Pa(r, x),
dn _ (2)
== ‘B(’fj) + ('DB (!a .\‘_),
drt
lar sistemele generatoare corespunzitoare se vor scrie
dt
= A(
7 £) (3)
dn
— = B (1
- (1) J | (4)

In spatiul euclidian E* cu s dimensiuni vom nota cu e, distanta de la origine
0 (0, 0....,0) la punctul M (x;, X,..., Xxi):

b=Vt F. ...+, unde 1< 5 < n

Fie date Intr-un_ spat@u oarecare doud multimi 4 si B, astfel incit 4 C B. Fie
P un punct al acestui spatiu. Se zice ci o aplicatic Q — 7 (P) efectueazi o retracti
a lui B in 4, daci ea este continui in B si daca

T(P) € A, cind P € B,
T (P)=P,cind PE A.

Daci o asemenea aplicatie existi, atunci 4 se numeste retract al Iui B.
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In spatiul E* fie definita functia U (xy,. .., Xs) continua si definita pozitiv si

cu derivate partiale continue. Suprafata U (xy, . . .,xs) = a, unde a este o constantd
pozitivi, este omeomorfi cu sfera £ : x? + % + . .. +x7 = |. Notdm cu D multimea
punctelor (x,,.... x5) pentru care U(xy,.., xs) < a si cu F frontiera acestei
multimi.

L emd. Frontiera F nu este un retract pentru mulfimea D.

Demonstratie. Presupunem contrariul, anume cd existd o aplicatic Q = T (P)
care si efectueze o retracti a lui D in F. Intrucit F este omeomorfd cu sfera,
fie R =V (Q) aplicatia continud corespunzatoare care transformd frontiera F
in suprafata sferei & : x2 + x3 + ...+ x2 = 1. Fie acum §= W (R) aplicatia
care face sd corespundi fieciirui punct R € X antipodul sdu S € X. Aceasta trans-
formare este, evident, eontinud. Aplicatia

S=W®R=W (Vv (Q)=W (V¥ (T (P)

este continud in D si transformd mul{imea D intr-o parte a sa. Dar aceastd aplicatie
nu are nici un punct fix, adicd un punct cu proprietatea P = W (V (T (P))), ceea
ce contrazice cunoscuta teoremd de punct fix a lui Brouwer [3].

Fie dat sistemul de s ecuatii diferentiale

dx

e (R He e gy

dt

dx,

— P B (e, Ky o Xehs (5)

dt ;

dxg

R B (X s )

& '

care, dupa introducerea notatiei prescurtate P — (P, Ps, .., Ps), se va scrie astfel

dx i
== P(x). (5"
dt

Relativ la sistemul (5') vom introduce doud definitii:

Definitia 1. Vom spune ci sistemul (5') se bucurd de proprietatea L', daca
existd functia definitd pozitiv U (x,, .., Xs) si constantele pozitive s, H, o astfel
incit

(grad U, P) = ho, si | grad U| < Hp,

pentru p, >

Definitia 2. Vom spune ci sistemul (5") se bucurd de proprietatea L—, daci
existd functia definitd pozitiv ¥ (xy...., xs) §i constantele pozitive ', H', p’
astfel incit

(grad ¥, Py — h' p si | grad V| < H' p,
pentru p_ > p{®’

Vom reveni acum la sistemul de ecuatii diferentiale (1) sau, scris prescurtat,
(2). Vom demonstra urmaitoarea:
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Teor ema. Pentru sistemul de ecuafii diferentiale (2) fie indeplinite uimd-
foarele conditii: ‘

o . o .

1 S:sreriml generator (3) se bucurd de proprietatea L*, iar sistemul generator
(4) se bucurd de proprieiatea L= :

o . - o,

2° Existd numerele pozitive

e, €, H, B, 8 7
asifel incit

| Pa(t, x)| < Hip=,|Ds(t, x)| < Hi ¢*—,

D

peniiu
P, = I/xf—f—...—l-x?,>ﬁ,p:: lt’,xf,+1+...+xi>p
si
—r0E < = 60
atunci sistemul (2) are cel putin o solutie mdrginitd pe toatd axa reald, adicd existd

cel putin un punct x € Dy X Dy astfel incit solutia X = x (i), care satisface conditia
x(0) = x, este mdrginitd pentru — o0 << { < o0, ' :

Demonstratie. Considerim la fnceput cazul cind 0 < p < n. In spatiul £"'—
n - = . %
E" (£, 1) considerim domeniul

g={U@ <a, V() <a)

(|31'0ldusul cartezian a qu »elipsoizi* ), unde a este o constanti pozitiva valoarea
careia o vom preciza mai jos. Frontiera y a domeniului g constd din partile corespun-
zdtoare vy, §i vy, ale suprafetelor U (§) =a si V (4) = a si anume

Y=Y,y
unde
hW={UE=aVH)<a}
si
Y2 ={UE <La, V() =al
Fie

G={EnEg — o <<+ 0}

un tub in spatiul E**! (¢, £, 1) construit pe domeniul g. Evident, suprafata

P= L= il A
s I{n(i, M) €y, — 0 < t < o0} serveste ca frontierd a domeniului tubular G.

I'=TuT,
unde

L={EWey,—w<t<+o), ={EnEy,—won<t<+ow).
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Vom arita ca fiecare punct Qy(fy. &g»7o) € I'y este un punct de iesire stricta
din domeniul G. Tntr-adevir, daca Q, € I}, atunci potrivit primei ecuatii din sis-
temul (Z), avem

dU - 5
T (grad U ), A )+ (@19 U G, @, 30
G
Tinind seama de inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski si de conditia 2° a teoremei,
obtfinem

(grad U (&), D, (to, X,))| < lgrad U E)l. | Q. (£, x0)| < H.Hy p,~°

Utilizind conditia 1° a teoremei, avem
HH, 1

dU (Q,) o ( )
£ 20~ hp — HH; p**=hp |1 — —1:
= ey 10, e, PRT

Alegind ¢, > max (¢, p) suficient de mare, si pentru aceasta numdérul @ va trebui

' ; HH, 1
sa fie suficient de mare, vom obtine cd 1 — ; L. P_" >0, de unde
1 P .
dU (Qy) ~ 0.

dt

Intrucit V (Q,)< a, rezultd, evident, cd punctul Q, este un punct de iesire stricta

din tubul G.
in mod analog se demonstreazi cd, alegind in mod convenabil numirul a,

pentru fiecare punct Qy (fo, £y, 70) € Ty, are loc inegalitatea

dv (Qo) <0
dt

si deci punctul @, nu poate fi un punct de iesire din domeniul G. Asadar, T'; repre-
zintd multimea tuturor punctelor de iesire din domeniul G si fiecare punct al acestei
multimi este un punct de iesire strictd din G.

Fixdm acum valorile #, i 1, = {rg’jrl e XV () <a) si consideram sectiunea
corespunzitoare z = z (fy, &, 7,) a tubului G, unde f, si 7, joaca rolul de para-
metri. Evident, multimea z reprezintd interiorul inchis al elipsoidului U (§)<la.
De aceea multimea zn T este elipsoidul U (£) = a. Multimea I'; admite o aplicatie
retracti pe multimea z M T';; pentru realizarea unei asemenea aplicatii este
suficient ca fiecarui punct O (1, & 7m)ELy sd i se pund in corespondentd punctul
0, (t, £, ) €z Iy, Potrivit lemei nu existi o aplicafie retractd a elipsoidului
inchis U()<a pe suprafata sa U(E) = a. De aceea nu existd o aplicatie retractd
a multimii z pe multimea z ~ T, Dar atunci, pe baza principiului topologic al lui
Wazewski [I], pentru orice sistem de numere (4, 7,) se poate alege valoarea
Ey = E (t,, 7o) astfel incit solutia corespunzitoare

i — E(T; Ly, xﬂ):

16 —e. 70
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definitd de conditiile initiale ﬂhin — ”:‘31 “,
in interiorul tubului inchis G =GuUl.

Prin urmare, in spatiul Oxyx,. .. x, existd o familie n-p- parametrica M, _, de
solutii ale sistemului (2) mdrginite pentru ¢ -> 4 op,

va fi pentru t>1, situati in intregime

Inlocuind 7 cu -1, obtinem ci in spatiul Oxyx. .. Xy existd, de asemenea, o familie

p-parametrica 9, de solutii ale sistemului (2) mirginite pentru t— — oo,
Considerdm acum spatiul OtxyXy. , . Xn. Fie Sy (n =12, .. .) interseclia cu
hiperplanul 7 = 0 a multimii solutiilor sistemului (1) marginite pentru ¢ —+ oo

si care apartin tubului inchis G pentru — m<{t<< -+ oo, Potrivit celor demonstrate,
multimea S,, nu este vidd pentru nici un si avem

LY 8 W TO e 7, SR

Pe baza proprietitii de continuitate a solutiilor fatd de conditiile initiale, multimile

o«
S sint inchise, Deci existi punctulx € ny §,,,. Solutia ¥ = x{(
m=1
initiald x (0) = X, existd evident pentru toate valorile lui ¢ din intervalul (— co, o)
sl este continutd in intregime in tubul inchis G
realdi —oco<<t<co - oo.
Asadar, existd cel putin o solutie

1), definitd de conditia

» adicd este marginitd pe toatd axa

x =%

a sistemului (1) marginita pe toata axa reald infinitd — co<s<< oo, jar mirimea dia-

metrului tubului G, in care este situati aceastd solutie, depinde de alegerea numiéirului

a. Deci existd numdrul pozitiv Iy = ry (a) astlel incit
[x (D] <ro
pentru —oo<{t< oo,

Cazurile cind p = 0 sau p = n conduc la o demonstratie analoagi mult mai
simpla, concluziile teoremei mentinindu-se si de aceastii data.
Teorema este astfel demonstrati in intregime.

Institutul de calcul al Academici R.P.R., Filiala Cluj

KPUTEPHH OTPAHUYEHHOCTH PEITEHUA HEJTMHEMHOI
CHUCTEMBI AUDPPEPEHITUANLHBIX VPABHEHMIL

KPATKOE COIEP)XAHUE

Hokasemsaercs:  cnemyroman Teopema.
Teopema. Ecau 0an cucmens HeAUHEHHbIX  Qugighepernyuaroubx  ypas-
wenuii (1) wau 6 coxpaenion sude (2) yoosaemsopers: yeaosua;

1°. Has  noposcoaroweti  cucmeny (3)  cywecmsyem nosomcumensuo onpe-
denennan u uenpepuisro  duepenyupyenas pyrryun U = U (x,, . . . Kp)
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nonodicumeansie nocmosnnsie h, H, o maxue, umo (grad U, A | > h ey u/| grad U] <
< H P, MU o, > e 04 noposrcdaroweii cucmenst (4) evwecimayem noaosicumenro

onpedenenras u uenpepsisrno Ougiepenyupyesman Gyuyun V = V (xpﬂ,___i ’xnl
’ 2 i el
u noaoxcumenvuvie nocmosnnsie h', H', o maxue, wmo (grad V, B) < ' o)

ul|grad V | < H' ¥, upu oy >l g
2°. Cywecmsytom nosoycumensisie wusaa <, Hi, p, o' marue, umo
| Dy (6, )| < Hy g5 | Pty x)| < Hy o}
npu o, >p,pr >p' u — o<t < o0;

moz0a cucmena (2) umeem no kpaiineii mepe 0dHo pewtenue, ozpanuveHHoe Ha 8cell
BeUjecmeeHHoll ocit.

UN CRITERE DE DELIMITATION POUR LA SOLUTION
D'UN SYSTEME NON LINEAIRE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

RESUME

L’auteur démontre le suivant :

Théoréme. Si, dans un systéeme d’équations différentielles (1) ou, en notation
abrégée, (2), les conditions suivantes sont San'sfaires:_ . _

1° il existe, pour le systéme générateur (3), une fonction U = U (xl,.._. ) Ll N
définie positive el aux dérivées partielles continues, et des constantes positives h, H,
©) rtelles que
P ¢ (grad U, A) > ho, et |grad U| < Hp,

pour o =0 et, pour le systéme générateur (4) il existe une fonction V=" (xpy1,...,Xn)
p ] 3 : o ; .
définie positive et aux dérivées partielles continues, et des constantes positives h', H',
07 telles que
ol0)’, telles g :
(grad V, B)y << — R’ pj et |grad V| < H' ey
pour >0 et
* . I = ==
2° il existe des nombres positifs <, ', Hy, H',, 0,7, tels que
e
| @, (x| < H, 0,5 | Op (1, %) | < Hyp}~*
pour Pp>§,p;>§'el—&?<r‘<‘0’,;- = .= -
le systéme (2) aura au moins une solution limitée pour — o<t < 7.

BIBLIOGRAFIE

: inci] 1 ‘ex ? ] totique des intégrales
1. T. WAZEwsKI, Sur un principe topologique de I'examen de I'allure cfsymp
des équations différentielles ordinaives. Ann. Soc. Polon. q_e Math., 206, 279313 (1347).
2. B. II. IEMUIOBUY, OF ozpariruenix peuenuAx neauneiinoti clcmeMsl 00uKHoseHHEX OUg-
gepenyuarvunix ypasnenuii. Maren. C60p111gc, 40,_1, 73—90 (1956). X
3. L. E. I. BRouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltighkeiten. Math., Ann., 71, 97— (1912).

16*




