DESPRE GRUPURI CARE COINCID
CU GRUPUL LOR COMUTATOR
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Sd notam grupul comutator al grupului A cu K(A). Grupul 4 se numeste un
grup perfect, daca K(A4) = A.

Vom demonstra proprietatea urmétoare: un grup este atunci §i numai atunci
rerfect, dacd nu confine nici un subgrup normal de indice prim.

Intr-adevir, daci 4 3= K(A), atunci A contine un subgrup normal maximal
B cu proprietatea B D K (4). In acest caz grupul factorial Al B e simplu (B fiind
maximal) si abelian (fiindcd B D K (4)). Deci indicele grupului B, adicd ordinul
grupului 4/ B este un numdr prim, adicd 4 contine un subgrup normal de indice prim.

Invers, daca A contine subgrupul normal B de indice prim, atunci A| B este
un grup ciclic, adicd abelian. A/B fiind un grup abelian, B contine grupul comu-
tator K(A), pentru ca A 5= K(4). in cazul cind B este elementul unitate, indicele
Jui B este in acelasi timp si ordinul lui 4, deci A este ciclic, pentru cd grupul
lui comutator este elementul unitate, adicd A == K(4), ceea ce era de demonstrat,

Se vede imediat, cd orice grup simplu necomutativ este un grup perfect. Cu
ajutorul relatiei

K (I 4,) — 11 K (42)

se demonstreaza ci produsul direct al grupurilor perfecte este un grup perfect.
Dacd grupul A finit contine un subgrup perfect diferit de elementul unitate, atunci
el confine si un gir de subgrupuri
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cu proprietatea cd fiecare termen al sirului este subgrup normal al termenului pre-
cedent st ultimul termen este un grup perfect.

Fie B un subgrup perfect al grupului 4. Daca A4 este un grup perfect sau B
este subgrup normal al lui A, atunci afirmatia noastrd este demonstrat. Daca B
nu este subgrup normal al lui A, atunci alegem un subgrup normal Ay al Tui A4
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care contine B. Un astfel de grup existd totdeauna, cici fireste 4D K(A)D B. Mai
departe fie 4, un subgrup normal al luj 4y, care si el contine pe Bsiasa mai departe
pind cind ajungem la un sir de subgrupuri normalj

ADAIDAzJ-..JAk, (2)

unde A nu contine nici un subgrup normal in care este continut B. Dacid B este
un subgrup normal al lui A4, s atunci completind sirul (2) cu B, teorema este demon-

stratd. lar dacd B nu este subgrup normal al lui Ak, atunci se poate demonstra,
ca Ay este un grup perfect.

Intr-adevir, daca A este un grup simplu, atunci el este perfect, deci teorema
este demonstrati, Dacd A, este compus, atunci el are un subgrup normal C. Sa
notam intersectia lui B $i Ccu D. In acest caz D este diferit de B si este un
subgrup normal al lui B. Grupuluj B| D ii corespunde subgrupul H/C = BuC/C
din A4;/C. Daci H/C este diferit de Ax/C, atunci ordinul lui Ar/C, adica indicele
lui C in A4y este un numir compus. Dacd H|C = A4,/C, atunci indicele sub-
grupului normal C in A4y, este egal cu indicele subgrupului normal D in B, deci
este un numdir compus, B fiind un grup perfect,

Deci subgrupul normal arbitrar ¢ a] lui 4 nu are indice prim. Nici elementul
unitate nu poate si aibi indice prim, fiinded grupul A4, avind subgrupul B, are
ca ordin un numir compus. Grupul 4, este deci un grup perfect.

Vom demonstra acum teorema urmatoare :

Teoremdi. Un grup finit este atunci si numai atunci rezolubil, dacd nu contine
nici un subgrup perfect ).

Demonstratie. S3 presupunem cd grupul finit 4 nu este perfect §i nici nu contine
un subgrup perfect. In acest caz 4 contine un subgrup normal 4, de indice p,
prim. Primii membrii ai sirului de compozitie vor i atunc; A si A;. Dar nici A;
nu este perfect, deci contine un subgrup normal Ay de indice p, prim. Termenul
al treilea al sirului de compozitie va fi 4,. Acest proces il putem continua pini cind
ajungem la elementul unitate si putem constata ci sirul factorilor de compozitie
nu confine decit numere prime, deci grupul 4 este rezolubil.

Invers, daci 4 contine subgrupul perfect B, atunci A nu poate fi rezolubil
cdei orice subgrup al unui grup rezolubil este rezolubil, deci nu poate fi perfect.

Corolar, Daca grupul A contine un subgrup simplu necomutativ, atunci A
nu este rezolubil,

De exemplu, grupul simetric de substitutii cu mai mult decit patru elemente
niu este rezolubil fiinded grupul altern este simplu si necomutativ.

Vom arita acum, ci teorema cunoscutd — un grup este atunci §i numai atunci
rezolubil, dacd sirul grupurilor comutatori se sfirseste cu elementul unitate — este o
consecintd a teoremei demonstrati mai sus.

Intr-adevir dacd, ultimul membru al sirului grupurilor comutatori nu este
elementul unitate, atunci el trebuie sa fie un grup perfect.

Invers, daca grupul 4 are un subgrup perfect B, atunci B este continut in
fiecare membru al sirului comutatorilor, deci sirul nu poate si se termine cu ele-
mentul unitate.
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1) Neglijaim fireste subgrupul banal format din elementul unitate.
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L consequences suivantes e Y . T

Si le groupe A, fini, contient un sous-groupe ])(Hf(l!f, d!ﬁ’er ent de I'élémen e,
k) s

il contiendra aussi une suile de sous-groupes
ADA D AD...D Ak

] -groupe normal du
jouissant de la propriété que chaque terme de la suife est 1;1 ;ous group
j i ! narfair.
jferf-ne précédent et que le dernier terme est un groupe ;m,d e g N
Un groupe fini est résoluble dans le cas et seulement a_ i
tient aucun sous-groupe parfait, abstraction faite du sous-group

Pélément unité.




