OBSERVATII ASUPRA CONVERGENTEI SERIILOR
Al CAROR TERMENI SINT DATI DE O RELATIE
DE RECURENTA LINIARA

DE
NICOLAE GHIRCOIASIU

in lucrarea de fajd ne propunem si ardtim cum se pot utiliza rezul-
tatele obfinute in lucrarea noastra . Dezvoltarea in serie intreagd a inver-
sei unui polinom® [3], la studiul seriilor ai ciror termeni sint dafi de
o relatie de recurentd liniard. fn acest scop vom reaminti intii citeva dintre
teoremele de care vom avea nevoie.

Teorema I. O condilie necesard pentruv ca o serie de puleri sd aibd
coeficientic nenegativi, este ca unul dintre punmctele ei singulare cu cel mat
mic modul sd fie pozitiv (numitd pe scurt Conditia N).

Teorema II. In dezvoltarea in serie intreagd

i n+r—1
o ooy
(1—ax)(L—ayx). . . (1—ayx) i ke 7
unde ay, dg, ..., 4y Sint reali, avem neegalitdtile g3, 41 < ¢, Gopiz
(r==0,1,2, ... s go=1), de unde vezulld cd toli coeficientii q de rang par
sint pozitivi.

Teorema 1L Fiind dat un polinom P(x) cu loate rdddcinile reale
si cu rdddcina cea mai micd in modul pozitivd (Condiia N), dezvoltarea in
serie intreagd
e - L pbhd A et )
P(x) (1—a%)(1—ayx) ... (1—aa%) = = TG B
are toti coeficientii p din membrul al doilea pozitivi, incepind de la un rang
k suficient de mave.

Teorema IV. Dacd polinomul P(x) cu coeficientii realt si toate
ydddcinile veale, este de gradul 2, 3 sau 4 $i condifia N este indeplinitd, con-
difia necesard §i suficientd ca seria (1) sd aibd toft coeficientii nenegativi
este p; =0 (adicd a +ay + ... T a, =0) .

)q,m"—{—... A = 1)
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Alte rezultate vor fi citate in cursul lucririi.
Fie relatia de recurentd liniard si cu coeficienti constanti
Un + tylaey + oplhyp R 2 Un—g =0, a; #0. (2)
Ea determini sirul de numere Yo, Uq, ..., Uy, ..., sau seria
Zu, (3)

dacd se cun i '

St osc pfnnele g numere w,, uy, ..., 4, 4, de aceea relatia de re-

curentd se zice cd este de ordinul g. A rezolva san integra aceastd relatie

lnseamna a gisi expresia lql_zs,, in functie de cele g valori initiale, X
Pentru integrarea relatiei de recurents (2) ’

Lt se consideri ecuafs 3
R siderd ecuatia carac
q —1
79 - o,1d +...+mq_1?+aq;0 (4)
cu radacinile 1, a0 ., ¥y, Dacd acestea sint distincte avem
— 7l n 5
#y = C#7 Cott e b Cq e (5)

iar daci =17
cuifi cu

! © = ¥m, PIM m termeni de mai sus trebuie inlo-

Cyrs + Czn?’;—l—f—csn(n—l)r?-z—}— oo FCnn(n—1). - (m—m~-2)pn—m+1
unde C,, C,z’ C sint constante arbitrare, ele determinindu-se cu aju-
torul valorilor irifiale, Aceste constante arbitrare ny pot sd fie nule deoa-
rece atunci ordinul relatiei de fecurertd nu ar mai fi g¢.

Functia analitics /(2), definitd prin elementul sdu In origine

f(2) = u, + wyz + w2 4 SRk

poartd numele de functie generatoare (Laplace)
§1 natura recurentei este strins legatd de distrib
ale functiei f(z) (4], P A3)

Astfel, in cazul relatiei de recurentd (2)

5

a relatiei de recurenta
ufia punctelor singulare

: ] functia generatoare este o
functie rationald (presupusd ireductibils pentru ca ordinul relagiei (2) =4
fie g), deci avem

Q(x) - 1+B1x—|—{32x2+ o By xal

Aty L R 2
Pa) " Itestaa®t. . fagur LT tus L. tumnd . (6)
ceea ce se vede usor, cici coeficientii #, se calculeazi din relatiile

By =u, + %y

Bo=uy +oguy, + q

Bo—t = g1+ oyl + Hollg—3 + ... Og—1
0 =u, + aytgy + Oallg—a 4+ ... - Gy %y + oty

0 =w 4 ayttpy + gty + ... T gt Ungisl b g gy
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Rezultd imediat cd funcfia generatoare a uneir relatii dt_el r;:cpr}g?g)a
liniare, are ca puncte singu‘lare n_umaypoh si acegtia sint zlerc;unrzz 111111:5‘ ().

Presupunind cunoscufi coef1c1ean;11 w §i By, numere 2; n - Ha
aproape in aproape. Reciproc, _aleg.md arb1tra1;‘i 11:2@ %‘i)fqé 1,0 iihl{mﬁ?g(x)_
primele relatii (7), rezultd coef1c.1e.111,:11 B, deci se _ederm ull')ile Lkl
Asa cum o si vedem, natura seriei depinde numai de zero bPl“ ity
‘ e aceea in cele ce urmeazi — printr-o alegere convenabila a ¢

d . . .
fjflﬁ)f initiale — vom lua Q(x) =1, deci vom considera seria
) . =14u x+u,x® . . Uy ®"+ .. (8)

P 14 % + apait ... +ogs? .
Dach vy este una din ridicinile cu cel mai mic modul al lui P(x),

atunci raza de convergentd a seriei de mai sus este [T| §i aceeagi raza o

are si seria (6), indiferent de alegerea particulard a quh_n@nulle(;g)d.-éi?
de altd parte, cum ecuatia caracteristica are ca rdadicini 1n'.veri§ e:i oy
nilor lui P(x), raza de convergerfd a setiei (8) este determinatd de

cina ecuafiei caracteristice cu cel mai mare modul §i avem

TEOREMA 1. Seria (3) este comvergentd .dafﬂi |T| >1 g0 divergentd
dacd | 7| = 1, unde y este cea mai micd rdddcind in modul a polinomului

P(x), sau ke cea mai mave vaddcind in modul a ecuatiei caracteristice (4).
)
In caz de comvergentd, suma seriei este )

in adevir, raza de convergentd a seriei (8) fiind |TI],.dgca [l
1 se giseste in domeniul de convergenfd, deci seria numericd
: e | ; ) e
(3) va fi convergentd, suma ei fiind Zik Dacid |T|<< 1, x = 1 se giseste
in afara domeniului de convergentd al seriei (8), dgc1use;§.1§1 (3) Elyft(f d1verdg§i:di:a;
Dacd |T| =1 rezultd cd si ecuajia (4) are o radacind edga% in mo ot
unitatea, ori aturci #, nu tirde citre zero cird # — oo, dupa cum se v
imediat din (b). _ 2 ' vl ol
Dacd |T| >1, rezulti ci cea mai mare in modul dintre rddécinile

atunci ¥ =

isti L itard i mai sus se poate
ecuatiei caracteristice (TJ este subunitari, deci teorema de P

enunta si in forma: et
TEOREMA 1'. Seria (3) este convergentd dacd si numai dacd toate rddd-
cinile ecuatiei caracteristice sint in modul mai mice decit umilalea.

Observare Seria (3), definitdi prin relajia de recurentd (2), are

; . B . ia
in general termeni oarecari. Mai jos ne vom ocupa de uca}zufnlfe in ca{;rrtz1 tS:are
are termeni poz tivi. Vom continua si presupunem ca funcfia gen

]
este -P—{x—) . ) |
TEOREMA 2. O conditie necesard ca sen'la (3) sd aibd termenii pozi-
tivi, este ca Y sd fie pozitiv (teorema I, condifia N).
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Nu stim in general si spunem care este conditia suficientd pentru ca
termenii u, sd fie pozitivi. Aceasta depinde de natura radicinilor polino-
mului P(x). S& ne ocupdm Intii de cazul cind radicinile lui P(x) sint reale
Avem urmitoarele teoreme : :
| TROREMA 3. Seria (3) are fofi coeficientii pozitivi, incepind cu un
rang k suficient de mare, dacd ecuatia caracteristicd (4) are toate rdddcinile
reale si condifia N este indeplinitd, deci ¥ >0 (pentru convergentd Y > 1).

Teorema este o consecintd imediati a teoremei III si spune ci numai
un numdr finit £ de termeni din seria (3) pot fi negativi si dintre acestia
numai cei de rang impar (teorema II). Pozitivitatea tuturor termenilor
seriei este asiguratd prin urmarea de cel mult £ conditii. Mai jos se tra-
teazd citeva cazuri In care k = 1, deci in care e nevoie de incd o conditie
suplimentard peste condifia N. 4

TEOREMA 4. Pentru orvice relagie de recurentd liniard cu coeficienti
constanti de ordinul 1, 2, 3 sau 4, servia (3) este convergentd si ave toli termenii
pozitivi, dacd vdddcinile ecuatiei caracteristice sint veale, T >1 si ultimii
doi coeficienti din velapia de vecurentd sint de semne contrarii, sau penultimal
este nul.

. In adevidr, teorema 4 cere ca #; > 0, dar mnotind cu 71; rddicinile
lui P(x), conditia devine

q .
Cg—1

ulzzns—aq , g=2 3,4

i=1

deci a4 si ay—; trebuie si fie de semne contrarii, sau a —1 = 0.

Pentru cazul relatiilor de recurentd liniare de ordinul inti u — Au,_;=0,
avem ecuatia caracteristici » — & =0, & real. Seria corespunzitoare are
termenii Tozitivi cind £ > 0 si este convergenti cind k< 1 si divergenta
dacd %> 1. In adeviir, seria corespunzitoare este ;

1—!—.’6%—’— k2 %" 4+ ... +k”%”—]—
Dacd 0 < k < 1, seria are termenii pozitivi si este convergentd, Cum

; y 1
raza ei de convergentd este — >1, ¥ = 1 se afli in domeniul de conver-

k

gen}d, deci seria (3) este convergenti si are suma i

1 -
z Dupd cum se

vjede, condifia impusd in relajia de recurentd ne di tocmai criteriul lui
d’Alembert.

; 5 : (% 0 el

l‘EORE_MA 5. Dacd ecuafia caracteristicd (4), cu toate vdddcinile
reale, are o singurd viddcindg negativd, teovema 1 asigurd si pozitivitatea terme-
nilor seriei (8).

Rezultd din [3, pag. 57], teorema 5,.
. _ TEOREMA 6. Termenii seriei (8) sint pozitivi dacd ecuatia caracleris-
ticd (4), cu toate rdddcinile reale, are o singurd raddcing pozitivd si wltvmas
dot coeficienti din velafia de recurenid sint de semme comtrarii san penulti-
mul este nul.
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Rezultd din [3, pag. 57], teorema b,.
TEOREMA 7. Dacd relatia de recurentd ave forina
tp — Rybp—y — Rty 2 — ... — Byttpy =0, (9)

unde kp sint numere pozitive, sevia (3) converge dacd singura vdddcind pozi-
lvd @ ecualier carvacteristice

1 — kil — ki —2 — . — k=0 - (10)
este mat wicd decit unitatea, deci dacd avem '
Ry + ka4 ... +h<1 (11)

In caz contrar seria diverge.

Avem in acest caz
Pla) =1 — Byx— kg o? — ... — ka9,

deci seria (8) va avea coeficientii pozitivi dacd este indeplinitd conditia
N, deci singura radidcind pozitivd este cea mai micd in modul dintre toate
riddcinile lui P(x) (reale sau complexe) [1]. Pentru ca seria (3) si con-
veargd, trebuie ca aceastd rddédcind si fie mai mare decit unitatea (teo-
rema 1), deci ridddcina pozitivd a ecuatiei (10) sd fie subunitard. Dacd este
aga, atunci primul membru din (10), pentru # = 1, este pozitiv si se obtine
neegalitatea (11).

Teorema de mai sus a fost demonstratdi pe altd cale de citre

Desaint [2].

In toate teoremele precedente, in afari de ultima, rddicinile ecuatiei
caracteristice au fost presupuse reale. In general cind ecuatia caracteris-
ticd are rdddcini complexe, lucrurile se complicd. Tinird seama de rezul-
tatele din [3] se pot gisi regiuni din plan in care ¢4 poatd i situate rddi-
cinile complexe ale ecuatiei caracteristice, cind aceasta are gradele 3 cau
4 gi rdddcina cu cel mai mare modul este pozitivd si subunitard. In acest
caz seria (3) are termenii pozitivi si este convergenti.

Institutul politehnic — Clug,
Catedra de matematicd
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3AMEYAHHMA OTHOCHTEJIEHO CXOOMMOCTHM PSIOB, YJIEHEI
KOTOPBIX CBA3AH JIHHEMHBIM PEKKYPEHTHBIM COOTHOIOEHHMEM

(Kparkoe cojep:kanue)

BB HCNOJMb30BAHBl Pe3yJbTATHl OJHOTO IPEXKHEr0 HCC/IENOBaHUs H
MOJIYYHJIHCE TE€OPeMBl B CBA3H CO CXOJMMOCTbIO PSIIOB C UJEHAMH CBf3aH-
HBIMH JIHHEHHBIM PeKKypPeHTHBIM COOTHOINeHHeM. Mexay mpounm Hameésacs pe-
3ysbTar Halijenuelii Jlecanom [3].

REMARQUES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES DONT LES TERMES SONT
DONNES PAR UNE RELATION LINEAIRE DE RECURRENCE

(Résumeé)

En utilisant les résultats d’un travail antérieur [4], on obtient des théo-
rémes sur la convergence des séries données par une telation linéaire de
récurrence. Parmi ces propriétés, on retrouve les résultats d’un mémoire

de Dessaint [3].




