FORMA CANONICA A UNUI DETERMINANT
SI APLICATIILE EI

DE

D. V. IONESCU

Se stie ci o matrice oarecare cu elemente dintr-un corp dat, se poate
aduce la o formd canonicd prin transformiri elementare repetate in mod
convenabil. Transformirile elementare sint urmétoarele :

T,: se schimbi o linie cu altd linie;

T,: se inmultesc elementele unei linii cu un factor §i se adund la
elementele unei alte linii.

Schimbind in definifiile precedente cuvintul ,linie” cu cuvintul
,,coloand‘, se obtfin transformérile T{, Té.

fn particular, daci matricea este patratd

@i @ig -0 @qn
Ay @ xe s
A: 21 22 2n
am @p2z .-+ Apn
forma ei canonicd este
M
a, 0
A*_ ﬂ]
0
0
cu toate elementele, in afard de diagonald, egale cu zero.
Vom numi forma canonicd a determinantului D = | A |, determinantul
e — | A%
in general avem D = D* sau D = —D* de unde rezultd:

1°, Daci D # 0, atunci forma canonicid a lui D este

3 — Studil gi cercetdri de matematicid
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cu toate elementele diagonalei diferite de zero, si reciproc.
2°. Dacd D = 0, atunci forma canonici a lui D este

A |

D¥= ‘%
0 3
0

cu cel pufin un element al diagonalei egal cu zero, si reciproc.

In aceastd lucrare vom face aplicatii ale formei canonice a unui deter-
minant. Degi am fdcut mai multe, ne vom margini numai la doud i anume :

1°. demonstrarea formulei bine cunoscute care leagi determinantul
reciproc de un ordin dat al determinantului D, de determinantul D :

2°. demonstrarea identititil bine cunoscute a lui Sylvester.

Demonstratiile ce le vom face se vor baza pe urmitoarea idee :

Sd presurunem cd avem de calculat un determinant A care cores-
punde la un determinant D oarecare. Dacd se poate pune in evidemid un
wnvariant [ (D, A) pentru ovice transformarve elementard T, T; T T
atunci vom avea

DE=

a

{ (D, A) = f (D*, &%)

unde A* este determinantul care corespunde la forma canonicé D¥* a determi-
nantului D. Dacd delerminantul A* se calculeazd divect si usor din D¥, atunci
formula precedentd me va da pe A.

§ 1. Determinantul reeiproe de ordinul ; al unui determinant

Fie
a1y (5T SR Aqyn
@py Qg . . . Qg
T )
Apy  Apy v e Xnn

un deteyminant oavecare yi sd comsiderdm minorii lui de ordinul j.
12 “2» ) J
a ( J 2
by kg, ... Ry )
formati cu elementele determinantului D, comune liniilor de ran B 1y, Tay vis

..., %y $i coloanelor de rang k,, ks, ..., k;. Grupirile (4,4, ..., 1),
(Ry, Bsy - ., kj) se fac cu § indici dintre indicii'1, 2, ..., #. Numérul tuturor
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minorilor de forma (2) este (;i]u Vom aranja acesti minori intr-un determi-

nantA; cu (ﬂ linii si [?] coloane in modul urm;“?tm:. .‘Aranjém toatAe gru-
pirile de § indici (e, o5, - -, «;) luati dintre indicii 1, 2, ..., n intr-un

sir S, astfel ca (o, &g < <5 &f); (o’cl, og, ..., o) fiind doi‘termem conse-
cutivi ai sirului, sd avem wp = o p311Eru h=1, 22._. e ' _

Vom forma determinantul A;, fdcind ca grupdrile (7y, 45, ..., %) S
(ky, ko - - -, Ry) sd parcurgd toti termenii sirului S.

Se noteazd

(3)

&, b 5 b
A= a[ ; )
j ’ k1, kZ’ CRCTCIY kj
determinantul reciproc de ordinul 7, al lui D. Acesti determina?’pl au fost
considerai pentru prima dati de Cauchy. S-a demonstrat cd

n—1

(=) 4
AL B (4)
Vom da demonstra];ia' acestei formule utilizind forma canonicd a deter-

minantului D. . = ; '
Purtindu-ne atentia asupra primelor doud linii ale determinantului

D, vom scrie determinantul A; sub forma

” 1. ta, Zay 5 5 = 500y
( kl’ k2, ka, ey kj
Ay = el i ST BT
- D Wy gy e ¢ By ]
i By EawRip. w32 Ky

l a[ 1’:1, ?.':2, Tg, -»e 3 2f
] kl’ kz, ka, CRCHCIY kj

PR I B R A ]

| wx

in care s-au pus in evidentd elementele coloanei (k}, ko, R %j).. o

Tn primele linii ale determinantului A; s-au pus in evxden‘;z 1111111? ctl
minorii de ordinul § ai determinantului D care con{in primele doud 31‘11. ;
(44, %4, - - ., 1;) fiind o grupare oarecare ct j ;—22 indici luati dintre indicit
3, 4, ...,n numirul acestor linii este (?. _2)-

in liniile urmédtoare s-au pus in eviden{d minorii din determmgp—
tul D, cu § linii dintre care prima este linia 1-a §i apol d?mal a .2-3_111;1;

: . : & ;

determinantul D; (ig, ..., 4;) este o grupare cu j—1 indicl uafi
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indicii' (3, 4, ..., n), numérul acestor linii este (”“f] tn fine, in liniile
; s . o e ’

urmdtoare (7, 7, ...,zj.) este o grupare cu 7 indici luati dintre indicii

3, 4, ..., n. Numirul acestor linii este . Se verificd ugor cd numarul

tuturor liniilor este \
#n—2 n—2) (n~2) n—2)_ (n
(7~2]+[1—1 < 1 +( j )_(7')'
Dacéd in determinantul D se schimbd linia intfia cu a doua, se obtine
determinantul

Aoy Qap @on

— a a R a

D — 11 12 in = D
“ﬂl aﬂQ LIS af”!

si determinantul reciproc de ordinul § corespunzitor lui D este

A [ R e
. Sy, i gl , 8

k]_) kzn ka: » kj )

a( ) By B aee @',-J
Ioy, Ry, By; s , Ry

Tinird seama cd

(2 )=

. ; -y o iR
si permutind linia marcata prin a[ k, ]2 ’ kj J cu linia marcati prin
1 1 By vy j
2,7 Za =
A ;
a ( i 5, J, Aj schimbind semnul la fiecare permutare, deducem ci
s R, o, B

n—1
Kj - L (_l)(j—-l]Aj

deoarece A; schimbi semnul de ‘;1:12 ) ori, se poate scoate —1 factor pe

primele #—2 linii si
n—2] (%—EJ ( 41)
: =1
[1—2 j=1) Aj—1

#
P, %) e - 1 il
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Se arati in mod analog ci dacd in determinantul D se schimbd doud
linit oarecare saw doud coloame oarecare, avem formulele
(T_I] (l"
= — —1 B
DD, =17 & )
arde s-a notat cu D ce devine D prin schimbarea ficutd i apoi prin A,
determinartul reciproc de ordirul § al Iui D.

fn determinantul D, si adunim la clementele liniei 1-a, elementele
ipiei a 2-a inmultite cu A, adicd si considerdm determinantul

Aq1 + Mgy @y + Mgy ... gy + Mg
5 %1 @ag e A2n
Ay Ang Siele Ann

Determinantul reciproc de ordinul § al lui D este
[1 2 33, ,‘?j)
kl, ka, ka» N
1'1—2, . ey ] ._4,'I'r2, .-.,'ij
+ e
[kl,kz,_. kj kl,kz,...,kj)

)

Aj= . . . :Aj
2 tg, ...,zf]
a(kl,kg,..., ky
a{ﬂ.l,iz,...,ij)

kl’ kz, -.-,kj'

Cind la elementele unei linii oarecare a lui D, se adund elementele
altei linii inmulfite cu un numir oarecare, sau la elementele unei coloane
oarecare se aduni elementele unei alte coloane inmulfite cu un numér
oarecare, avem formulele

Db A=k (6)
unde s-a notat cu D ce devine D prin transformarea ficutd i apoi prin
A , determinantul reciproc de ordinul § al lui D.

Fie D* determinantul canonic al lui D gi Af determinantul reciproc

de ordinul § al lui D¥,
Deoarece determinantul D* se obtine din D prin transformirile T,

T,, Ti, Tz convenabil repetate si avem formulele (4), (5), determinantul
A% va fi egal cu A; sau va diferi de Ay prin semn,
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~ Dacd D =0, in forma canonicd D* va exista cel pufin un zero pe

diagonala principgld, iar A} va avea de asemenea cel pufin un element

zero pe diagonala principald, adicd vom avea A} =0. Se deduce prin urmare
cd dacd D = 0, atunci vom avea s1 A; = 0.
Dacd D # 0, forma lui canonicd este

ay 0
D¥= . = Ay Gy B
0 4,
Determinantul A¥ , corespunzitor lui D¥*, este
aa,. . .a;
N P
s e 0 (=), )
A= 7 =y iy il =
0 — (7)

Ap—j+1qri—j+2- « - Ap

Formulele () si (6) aratd cd

Ay A5 A 4
=] ) = e
ol L T
5= » A . ;
si prin urmare citul ——n"r;l— este imvariant pentru transformdrile Ty, T,,
D[J’-—-l
Ty, T;. Deci vom avea
Aj A}
e i
D (D%

fnsd formula (7) aratd cd membrul al doilea al formulei (8) este 1, de
unde rezultd formula (4), care este valabild §i pentru D =0, dupd cum
s-a ardtat mai sus.

§ 2. Identitatea lui Sylvester

Sa considerdm determinantii

G @ - @qp by by .. bim

B el e s sl A o

%y Gng - - Enn | bml bmz bmm
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7
s elementele
1k
D : :
e _ (10)
| Ink
P . - . DPin bik
ande 4, =1, 2, ..., m. Vrem si calculim determinantul
€z Gz - - - Om
L ekaeas ol (11)
Emy. Gifg = oo Cmm
si si demonstrim identitatea lui Sylvester.
Ayp -+ - Bn Gun - - - Gaim
el in @ e - : G
C — Dm 1 ni T 12
T N . 12)
?ml v s e pmn bml ¥ el e bm,—n

Vom da o demonstratie bazatd pe reducerea unui determinant la forma
lui canomnica.
Fie D determinantul obtinut din D schimbind doud linii intre ele, si

C determinantul format cu elementele ¢y obfinute ficind in determinantul
cir aceleasi schimbidri de linii ca gi in determinantul D. Avem

D=—D" tu=—¢cw ©C=(—1)"C (13)
si aceste formule sint valabile i dacd in determinantul D se schimba doud
coloane intre ele.

Fie D determinantul obtinut din D, adiugind la elementele unei
linii elementele altei linii inmulfite cu factorul A. Notdm cu C determi-
nantul format cu elementele cy obfinute fdcind iIn determinantul ci
aceeasi transformare ca si in determinantul D. Vom avea

DB, - Gl ' C G (14)
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aceste formule fiind valabile si dacd in determinantul D se aduni la ele-
mentele unei coloane, elementele altei coloane inmultite cu un factor (.
Fie D* forma canonici a determinantului D, adici

ay
a, 0
D¥=
ay
0
0 -
0
si
gk
D#
clk =
it
... P bu

urde 2§ s° gk cint elementele deduse d'n elemertele Dit

D5 3 pin Si
qik v - -

- @k Lrin transformdrile care aduc pe D la forma lui canomici D¥,

Avem
cii ST
Cr=| -
Cm1 Crim
Dacd § =n — 2, atunci se vede imediat — dezvoltind determinantul
cfi dupd elementele penultimei coloane — ci ¢k =0, si prin urmare
¢* = 0.

Dacd insd j=#u — 1, dar m > 1, atunci dezvoltind determinantul
it dupd elementele renultimei coloane, obtinem

K B3
i ) Cik = —ay Ay ... Ay Dy g;fk
si deci
Pin dn1 pln dn2 plr: Jnm
£ ¥ * % *
" Pin Gn1 Phn ) 15??2 T nm
C = (—6116112 "o an._l)m i g | == 0.
® % i :
Pmnqnt  Pmn l]rlfz pr‘fm f]:fm

Deci am demonstrat cd daci D =0, avem de asemenea C* — 0, cu
conditia ca in cazul cind § = # — 1 si avem m >1. Din formulele (13)
si (14) se deduce cd determinantul C* este egal cu C sau diferi de C prin
semn. Rezultd cd dacd avem D = 0, avem de asemenca C = () (cazul cind
] =mn—1iar m =1, se rezervd pentru mai tirziu)
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i fi * i canonicd
84 presupunem D #0, si fie D* forma lui canon

aq

2
D=

0

elementele cf; corespunzidtoare sint

a3

ay

0
ph Pl

0

@An

gtk
0 gt

n

. ?:*}1 ?k;

qffc

Dezvoltird acest determinant dupd elementele ultimei Iui
a, = D* in factor, avem

si punind pe a4, ...

Eﬁ: = D* b,’,!;

Determinantul C* se poate scrie sub

Gt — (D‘F) m

<

0

<

0

o

0

*
gi
a
g2
ag

Inmulfind elementele liniilor 1-a, a 2-a, .
si adunind la elementele liniei a (» + 1)-a, acestea devin

]bl*ll ?brza L

oy Py by bigs oo

an
forma
*
12 Jim
ay ay
* i *
g2z 72m
a2 i a’z
*
gn2 gnm
an ' an
’ r
b]g b}m
r
bgz me
bm2 bmm

...,a macuph, ph, ..

3 blﬂP

41

coloane,

=5 ?1‘.’"
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Ficind ii inii
S operatii analoage pentru liniile de rang # 4 2, » +3, ..., ntm
10 ...0 %k 7in
a e T a4
01 ...0 % % g
Ay P
* Ed *
=D o ... 1 I gh - am
. w - n @ =T an
?1*1 Pz - o Pl by by ... binm
P P2 . . . P bor by . bom
?:11 p;"lZ w2 il ?5;;1!1 me bm2 bmm
sau
ag Q. 0 g% gbh ... qim
0 a ... 0 g5 9 . .. gy
C* = (D¥m—t O* mO* cee @ Qm g2 - .. g
pil P2 - . Pfa by b . .. bym )
le f’52 A ?52*}! 521 bgz e bzm
Pt Ping < oo D Br. Bs 0 B

Din formulele (13) si (14) se deduce ci
c
mym

(D)

. C‘
ﬂdf(fcl ——— ESﬁe un Zn'va?iﬂ?ﬁt ??t?’bﬂ I?a,nsf(}?‘ﬂ@a? ..!E E / Z' 1' —\f-(l
ENLYY
Dm ﬁ 7 1 2y b 2.

S C H
——D—El S1 ~ ——

avea atunci

G- e

D=~ (D

gi finind seama de formula (15), deducem ci

C A*
D" = D (16)

unde A* este determinantul din membrul al doilea al formulei (15).
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84 considerim acum determinantul

@y @g - - - B Gu G2 - - - Gim
@y gy - - - Bop Go1 G2z -+ - - Gam
A @y @pg - - - %an 9m Gnz - - - Gnm
Py Pz - - P by by - bim
Poy Pas - - - P byy ba - .. bam
pml sz e ehl s ﬁmn bm1 bmz oo @ bmm

Fie D determinantul care se obtine schimbind in D doud linii sau
doud coloane intre ele. Notdm cu A determinantul care se obtine ficind
aceeasi transformare ca si in D pe linii sau pe coloane. Vom avea

D= —D, A= —A.

Fie acum D determinantul care se obtine adunind la elementele unei
linii a lui D, elementele altei linii inmul{ite cu un factor A, sau care se ob-
tine adunind la elementele unei coloane a lui D, elementele altei coloane
inmulfite cu un factor p. Notim cu A determinantul care se obfine din
A ficind aceeasi transformare ca si in D, pe linii sau pe coloane. Vom avea

D=D, A=A
Din aceste formule rezultd ca
A A A_A
D . D o)l ]
. A . i u ’ '
adica ) este un invariant pentri tmns/oyma“ﬂle B Lo L Lo
Rezulti ca
A A¥ ‘
DT T | (e

urde D* este forma canonicd a lui D, iar A* este determinantul din mem-
brul al doilea al formulei (15).

Formulele (16) si (17) ne aratd atunci cd
C A
D B

il

de unde rezultd ci
C = Dm—1A
si cu aceasta, identitatea (12) a lui Sylvester este demonstratd.

Cazul § =mn — 1, m =1 este banal, determinantul C se reduce la
un singur element ¢;;. Formula (12) a lui Sylvester este in acest caz o iden-
titate banald, factorul Dm—! din membrul al doilea care apare ca 0° tre-
buind si fie socotit egal cu 1.
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KAHOHHYECKAS ®OPMA OIIHOIO ONPENEMUTEJIY W EE MPUMEHEHUA

(Kparkoe COAepIKaHue)

Hssectno, uto anemenrtapubivu npeo6pasosaunsmu T1, Ty u T, Ty, npo-
M3BEACHHLIMH HaJl CTPOXaMH M  CTOJGIAMH, matpuua A= || |l cpo-
AHUTCA K KaHOHMuYecKoHd ctopme A*. HasoBem kanoHmueckoii ¢opmoit onpe-
Aemarens D=A| onpenemurens D*—|A*|.

B nacrosiueit paGore mambl npumenemms KaHOHHYECKOH (hopMHI ompe-
ACJHUTEJIsA, NpHYEM JO<asbiBaeTcsi (opMysa (4) mjsi B3amMHOro OIpeeH-
Tens A (nopsaka j) onpenenutens D. Jloxkassisaercs Takike TOKAecTBO (12)
Cuibsecrepa.

Hoxasarenscrsa onmpatorcs ua CNENYIOIEVIO HIEIO:

Ilyctb TpeGyercst BolumCANTD Ompenesutess A, COOTBETCTBYIOUIMH HeKOo-
Topymy onpenenureno D. Eciin uaiines nusapuanr f(D, A) npeo6pasoBanuii
Ty, Ty, T/, T, Torpa us pasenctsa

[(D, A)=[(D* A*)

BEIBOJHTCA A, TaK Kak A* MOMHO JIETKO BLITHCI/IHTE.

LA FORME CANONIQUE D'UN DETERMINANT FT SES APPLICATIONS

(Résumé)

On sait que par des transformations élémentaires Ti, Taet T, G
effectuées sur les lignes et les colonnes d’une matrice A = ||ag||l, on
ramene celle-ci 4 la forme canonique 4* On appelle forme canonique du
déterminant D = |4|, le déterminant D* — |A*].

Dans ce travail, on fait des applications d: 1a forme canonique d’un
déterminant, en démontrant la formule (4) pour le déterminant réciproque
A, d'ordre §, d'un déterminant D, et en démontrant Uidentité (12) de
Sylvester.

Les démonstrations données sont basées sur 1'idée suivante :

Supposons que nous ayons 4 calculer un déterminant A qui corres-
pond a un déterminant D quelconque. Si I’on peut mettre en évidence un
invariant f(D, A) pour les transformations Ty, Ty, T'y, T',, alors de 1I’égalité

1(D, A) = f (D*, A%

on peut tirer A, en calculant facilement A¥,




