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Fie datd o ecuatie diferentiald liniard si omogeni
Yy ay(®)y 4 .+ a(9)y' + aa () y = 0. (1)
In memoriul [24], Ch. J. de la Vallée Poussin a stabilit urmi-
toarea teoremi :

Presupunind cd functisle a;(x), (i=1,2,..., n) siné continue intr-un
wterval [a, b], fie L; = max |a;(x)| s¢ fie hy rdddcina pozitivd a ecualier

x€[a, b]
}&” hn.—l y/
pbebiie s S IR S S R
nl (,”'4 1) | 1
Alunce ovicum s-ar alege n puncte M (x;,v:), (0 = 1,2, ..., n) din planul

X0y, asifel incita= x, < %, < ... < %,=0, %, — x = hy, peniru alegerea
fdcutd, existd o curbd integrald a ecuatiei (1) si una singurd, care sd treacd
prin punctele M(x%;, v;).V

Dupd cum se specificd in memoriul citat, aceastd teoremi se extinde
si la cazul cind unele dintre nodurile X1, %y, o .., ¥, sint confundate pe
grupe, precum urmeazi

Fve dalt un sistem de m numere py, Py, -+ , Pm, Satisfdcind condilia
P+ P+ ... A+ pm=ns Dacd coeficientiv ecuaties diferentiale (1) sint

1) O alternativi a acestei teoreme a fost stabiliti de 8. Zaidman in [29].
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Junclii  continue in intervalul [a, b], atunci oricum s-ar alege m noduri
< X < ... <Xy, din ontervalul [a, b], asifel ca xn — % < hy, si ori-
cum s-av alege sistemele de numere reale 7 LR yp=1n, { Y y=bY e
W e {y(ﬂ), Sans yfﬂ”**”;, pentru o astfel de alegere, ccuafia diferenfiald (1) ad-

m
mite o integrald §i una singurd y (x), satisfdcind conditiile :

(%) =ye V(%) =90, ., p% D () =%, (k=1,2,....m). (2)

In cele ce urmeazi, vom nota cu Hp . p,...p, Mmarginea superioard a

Py P ! :
numerelor pozitive %, satisficind inegalitatea s = b — a si care au proprie-
tatea cd oricum s-ar alege m noduri x, < %, < ... < %, din intervalul

q : : L
[@, @ + h] si oricum s-ar alege sistemele de numere reale 199, oo yf,:’ ‘ }
(k=1,2,...,m), pentru o astfel de alegere, si existe o integrali si una

singurd a ecuatiei diferenfiale (1), care si satisfaci conditiile (2). Teorema
enunfata anterior arati cd mulfimea acestor numere 4 nu este vidd. Se
constatd cu uguringd cd familia integralelor ecuatiei diferentiale (1) poseda
proprietatea de interpolatie (2) in intervalul semiinchis [a, @ + le_pﬂj,_,pm),
i de asemenea ci acest interval are un caracter maximal in [a, 8]

In continuare si considerdm toate sistemele posibile de numere natu-
rale py, Py, ..., pn satisficind conditia P+ P2+ ... + P = n. Fiecdrui
astfel de sistem 1i va corespunde pentru o aceeasi ecuatie diferentiald, cite
un numér Hp ..., . In cadrul unei sedinte de lucru a Seciei I-a a Insti-

tutului de calcul din Cluj, prof. T. Popoviciu a pus problema elaboririi
unui studiu comparativ al numerelor H, , ., pentru o aceeasi ecuatie
Ry,

diferenfiald. Aceastd problemd a fost pusi in scopul obfinerii de condi}ii
necesare si suficiente, privind coeficientii ecuatiei diferentiale — conditii
care sd asigure existenta si unicitatea solutiei problemei la limitd polilocale
cu noduri simple, intr-un interval dat.

In cadrul acestei probleme se situeazd cercetarea de fatd. -Inainte
de a trece la expunerea ei, tinem sd amintim faptul ci teoremele de exis-
tentd si de unicitate a solutiilor problemelor la limitd polilocale la ecuatii
diferentiale lineare, au format obiectul multor lucrdri, dintre care men-
tiondm in bibliografia de la sfirsit doar acelea care au o legituri mai strinsa
cu cercetarea de fata.

Vom presupune intii cd ecuafia diferentiald datd (1) are coeficientii
ai(x), i =1,2,..., n) continui intr-un interval deschis (a, b). Vom nota
cu ¥, mulfimea integralelor acestei ecuatii in intervalul (@, 4). Incepem
prin a da citeva definitii, care vor interveni curent in expunerea ce va urma.

Definifia 1. Se spune cd familia Y, posedd proprietatca I,(a,Db)
(adicd este interpolatoare de ordinul # pe noduri simple in intervalul (a, b)),
dacd oricare ar fi n noduri distincte %,, %y, . .., x,, Sttuate in intervalul (a, b),
st oricare ar [ valorile veale vy, vy, ..., Y, existd o integrald si una sin-
gurd y(x)e Y, care sd satisfacd condipisle y(x;) = v;, (1 = 1,2, ...,n).

S e
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3 =y

Definitia 2. Fie dat un sislem de m numere naturale Py, Po, oo\ P
satisfacind condifia py + po + .. + pm =1 Spunem cd familia Y, posedd
proprietatea Ji Py Pyreos Py (a, b), dacd oricare ar fi m noduri distincle %y, Xy, ..., %m
din intervalul (a, b) si oricare ar fi sistemele de numere reale

. o y(O0) 40 P =1)
{-y‘(lﬂ}, yél): ) ‘)’(lplﬁ”}s {)’(20)1 )’g)’ £ y(ng l)}, Sl e {yf'n)’ :‘,{m)’ R }‘
existd o integrald si una singurd y (x)eY,, care sd satisfacd condiltile
o Pe=1) o —2) N ]
y(x,) = yi0, y'(x,)=yP, ..., yTk (%,) = 3-’&:”* (=112, uattil

iy e w . *
Definifia 3. Spunem cd familia Y, posedd proprietatea In (a,b),
dacd acea familic posedd proprietifile I PPy p, (@ D), oricare ar fi sistemul
de nuwmere naturale Py, Py, ..., P Sabisfdcind condifia py + Py + ...+

+ P = M.

Observatie. In notatiile adoptate, proprietitile I,(a, b) si I BBl (a, b),
coineid. § =

Vom stabili in cele ce urmeazd, urmitoarea teoremd :

rrOREMA T Dacd familia Y, are proprietalea I,(a, b), atunci ea are
si proprictatea I, (a, D).

Pentru a ugura expunerea demonstratiei acestei teoreme, vom enunta
in prealabil citeva leme.

Lema 1. Fiedale m numere naturale, py, ps, - ., Pm 'sai'i.f/(iciud ega-
litatea py + ps + - .. + pm = n. Condifia necesard si suficientd .mv/m;-uln't
Y, sd aibd proprietatea Ipr PyP (@, ), este ca ec.f.rmgfm zli-f]‘cr.m,[.r.nla (1) sd
it admitd nici o integrald neidentic nuld, care sd aibd in intervalul (a, b), m
vdddcini distincte Xy, %, ..., Xy, avind ordinele de multiplicitate?) mav mart
saw cel pufin egale respectiv cu numerele Py, Pg, « v vy Pm:

Demonstratia acestei leme este imediatd. Din aceastad lema rezultd,
ca si cazuri pa’rticu]are, lemele 2 si 3 enuntate mai jos:

Lema 2. Conditia necesard si suficientd ca familia Y , sd aibd 7‘)’1"0}!‘)1’!::
elatea Iy(a, b), esle ca ecuapia diferentald (1) sd nu admitd nict o integrald
neidentic nuld, care si se anuleze pentru n valort dishincle din intervalil
(a, b). .

Lema 3. Condilia necesard si suficienid ca familia Y , sd aibd proprie-
tatea I (a, D), este ca ecuafia diferentiald (1) sd nu_admild nict 0 1'1?6;5?9&?
netdentic nuld, carve si aibd n rdddcine in intervalul (a, 1.’)' fiecare viddcindg
fiind socotitd de atitea ori cit este ordinul ei de multiplicitate.

2) Prin ordin de multiplicitate al unei rdddcini x, a utiei functii y(¥) intelegem ordinul
strict de multiplicitate ; astfel, x, este o rddécini multipld de ordinul # pentru funcfia (%),

= k
dacd au loc relatiile y(xy) = ¥'(#) = ... = y(k b (#9) =0, T( ) (#9) F 0.
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Lema 4. Dacd familia Y, are proprietatea 1, (a, b), atunci orice inle-
grald neidentic nuld y(x)eY ,, care se anuleazd pentru n — 1 valori distincle
din intervalul (a, b), are in acest interval toate raddcinile simple (adicd de
ordinul 1). i

Demonstratie. Proprietatea formulatd in aceasti lemi, este evidenti
pentru # = 2. Vom considera deci # = 3. Presupunem ci Y, are proprie-
tatea I, (a, b). Fie y,(x) o integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care are
W — IA radacmlw qilstlncte Kijy Koy + o vy Fp—p I Intervalul (a, b). Observim
de la inceput ci integrala y,(x) nu poate avea alte ridicini distincte in
intervalul (a, b), intrucit in caz contrar s-ar contrazice proprietatea I (a, b)
a familiei ¥,. Vom ardta intli c¢i nici una dintre aceste rddicini nu ”po,ate
avea un ordin par de multiplicitate. Intr-adevidr, si presupunem prin
absurd cd printre cele # — 1 rdddcini ale integralei y,(»), s-ar afla o rida-
cind x;, avind un ordin par de multiplicitate, adici

o= (o T — jféthl’(x;) =10 y(m\ ) =0, (k=1).

Intrucit rddécinile unei integrale oarecari, neidentic nule a ecuatiei (1)
sint puncte izolate, rezulti cd va exista o vecinitate suficient de mici
(¥, — 3, % + 8) a punctului x; in care funcfia y,(x) va pastra un semn
constant, cu exceptia punc-
tului ¥ = #;, in care ea se
anuleazd. Pentru fixarea
ideilor, si presupunem ci
Vo(#) este pozitivd in inter-
valele (x;,— 8, %,) si (%, %;+9)
(fig. 1). Fien(x) o integrald
a ecuatiei (1), care se anu-
leazd pentru toate radici-
nile integralei y,(x) cu ex-
cepfia punctului x = x;,
in care ia valoarea 1 :

v

")(-"7;) =n(%)=...= n(:\:!,])':: 0
(x) =1 (3)
TJ(—'”-"H) = "J(—"H.‘Z) = .o =(%—1) = 0.

O astfel de integrald 4(x), care sd satisfacd conditiile (3), existd, intrucit
prin ipotezd familia ¥, are proprietatea /,(a, b). Fie apoi & si) £, doua
numere oarecari, satisfdcind respectiv inegalititile x;, — & 1<JE, < X =
<& <+ 8. Evident cd vor avea loc i11ega1ité‘;i1'e YolEa) =10 si ‘\'(:(f;,,) >{ 0.
Co11‘$1.(1¢_1;~q1_1-1#‘§11_}1c1;m1 (#) = A(x), unde Wleste un factor pozit'i\f, suficient
de mic, ca sd aibd loc simultan inegalitatile

"?1(51) < yo(&1) "h(az) < ¥o(&2)- (1)

ICum .-q(x‘,?') =1, rezultifcd 9, (%) = A >0, §i cum y,(x;) =0, rezultd
inegalitatea 7,(x;) > y,(#;). Din aceasti inegalitate, precum si din (4)
rezultd cd in intervalul (x; —d, %, + 8) curbele de ecuatii y = yu(x) 8

L

o
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y = n,(x) se intersecteazd in cel putin doud puncte distincte. Rezulta de
aici si din (3) cd integrala y*(¥) = n,(%) — yo(#) se va anula in punctele
W Hn, v o Fit WY, vvin s Rt si incd in cel putin doud puncte distincte,
situate in intervalul (x; — 8, %; + 3). Deci y*(x) se anuleazd in cel putin
n puncte distincte din intervalul (a, b). Mai observim cd integrala y*(x)
nu poate fi identic nuld in (a, b), intrucit y*(x;) = A > 0. Deoarece prin
ipotezd, familia ¥, are proprietatea I,(a, b), rezultd ci ecuatia diferenfiala
(1) nu poate sd admita nici o integrald neidentic nuld, care si se anuleze
in n puncte distincte din intervalul (a, b). Am ajuns astfel la o contra-
dictie, care provine din ipoteza absurda ci integrala neidentic nuld yy(x)
ar avea printre cele n — | rddécini distincte ale sale din (a, &), cel pufin
o ridicind de ordin par. Rezultd deci cd dacd familia ¥, are proprietatea
I,(a, b), atunci orice integrald neidentic nuld y,(x), care se anuleaza pentru
n — 1 valori distincte din intervalul (a, b), are toate ridéicinile din acest
interval impare.

Vom arita acum mai mult, ci toate rddicinile din intervalul (a, b)
ale unei astfel de integrale y,(x) sint simple (adicd de ordinul 1). Intr-adevir,
si presupunem prin absurd ci o integrald neidentic nuld y,(¥) e ¥,, care
are n — 1 radicini distincte in intervalul (a, b), ar avea printre acestea
cel putin una de ordin mai mare sau cel putin egal cu 3. Fie x; o astfel de

radacind. Deci
ot e A _ e
y[}(xi) = J’[](x.i) o= yg(x,)_'o (J}
Ilie de asemenea 7,(¥) o integrald a ecuafiei (1), care verificd in punctul
y; urmitoarele conditii ale lui Cauchy :

"qg (%5) = !];()61) ==
(%) == (6>0)
0 (%) =y5(%)

(6)

.figur-l) (96,) = ,y((].'z—]) (x,)
Tinind seama de (3), rezultd din (6) cd in punctul x = x;, Tunctiile y,(x)
si ng(x) se deosebesc numai prin valorile derivatelor de ordinul al doilea,
si cd valorile acestor derivate pot fi oricit de apropiate, dacd e este suficient
de mic. S4 facem ca ¢ sd tindd citre 0. Atunci, dupd cum se stie, 7,(x)
va converge uniform citre y,(x), in orice interval inchis [ay, b,], confinut
in intervalul (a, b). Notind cu x; < &, < ... << %, rddacinile din (a, b)
ale functiei y,(x), vom lua numerale a; si b, astfel incit a < a, < % si
Np—y < b, < b, prin aceastd alegere toate cele n — 1 ridicini In cauzi
ale functiei y,(x) vor fi situate in subintervalul (ay, b;). Intrucit prin
ipotezi, fiecare din ridicinile x;, ,, ..., ¥,—; ale integralei y,(x) are
ordin impar, rezultd ci in fiecare din aceste rdddcini, curba de ecuatie
y = y,(%), traverseazd axa Ox (fig. 2). Tinind seama de faptul cd funcfia
ne(x) tinde uniform in intervalul [ay, b;] citre funcfia y,(x), atunci cind
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¢ —0", rezultd cd pentru valori pozitive suficient de mici ale parametrului
g, curba de ecuafie y = 7,(x) va traversa si ea axa Ox in cel putin n — 1
puncte distincte &, &, ..., &, din intervalul (ay, b;). Intr-adevir, din
faptul cd funcfia #,(x) tinde uniform in intervalul [a,, b,] citre functia

Yo(#), atunci cind € — 07, rezultd ci fiind dat un numér pozitiv arbitrar §,

y=y,00

Hig. 2

acestuia ii va corespunde un prag E(3), astfel incit pentru orice ¢ satis-
facind inegalitatea 0 < ¢ < E(3), sd aibd loc relatiile

f"u(f"') — 3 = me(%) = yo(x) + 8, (7)
oricare ar fi xe [a, b;]. Fie numerele M; definite precum urmeazj :

M;= max |[y2)], ¢=1,2,...,n—2); My= max |y,(x)];

v €[z, Ypaql X €lay v]
M, ;= max |y, (x)|. Considerdm in (7) numirul § astfel incit
¥ €%, 4. b]
=8 = min {M,} = M. (8)
i—=0,1,...,n—1

Luind acum e astfel incit si satisfaci inegalitatea () < ¢ < E(M) si tinind
seamd de inegalitétile (7), se constatd pe figura 2, cd in intervalul (ay, b,),
curba de ecuatie y = v,(x), corespunzitoare numirului ¢ ales, va traversa
axa Ox, cel putin de n — 1 ori, si deci integrala 7,(x) se va anula in inter-
valul (a;, b;), pentru cel pufin # valori distincte. Dar dupi cum se constati
din (6), oricare ar fi valoarea parametrului e, integrala 7e(x) are o rddécing
dubld, anume x = »;. Tot din (6) se vede ci integrala 7,(x) nu poate fi
identic nuld, Intruclt s-a presupus ci e > (. Aceste rezuitate contrazic
nsd un fapt stabilit anterior, anume ci in ipoteza c¢i ¥, are proprietatea
I,(a, b), orice integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care se anuleazi in
n — 1 puncte distincte din (a, b), are toate ridicinile din acest interval
impare. In concluzie, integrala y,(x) considerati anterior nu poate avea
in intervalul (a, b) nici o ridicind de ordin mai mare sau cel putin egal
cu trei, si astfel lema este demonstrati.

Lema 5. Dacd Y, arve proprietatea I,(a, b), atunci Y, are proprie-

tatile 1 Bl piT s p, (@ b), unde p;, by, ..., Pm Sint nuwmerve naturale oarecari,

satisfdcind condifitle py + Py + ... + pw =n si max{p,, Py, ..., Pm} = 2.
Demonstrajie . Sa presupunem céd Y, are proprietatea I ,(a, b). Observim

de la inceput ci pentru demonstrarea acestei leme, putem presupune ci

.
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cel putin doua dintre numerele p,, Py, . -+, P sint mai mari ca numirul 1i
-3 . . ¢ . . A

Intr-adevir, din ipoteza max {p;, ps, .., Pmf = 2, ce intervine in enuntu

lemei 5, rezultd ci cel putin unul dintre numerele p; este egal cu 2. Apol,
dacd numai unul dintre numerele $; ar fi mai mare ca 1, am avea "m=n— 1
si proprietatea corespunzatoare Ip , ......p, (a, b) ar rezulta 111ldata din
aplicarea succesivd a lemelor 1 si 4. 'Il_1tf‘adevér, presupunind prin absurd
cd Y, nu ar avea proprietatea respectivd Ip, B s (a, b), ar rezult-a cor-
form lemei 1 cid ecuatia diferenfiala (1) ar adn31tfz o integrald neidentic
nuld, care si aiba in intervalul (@, b), » — 1 raddcini distincte, una cel
putin dintre aceste rdddcini avind un ordlnu de 111u1t1p].1c1tzﬁit(?vmal1_ mare
sau cel pufin egal cu 2. Aceastd ciscumstanfd ar contrazice insd afirmatia
lemei 4. / ] 4

Vom presupune deci pentru demonstrarea ]e;mf'_i D, cd ciel putin cllqll_a
dintre numerele $; sint egale cu 2, de unde, f{inind seamd de condifia

prt+ st oo +Pm=mn, rezultd inegalitatea m < n — 1.
Fie deci p,, P, ..., P, un sistem oarecare de m numere naturale
satisficind conditiile :
m<n—1
prtpat ... tPm=n (9)

max {py, py, -+ Pnf = 2

Acesi sistem de numere este arbitrar, dar o datd ales, il presupunem fixat
pentru cele ce urmeaza. . : - S5k

Cu aceste precizdri, si presupunem contrar afirmatiei lemei 9, cd Vi
nu ar avea proprietatea Ip p ..., (4 b), unde ;b%, Doy ooy P 51.11t numere
naturale alese cu respectarea conditiilor (9). Atunci, conform }e111e1 1, rezulta
cd ecuafia (1) va admite cel putin o _i111_;egra1a neidentic nula yﬂo(,‘c), care sd
aibi in intervalul (a, b), m riadicini distincte Kyy gy oy Xy ax_mjd_ respectiv
ordinele de multiplicitate m;, ®s, « .., T, satisfacind inegalitatile

T Ep, T EPa, .- Tom =P (10)

S4 motdm cu 4y, 4y, ..., 1, indicii 4, pentru care w; repr?ziqté un E}Ell?af
par si cu 7y, fy, ..., jp indicii j, pentru care w; este numar 111}]3ar.vd’va.ralla
restringe generalitatea rationamentglul, putem presupune L_é}f ra‘ac:lmli(j
%y, %gy -+, ¥m ale integralei y,(¥) sint consecutive si ca satisfac inega

tatile
Xy L XL e K (11)

S4 considerdm dintre aceste raddcini, acelea care corespund la 111d;c‘11
J1» Ta» - -» Jp adicd acelea care reprezintd rddacini de ordin impar pent1_u
integrala y,(x). Aceste radicini sint in numér de B 5i le 217011} 1(119tta_ Iispzc 1<\
s : 1

Xf, Xpy -+, % Vom lua in intervalul (%, b) m.?te noduri is 1’\11(:1 &
=B = . < E, . I ntimir de n— [ = 1. Se constatd, finind Eea‘ma
de prima relatie din (9), cd n —f — 1> Q.“Alegerea acestor ln(i? un_(;
facem astfel fncit nici unul din ele si nu coincidd cu vreo riddcind a funcfie
y,(x), ce s-ar afla eventual in intervalul (%, b).
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[ie acum 7(x) o integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care sa verifice
conditiile :

"”](xh) = 'f}(?'l?j,) ST : n(xfg) = () (12)
(&) = (&) = ... =1(8n—p—1) = 0.

Existenfa unei astfel de integrale 7(x), neidentic nuld in intervalul (a, b),
rezulti din ipoteza ci familia ¥, are proprietatea [,(a, b), tinind seama
de faptul cd numirul conditiilor de anulare din (12) este » — 1. Vom arita
in cele ce urmeaza ci in ipotezele adoptate, pentru valori pozitive suficient
de mici ale parametrului e, cel putin una dintre integralele ex(x), sau
— e7(%), va lua in cel pufin # puncte distincte din intervalul (a, b), valori
comune cu integrala y,(x), f4td s4 coincidd identic cu Yo(%), ceea ce va aduce
0 contrazicere a proprietdtii I,(a, b)) a familiei ¥,

Intr-adevir, deoarece cele n — 1 conditii din (12) se referd la n — 1
noduri distinete din intervalul (a, b) si deoarece prin ipotezd integrala
n(%) nu este identic nuld in (a, b), rezulti conform proprietatii 1,(a, b)
a familiei ¥,, cd integrala u(x) nu poate avea in intervalul (a, b) alte rdda-
cini decit Kjp Ko + ooy Fpg si &, &, ..., En—p_y. Apoi mai rezulti conform
lemei 4, cd toate aceste rddicini din intervalul (a, b) ale integralei 7(x)
sint simple (de ordinul 1), si deci, daci variabila « creste in mod continuu
de la valoarea a la valoare b, atunci integrala n(x) schimbi alternativ
semnul in dreptul fiecdrei valori din sirul :

lej x_rgl LR :\:jﬂ; E]; &.—2: 3OO an—ﬂ‘—l‘ (13)

Tinind seama de faptul ci in intervalul (%1, Xm], toate rdddcinile impare
ale integrale y,(x) sint rdddcini impare §i pentru =« (x) — si invers —
rezulti ci dacd variabila x creste de la x; la x,, atunci pentru una din
integralele v(x) sau — n(x), sensul de schimbare al semnului ei in dreptul
fiecdrei dintre aceste radicini Hpare wy, ., Xyg VA coincide cu sensul
de schimbare al semnului integralei Vol%). Sd notdm cu %(x) aceea dintre
integralele v(¥) si — 7(x), pentru care se realizeazi acest deziderat, adica
acea integrald, pentru care in vecinitdfi suficient de mici ale numerelor
Nfo Xfay + ooy Kyg, Al loc egalitatile :
‘xe[xj,— g, %, &), sau

sgn {ﬁ(x)} = sgn {yo(x)}J .................. (]4)

Aici- intervalele [x;,— &, %3+ &, ... L% — e %5+ ] sint alese sufi-
cient de mici, astfel incit si fie cuprinse in intervalul (a, b) si sd nu
confind alte rddicini ale integralei y,(x), decit respectiv. x;, x5, ..., Xy
Pentru integrala 7(x), relatia (14) va avea loc i In vecindtédti suficient de
mici ale numerelor Xiyy Xiyy .+« v, ¥, CUl exceplia insd a mijloacelor acestor
vecindtdfi, intrucit in aceste puncte integrala Vo(x) se anuleazd, pe cind
7(%) nu se poate anula.

B
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Sd notdm cu (I) curba de ecuafie y =y, (x) si cu (I's) curba de
ecuatie y = en(#), unde e este un parametru pozitiv. Vom examina acum
modul in care se situeazi curbele (I') si (I') intre ele, atunci cind parametrul
¢ este mic. Observdm intii cd aceste curbe nu pot si coincidi identic in
intervalul (a, b), intrucit in nodurile suplimentare i Eai v oy gy (0l
cidror numir este mai mare ca zero, dupi cum s-a specificat anterior),

integrala 7(x) se anuleazd, pe cind y,(x) este diferiti de zero.
Sd considerdm din nou mulfimea formatid din indicii ol TS
pentru care m; este un numdr impar, Aceastd mulfime o vom imparti in

doud submulfimi precum wurmeazi: vom mnota cu e Jhy acei
indici §,, pentru care =1, wlew i, 0 o o 1t indicii 4;, pentru care
T, =3

Referitor la punctele x; , x; , ..., x;. constatim cf ele sint (prin
1 7 T

1 ke

¥
ipotezd) rdddcini simple pentru functia y,(x), adici
yo(xjk) = yo(xjk) P s ﬂ’u(x;ik )=0
1 2 Y

y;](x?-kl) F+0, yé(xj-kn) o1 | ESE y'n(xj,-kv) + 0.

Dar dupd cum s-a ardtat anterior, numerele Xi v %, «vey X% rEprezinti

k' Tk Thy
raddcini simple §i pentru integrala 7(x), si deci si pentru en(x), oricare

ar fi valoarea parametrului = > 0

Al ) =% ) = ... =7q(%: ) =0
i (4,) = (%) 0( i’")
.!]f(xj'k1 ) F0, ﬁ'(x,jka) +0, ..., -q’(xjkv) % 0.

Tinind seamd de faptul ci functiile Volx) si 7'(x) nu se anuleazid pentru
valorile x;, , x;, , ..., x;, , rezultd cd dacd parametrul ¢ ia valori pozitive,
1 2 ¥

inferioare unui anumit prag, atunci vor avea loc relafiile
vl Y S " wi? : W) )
y(](x;rkl) + & (x-’kl)’ AT, yﬂ(x?k,) *e 1 (xj'le?)-

Rezultd de aici ci pentru astfel de valori ale parametrului ¢, curbele (M

si (I';) se intersecteazi in punctele i By v vos X traversindu-se reciproc
A 31 (£ 1
in aceste puncte.

Apoi, referitor la punctele x. ,x x; , are loc urmitoarea

][1 ;ft'z, LG ELES Ttbr
proprietate: Dacd parametrul ¢ ia valori pozitive, inferioare unui anumit

prag, atunci in fiecare din veciniititile suficient de mici, date :

=+ 2 1 (x?.[ — &, % ol e (xj-lﬁ = €y .1:}.[6 + 515),

4 1 2 § ] b

(.”6‘,,;{[ A 551’ x:’"
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curbele (I') ¢i (T';) se vor intersecta cel pufin in cite trei puncte distincte.

Tntr-adevar, numerele o Fjo s X reprezinta raddcini simple pentru
1 2 &

integrala 7(v) (dupd cum s-a aratat anterior), i rddacini multiple de ordin
impar mai mare sau cel pufin egal cu 3, pentru integrala y,(x) (aceasta

prin ipotezd). Fie , unul dintre aceste puncte. S& presupunem pentru

. . . e A 1 e . .

fixarea ideilor cd intr-o vecinitate a acestui punct, functia y,(x) este

crescitoare (fig. 3). I'ie apoi [, si { doud numere, satisficind inegalitatile :

Bome el e Gag e

}"l h = t.] == '\j‘l.l C2 == A:"!, l’ “-tl-

Intrucit au loc egalitatile (14), rezultd ci existd un prag E,, astfel incit
pentru e << E; sd aibi

(r) loc inegalititile :

¥o(&1) = en(&y) y
= 15
e m) Vo(Ca) = Eﬁ(cz)- o

I
I
b
-
|
I
|
|

Pe de altd parte, tinind

— ?1 o _SA : seama due fa.ptul cd .1:;,-!l
_,21—611 : J‘l > X_rtf"'al, este o rddidcind comuna
; 4 pentru y,(x) si n(x), re-

: zultd cd curbele (I') si

- (I';) se intersecteazd in

,/} punctul o oricare ar fi

1
valoarea parametrulai e,
o, Apoi, dezvoltind functiile
Beox vo(%) si en(x) dupd for-
: mula lui Taylor in punc-
tul X, 5 finind seamd de ordinele de multiplicitate ale ridicinii x; relativ
1 o . o o . te b
la cele doud functii, se constatd cd oricare ar fi e > 0, pentru acesta
existd o subvecinitate suficient de mica a punctului A s astfel incit curba
d . j Iy
(I') sd se situeze dedesubtul curbei (T';), pentru valorile & > x; din aceea
ey 2 . . l"l .
subvecindtate, si deasupra curbei (T,) pentru x < %; (fig. 3). De aici si
. v . . = i A . I . . :
din (15), se deduce cd oricare ar fi ¢ satisficind inegalitétile 0 < ¢ < E,
curbele (I') si (I';) se intersecteazd in intervalul (%, — =, % ~+og)in
- - . . A . !l : ll L
cel pufin trei puncte distincte, traversindu-se reciproc in aceste puncte.

Concluzii analoage se formuleazd pentru fiecare din ridicinile X

ly
itk 5 e X
jl'u" i ?15
In sfirgit, se mai observa ca in vecinititi suficient de mici ale punctelor
Xi,y Xiy ..., %, pentru valori pozitive suficient de mici ale parametrului ¢,

curbele (I') si (T';) se intersecteazd in cite doud puncte cel putin, traver-
sindu-se reciproc in aceste puncte (fig. 4).

SRS AR SR T ey A e e T P
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Obtinem in definitiv urmétorul rezultat :

Dacd parametrul ¢ ia valori pozitive suficient de mici, atunci curbele
(T) si (I',) se vor intersecta precum urmeaza: in cel pufin 2o puncte distincte,
care se formeazd in vecindtdti ale radacinilor x;, %y, ..., i, apoi in 38

puncte distincte, care se formeazi in vecinitati ale rddacinilor i Fj o ¥,
1 4 &

D X in numar de y. Deci

2

si se vor mai intersecta in pumnctele x;

iy A

pentru valori pozitive si suficient de mici, ale parametrului e, numarul

Fig. 4

punctelor de intersectie ale curbelor (I') si (T';) va fi mai mare sau. cel
putin egal cu N = 2« + vy + 33. Tinind seama de a 2-a i a 3-a relafie
din (9), precum si de inegalititile (10), deducem cd
200+ v+ 38=p+ P+ ..o F D=1

De aici rezultd ci numéarul N al punctelor distincte de intersectie ale curbe-
lor (I) si () din intervalul (a, b), satisface inegalitatea N = n si de aici
cd, pentru valori pozitive si suficient de mici ale parametrului ¢, integrala
Fe(x) = yo(x) — em(x) a ecuafiei (1), se anuleazd pentru N = n valori
distincte din intervalul (a, b). Dar ¥.(x) nu poate fi identic nuld in inter-
valul (a, b) intrucit in nodurile suplimentare &;, &,,..... ; En—p—1, al edrer
numdr este mai mare ca zero, dupd cum rezultd din prima relatie (9),
integraia 7 (x) se anuleazd, pe cind y,(x) este diferitd de zero.

In concluzie, integrala particulard §,.(x) a ecuatiei (1) nu este identic
nuld si eind ¢ > (0 este suficient de mic, se anuleaza pentru N = n valori

(distincte din intervalul (a, b). Conform lemei 2, acest rezultat contrazice

proprietatea I,(a, b) a familiei ¥, si de aici rezultd afirmafia lemei 5.

Lrema 6. Dacd yy(x) este o integrald neidentic nuld a ecuafier (1),
care in m puncte distincte %y, Xs, ..., ¥m din (a, b), safisface condifiile

y(#) =y'(x) = .=y D(x) =0

Fp Aoy i—1)7 =
y(#) =y (1) = ... =y Wl =50 (16)
V(xm) =y (Xm)=...= V’\’(p’”_l)(:\fm):(),
wunde Py, Pay « oo, Pm Sint numere naturale, satisfacind condifiile
Pr+ P+ oo F pm=n—1 (17

max {py, Por -+ o) Pmf = 2,

9 — Studii i cercetdiri de matematicd
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atunci, in ipoteza cd familia Y, are proprictatea I, (a, b), rezultd relatiile:
y(pl)(xl) i 0, yuw(xz) :'# 0: SR (pm)(xnz) + 0. (18)

Demonstratie. Fie y,(x) o integrali neidentic nuli a ecuatiei diferen-
tiale (1), care in punctele x, %, ..., x, satisface conditiile (16) si (17).
Sd notdm cu mwy, my, ..., ©,, ordinele de multiplicitate ale radacinilor
Xy, ¥y, + .., ¥m ale integralei y,(x). Vom demonstra ci in ipotezele lemei
6, au loc egalititile : my = py, my = Py, ..., 7y, = P In acest scop, observim
de la inceput cd integrala y,(») considerati, nu poate avea in intervalul

(a, b) alte radacini decit %, %,, ..., %, intrucit in caz contrar s-ar contra-
zice afirmatiei lemei 5. Cu aceastd precizare, vom arita intfi ci numerele
Ty, Togy « v vy o $1 Py, Poy -+ -, P Sint respectiv de aceeasi paritate.

.COIISF‘del‘E:illl functia () = yo(¥) — e7(x), unde y,(x) este integrala
ce intervine in enunful lemei 6, iar 7j(x) este de asemenea o integrali a
ecuatfiei diferentiale (1), construitd dupd procedeul indicat in demonstratia
lemei 5, relativ la radécinile x,, x,, ..., ¥, ale integralei y,(x).?) Intocmai
ca acolo, se arati ci daci o radicini oarecare x; din gruparea %, Xy, ..., &m
are ordinul de multiplicitate fatd de vy (x), par, atunci oricit de mica ar
fi o vecindtate a acestei rdddcini x;, pentru valori pozitive suficient de
mici ale parametrului e, integrala ¥.(x) va avea in vecinitatea considerata
cel pufin doud rddéacini distincte; apoi, dacd x; este o ridicinid de ordin
impar fatd de y,(x), atunci oricit de mici ar fi o vecindtate a acestei radi-
cini pentru valori pozitive si suficient de mici ale parametrului ¢, integrala
¥(x) va avea in aceea vecinitate o rdddcind sau cel pufin trei ridicini
distincte, dupd cum w; = 1 sau m; > 1. De aici rezultd ci daci o ridicini
oarecare x; din intervalul (@, b), a integralei y,(x), are ordin impar de
multiplicitate, atunci acest ordin este neapirat egal cu 1. In caz contrar,
in vecindtatea acestei rdddcini x;, integrala J,(x) va avea trei rddicini
distincte, si finind seama de relatiile (17), va rezulta c4 in intervalul (a, b)
integrala ,(x) are cel putin (n — 1) + 2 = n -+ 1 ridicini distincte (daci
parametrul e ia valori pozitive, suficient de mici). Aceasta ar contrazice
proprietatea [,(a, b) a familiei ¥,, dat fiind cid integrala ¥,(x) nu este
identic nuld in intervalul (a, b).9) Rezultd in definitiv urmatoarea proprie-
tate :

Dacd in condititle lemei 6, w; esle impar, atunci =1, ] (19)

%) Spre deosebire insa de cele exptise cu ocazia demonstratiei lemei 5, inegalitatea n —[§ —
— 1 > 0 rezultd in cazul de fatd precum urmeazé: Se constatd intii cd in ipotezele lemei 6,
nu poate avea loc inegalitatea m = n — 1, intrucit o astfel de inegalitate impreund cu relatiile
(16) si (17) ar contrazice afirmatia lemei 4. Deci neapirat m < % — 1. De aici, tinind seami
de inegalitatea evidenti B = m, rezultd inegalitatea » — } — 1 > 0. Reamintim ca numﬁ_:ul
# — B — 1 reprezintd numdérul nodurilor auxiliare £y, Ep, ..., §,_p—q» care intervin prin for-
mulele (12) in definitia integralei 7 (#). n

) Demonstratia proprietifii ci integrala y(#) nu este identic nuld in intervalul (a, &),
se face intocmai ca in cazul lemei 5.
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Fie acuma x; o rddacina a integralei yy(x), din intervalul (a, b), avind
un ordin par de multiplicitate, ;. Vom demonstra intfi ci are loc urmdtoarea
proprietate ;

Dacd in condifiile lemer 6, w; este par, atunci si numdrul ] (20)

)

pi este de asemenea par, ]

Intr-adevir, presupunind prin absurd ci numirul p; este impar, atunci
finind seamd de a doua egalitate din (17), ar rezulta cd p;, = 1. Pe de alti
parte, rdddcina x; avind un ordin par de multiplicitate fatd de integrala
Vo(x), rezultd ca acestei rddicini 1i va corespunde pentru integrala J,(x)
doud rddicini distincte, situate in vecindtd{i oricit de mici ale punctului x;,
dacd bineinteles parametrul ia valori pozitive suficient de mici. S-ar obfine
astfel rezultatul ; Pentru valori pozitive si suficient de mici ale parametru-
lui e, integrala ¥;(x) are in intervalul (a, b) cel putin (n — 1) + 1 =n
raddcini distincte. Acest rezultat ar contrazice proprietatea I,(a, b) a
familiei y,, dat fiind cd integrala ¥,(x) nu este identic nuld in intervalul
(a, b).Y) Rezultd in definitiv proprietatea (20).

Vom ardta acum mai mult, anume cd in ipotezele lemei 6, oricare
ar fi rddacina pard x; din intervalul (a, b), a integralei y,(¥), pentru aceasti
riddcind are loc egalitatea m; = p;. Intr-adevir, este evidentd inegalitatea
m; = ;. Sd presupunem prin absurd cd ar exista in intervalul (a, b), cel
pufin o rddacind pard x;, a integralei y,(x), al cdrei ordin w;, satisface
inegalitatea strictd m;, > p;,. Vom arita ci o astfel de ipotezd conduce la
o absurditate. Intr-adevir, observdm intli ci din inegalitatea w, > p;,
finind seama de faptul ci numerele 7;, si p;,, au aceeasi paritate, rezulta
relatia

m, = P, + 2= 4. (21)
O astfel de relatie pentru cazul cind »n = 4, este absurdd. In continuare
presupunem cd n = 5.

Vom Imparti mulfimea rddicinilor x,, %,, ..., ¥, a integralei y,(x),
din intervalul (a, 6), in doud submulfimi. In prima submulf{ime vom con-
sidera riddcinile de ordin par, pe care le vom nota cu w, X, ..., %,
iar in a doua submulfime vom considera rddicinile de ordin impar, si
acestea le vom mnota cu xp, %, ..., %pg: Evident cd « 4 p = m. Vom
distinge dou# cazuri :

Cazub 1: « =1, B=m — 1, (n =5).

Presupunem ca ecuatia diferentiald (1) are in intervalul (a, b) o singura
rdddcind de ordin par, x,, si cd ordinul =;, al acestei riddcini satisface
inegalitatea (21). Toate celelalte radicini din intervalul (a, b), ale integralei
Yo(x), fiind presupuse impare, ele vor fi neapirat simple, conform proprie-
tafii (19), stabilite anterior. Tinind seamd de proprietatea (19), precum
si de egalititile (17), deducem cd in cazul considerat, numaérul acestor
ridacini este f = — 3. In fiecare din ele, curba de ecuafie y = y,(x)
va traversa axa Ox.
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Fie ¢ un numir pozitiv si fie p.(x) integrala ecuatiei diferentiale (1),
care satisface in punctul x; urmétoarele conditii ale lui Cauchy :

[)-e( r.,) = ’V[)(xm) T 0 (‘:ln) == (T'n) T 0' ["’ ('\’-'u) - :\’ ( -'rl) = “

e (x-"u) = &
Ui = V(). - D) = ().
Din aceste formule se vede ci integrala p.(x) satisface in punctul x;, aceleasi
conditii ale lui Cauchy, ca si y,(%), cu exceptia derivatei de ordinul 3, care
in acest punct ia valoared e.

Dacd parametrul e ia valori pozitive suficient de mici, atunci conditiile
lui Cauchy, pe care le satisface integrala p.(x), sint apropiate de conditiile
lui Cauchy pe care le satisface integrala y,(x), 5i dacd e tinde citre zero,
atunci functia p.(x) va tinde uniform citre y,(x), in orice subinterval
inchis [ay, b, ] continut in (a, b).

Intrucit curba de ecuafie v = y,(x) traverseazd axa Ox In fiecare
din: punictele g, 2,00 = g, rezultd ci oricit de mici s-ar alege niste veci-
ndtidti ale acestor puncte, existd pentru ele un prag E, astfel incit oricare
ar fi numdrul pozitiv ¢ < E, curba integrald corespunzitoare y — p.(«)
sd traverseze axa Ox in fiecare din vecinatafile alese, in cite un punct.
Vom nota abscisele acestor puncte de traversare respectiv cu xj, xjp - 1 A
In afari de aceste ridicini, integrala p,(¥) mai admite riddcina x;,, cu
ordinul de 111u1t1p11c1tate 3, ceea ce se constatd din formulele (22). Rezulta
in definitiv cd integrala p‘E( ) are in intervalul (a, b), ridicina tripld iy
si in plus alte B rdd&cini distincte x, xjp - -, }‘,-B, diferite de x;, si avind
ordine impare de multiplicitate. Pentru aceste § - 1 ridacini, ale integralei
pe(x), sint satisfdcute conditiile (16) si (17) daca se alege p;, = 2 si Py, = pp,—
— = Jgfﬁ =1, si daci se tine seamd ci in cazul 1 considerat, B == — 3.
Se mai constatd cd integrala (Ls( ) nu poate s aibd in intervalul (a, b)
alte rdddcini distincte, decit %, xj --.» Ty CHl Intr-adevir, In caz
contrar, numdrul total al rddacinilor distincte pe care le-ar avea in inter-
valul (a, b) integrala neidentic nuld p.(x), ar i mai mare sau cel putin
egal cu n — 1, si conform lemei 4 ar rezulta cd toate rddicinile ei sint
simple, Aceqsta ar contrazice faptul ci radicina x; a integralei p.(x), este
tripld. In aceste conditii, este valabild pentru integrala p.(x) proprietatea
(19), care afirmi cd toate ridicinile de ordin impar ale unei astfel de inte-
grale neidentic nule, trebuie sd fie simple. Aceastd proprietate este insd
in contradm’ple cu_ existenta pentru integrala p,(x) a raddcinii triple x;,.
Rezulta in definitiv cd rddacina x;, a integralei y,(x), nu poate si aiba
ordinul de multiplicitate mai mare ca 2, si de aici cd m = Py, ¢. e. d.

Cazul 2: o =2, (n = ).

In acest caz, tinind seamd de egalititile (17), precum si de proprietifile
(19) si (20), rezulti cd Bp=n —5. Fie acum numirul v=(n —1) — B —2.
Tinind seami cd B =n — b, rezultd inegalitatea v =2. Vom presupune cd

o
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rddacinile x,;, %,, . .., x,, sint scrise in ordine crescitoare; i ST M K
Alegem in intervalul (_\ m, 0), v mnoduri distincte &, &, ..., &, Intrucit
integrala y,(x) nu are in intervalul (@, b) alte rddécini decit Xy, Kgy oo es ¥
(fapt stabilit anterior), rezultd ca nici unul din nodurile alese %, &,, ..., &,

nu poate reprezenta vreo rdddcind a integralei y,(x).
Fie u(x) o integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care satisface condi-
tiile :
wlxn) = w(x,) =0
w(#,) = wlan) = ... = p(xy) =0 (23)
(61 wE) = ... =p(&) =0

Numdrul acestor conditii de anulare fiind 2 - 8 + v =5 — 1, rezultd
in baza lemei 5 existenta unei astfel de 1'11tegrale neidentic nule, satisfacind
conditiile (23). Aceasts integrald nu pO’l‘tC sd aibd in intervalul (a, b) alte
radacini distincte decit Kjir ppr + o s Xy, Eiv &9y o vvy By, 51 %y, Intr-adevir,
in caz contrar numdirul total al rddicinilor d15t111cte pe care le-ar avea
in acest interval integrala neidentic nuld p(x), ar fi mai mare sau cel pufin
egal cu n — 1, si conform lemei 4 ar re7u1ta cd toate rddicinile ei sint
simple. Aceasta ar contrazice primul sir de egalitdti din (23). Pe de alti
patte, observdm cd conditiile (23), pe care le satisface integrala neidentic
nuld u(x), au forma Loudl‘;nlm (16) si (17) pe care le satisface integrala
vo(%). In aceste c1rcumstan;e sint valabile pentru integrala p(x) proprie-
tatile (19) si ()0) in baza cdrora toate rddacinile integralei pu(x), cu exceptia
raddcinii x;, sint simple, iar rididcina x;, are un ordin par de multiplicitate.
Astfel ajungem la constatarea cd integrala u(x) satisface conditii analoage
conditiilor pe care le satisficea 111tegr'113 vo(x) in cazul 1 tratat anterior.
In baza rezultatelor obtinute cu ocazia tratirii cazului 1, se poate afirma
cd rdddcina pard xy, a 1ntegra1e1 w(x), trebuie sd aibd neapdrat ordinul 2 :

il — i) =10, nf(x =50, (24)

Din cele de mai sus rezultd cd curba integrald de ecuafie Y = p,( %) traver-
seazd axa Ox in fiecare din rdddcinile x, B w05 Epgy S Py ey i
se situeazd de aceeasi parte a axei Ox intr-o vecinidtate suficient de micd
a radacinii x;,

Pe de altd parte, referindu-ne la integrala y,(x), tot in baza pmprle—

tafii (19) putem afirma cid riddicinile impare x,, %, ..., X1 trebuie sa

fie neapdrat simple pentru y(x). Celelalte radicini x;, ;, ..., %, au
ordine pare de multiplicitate i printre aceste ridicini se afld si rddicina
%, care are ordinul m;, satisficind inegalitatea (21). De aici rezulti cd si
curba integrald de ecuatie y = y,(x), traverseazi axa Ox in fiecare din
rdddcinile x;, %, ..., %, 51 se situeazd de aceeasi parte a axei Ox in

vecinidtatea fiecdrei din rddicinile x;, xy, ..., %;,. Tinind seamd de aceste

proprietati stabilite pentru mtegralele w(x) si y( i precum si de faptul
cd toate rdddcinile &, &, ..., &, ale mtegralel pw(x) sint situate in afara
intervalului [x;, 5], rezulti ca daci variabila x creste de la valoarea «
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la valoarea b, atunci cel pufin pentru una din integralele (%) sau — () ['ie un interval Inchis [x;, — &, %, + &,], ales suficient de mic incit

il

sensul de schimbare al semnului ei, in dreptul fiecireia din radicinile sd fie confinut in (@, b) i sd nu confind nici o altd rddicina a integralei
Vi Xjp -5 X va coincide cu sensul de schimbare al semuului integralei vo(x), sau a integralei w(x). Prin felul in care a fost aleasi inte-
Yo(%) in dreptul fiecarei dintre aceste ridicini, S$& notdm cu (x) acea grala {i(x) dintre integralele () 151. — H(xt), rezulta ccela dacd Ve1(::1na-_
dintre integralele u(x) si — w(x) pentru care se realizeazi acest dezi- tatea [xi, — e, %; + ¢,] a punctului x;, este suficient de mica, a tlllCl
derat, adica pentru care — in vecinititi suficient de mici ale numerelor cnr‘pele de ?CPa?“ y =(%) §1 y = (t(x) se vor situa de aceeasi parte a
' Xy Xy ) Xy au loc egalitdtile : axei Ox, adicd va avea loc egalitatea
T - - A
: sgn {yo(%)} = sgu {E(%)}, ve %, — e ¥ + el (259

ve [, — e, ¥, + 5, san Sa presupunem pentru fixarea ideilor, ca p''(x;) > 0. De aici, in baza
‘3 sg1n {[I(l)}: sgn {j’o(ﬁf)}, l """""""""" (25) relatiilor (24) si (25:) rezultd cd sgn {j’p(:\:)r} :*Sgn{fi(ﬂc)} = 1',\ cind
| Xe ['T‘J"ﬁ — &, %z + &g Xe %, — Ciny Un:,-u). $1 cind xe(x;, %, + &,] (fig. b). Vom demonstra in cele
ce urmeazi ci existi un o
N ] } ) ) s 7 prag E,, astfel incit daci /,(u.(x)
Adgr intery ale.[e [%,— &1 %+ &) o0, [%p — o8 %5+ 5] sint alese ¢ satisface inegalitdtile
suficient de mlsi vasltf_el incit sa fie confinute ?An (a, b) si in interiorul lor sa 0<e< E,, atunci in veci- )
nu existe alte raddcini ale integralei v,(x), decit respectiv Xjy Fpor + oo Hyge n#tatea [x;,— i, %o+ i ] Xo
Tinind seamd de faptul stahilit anterior, cd integrala [(x) nu are in curbele de ecuafii y =
intervalul (a, b) alte rddicini distincte decit xy, %y, ..., %y &y, G- -, &, =yo(%) $1 ¥ = ep(#), in
(de ordinul 1), precum si radicina pard x;, rezultd cd egalitatea (25) va zTIa.ra lde pu_n(;tul ip 111
avea loc si in vecindtati suficient de mici ale ridicinilor pare Hiy Kt v o0 g [ ol pIcalllia i cos
. . : SN tact de ordinul 1, se mai
aI:a 111te:gralel glgl%), <l.‘3u edxceppa eventual a centrelor acestor vecinatii. I harsectenzi inincd dons ’
Sja:n?‘lfnn) (::Ll1 ({) ccm‘ta 1le ecuatie ty 5 yﬂo(g) ?11(‘%1‘ (Fe}_t_curba. de ecuatie puncte distincte, traver- o
) e 1(x), unde = este un parametru luind valori pozitive. sindu-se reciproc in ace- Fig. 5
“ Se constatd usor ci existd un prag E,, astfel incit daci ¢ < E, atunci stea din urmd. Intr-
in fiecare din punctele x;, xy, ..., %y curbele (I') si (I,) sd se intersecteze, adevdr, fie &, si £, numere reale, satisfacind inegalitatile :

traversindu-se reAc1pr0(H:. u(A_ce.ast.a afirmatie rez_ulta d111'iap_tul cd numerele Bp =y, = By = T e
Kjpp Fpp + vy %y sint rdddcini simple pentru fiecare din integralele Volx) _— i e L Foar T, B o
si w(x)) Tie & un numdir pozitiv suficient de mic, astfel incit sa [ie satisfacute
- . ; o - s inegalitatile (fig. 6) :
Apoi, alegindu-se niste vecindtati suficient de mici ale rid#cinilor = Bl (e ) e -
pare %, %, ..., %, cu excepfia rdddcinii x;, existd pentru ele un prag sR(E) < l"ﬁ(él) (27)
E, astfel incit oricare ar fi ¢ satisfidcind inegalititile 0 < ¢ < E,, curbele \ (g < ()
(T') si (I';) sa se intersecteze in fiecare din vecinititile considerate, in cite : o .
doud puncte distincte, traversindu-se reciproc in aceste puncte. Dezvoltind functiile yy(x) si ¢ @(x) dupd formula lui Taylor in puulctuul
(I S e . ¢ . ¢ = 5o ooA = " L .. AE S
Referitor la punctul x;, finind seama de relatiile (24) si (21), constal %;, $i finind seama de relafiile (24'), (26), (25') precum si “1(}81; fap;u_u' Ci
tdm urmditoarele : Curba de ecuatie y = [(x) are in x;, un contact de ordinu- m;, > 2, se constatd cd oricare ar fi e pozitiv, intr-o subvecinatate su 101%@
1 cu axa Ox, de micd a punctului x;,, curba y =y,(x) se va situa dedesub‘ttél curbei
; — i ini 5 5 e inega-
Tl e = T ' ‘ v = ep(x) (fig. 6). Tinind seamd de aceastd constatare, precum 51 :
() = p'(¥a) = 0, B"(x) #0, (24') litatile (27), rezulti ci pentru orice e pozitiv, satisfdcind 1_negAa111ziateevl
a , R 2 8 = =i ~ A — ) si v = ew(x) se vor tdia in doud
pe cind curba de ecuatie v = y,(x) are in x;, un contact de un ordin impar e < e= E,, curbele de ecuatii y = ,(x) 5i y (%)

=3 cu axa Oux. puncte distincte din (& &3, traversindu-se reciproc in aceste puncte si

prezentind totodatid in punctul x;, un contact de ordinulul (fig. 6). in_ con-

Yol#u) = yr’](x,-u) i y;(x,-,)) = :;'(xfu) T e = y.(axi"_h(xfn) =10 ) cluzie, $inind seama de cele ardtate anterior, rezulti ci dacd = satisface
(w;) : (26) inegalitatea

Yy s 720 0 < ¢ < min {Ey, Ey, Eg,
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atunci integrala y,(x) — T eo P i g A" pn SLINS : = = . :
L _g Ve(x) Vo(%) cu(x) va avea in intervalul (@, b) rdddcini, Definitia 5. Spunem cd familia Y, posedd proprietatea I’Ef)(a, b)
7 e 9 % e ; 3 » 4
ale provin precum urmeaza : (unde k este un numdr natural satisfdcind inegalitatea k = n — 1), dacd
oricare ar [t integrala neidentic nuld a ecuajrer, care in m puncle distincte

Fiecdrei riddcini x; de ordin par, a integralei y,(x), cu exceptia ridi-

g.‘““t i 11 VOT corespunde pentru integrala ¥, (¥) cite doud ridicini dis-
imcte 4, S1 «.. 3
ok y(®) =yi(m) = ... = Pt Yz =0

Xy, Xy v, Xy din (a, b) satisface condiftile :

Radacinii inla i ;s : - x
adacinii x4, multipld de ordin par = 4 a integralei 910(;1;), ti va corens FOR s _ e ) =0 .
! punde pentru inte- Yi¥e) = Yl Xe (29)
: %(X) grala 373(2:) o rédécinﬁ ......... i L MR (.ﬂ. .—.”. ......
| 1 dubld x,, si alte doud V(%) =y (¥m)= .. =y (25)=0
! g Sl il u ) ]
| raddcini 511111).1‘3 Figs Xiy. unde Py, o « .., P Sint nwmere naturale oarecart, salisfdacind condiftile
i v EfL(x) . An sfirgit, rdda- Tl e |
| ? P00 cinile x, de ordin bt Bt et P E (30)
‘ : impar (simple) ale in- max {py, Py s P} =k
I zfleugr'al_el Yo%) sint ra- atunci din realizarea condifiilor (29) si (30) sd rezulle
! acini simple si pen- (7 @ B :
| tru 573('\,) Wi ("71) F0, ¥ '2(":2) ;fﬂn gy (*‘:m) #+0. (L’I)

Rezulta in defini-
tiv cd integrala ¥,(x)
va avea in intervalul

Pentru a demonstra teorema 1, vom aridta din aproape in aproape ca
in ipotezele acestei teoreme, familia V¥, are proprietatile

. : (a, b adacing (1) (1) @ 2) (k) )
5)1'd111111 2 §i alte 2w —1) +2 + B =22+ p 1‘k’c"1déc)iuf SIiEILnSlCem 1[)(;]1? {I,)(a, b), P(a, b)}, {I;(a b), _PS; (@, B)}, ..., {0 (a b), Py(a, b)}
mtmfltd 200+ B=mn—1, ceea ce se deduce din (16) si (17), tinind - " M e » A Na by, PYadb) 1%, b). (32)
Sear ietati OY 51 e S5 cq Sl A : 2 A2 ] = < : . -

‘ o liiﬁne proprlletaja}e (19) $1 (20) rezultd, c4 ye(¥) are in intervalul (a, b) In acest scop, utilizim principiul inductiei relativ la indicele superior k.
pUymn (n o )+ 1=mn rddécini distincte (dintre care una este dubld). 7 : - a N < e e (1
Atunci, intrucit prin ipotezi familia ¥, are pro atated T B 1 i In primul rind observdm cd pentru familia Y,, proprietafile {I,, (a, b),
in baza lemei 2 ci §,.(x) =0 in 1'11ter\raful (a I;J) icea;t:'d ”Ecqj s pg’l){“' b)}' {Iff’(a, ), I’S?)(a,b)}, care corespunde \’a}orilor k=1 5k=2,
= et LS ; i , 0). std iden itate contra- sint adevidrate in baza afirmatiilor lemelor 4, 5 si 6. Presupunem acum

ﬁlelltare E1 iu ca _%r(_%) *1 J’g(fb)_— Eug:lf) nu se anuleazd in nodurile supli- cd pentru familia ¥V, au loc proprietatile :

BT S G2 .y Gy, al caror numdr v, dupd cum s-a aritat anterior, (1) 1) @) »(2) (h—1)p . - (h—1) ;

satisface inegalitatea v = 2, {I)(a,b), Pp(a,b)}, {I(a.b), PP(a,b)}, ..., {Ii (ab), Py "(ab)} (33)
care corespund respectiv valorilor 1, 2, ..., & — 1 ale indicelui superior,

Rezultd in definitiv cd inegalitatea (21) nu poate avea loc si conform

proprietatii (20), trebuie si aibi loc egalitatea m;, = p,, q. e. d S4 demonstrim ci in aceastd ipotezd, familia ¥, are si proprietatile
on e el

. I(,f")(a, b) si P(,f)(a, b). Vom presupune, in cele ce urmeazd, k > 2. Incepem
: prin a stabili urmatoarea lema :
Vom trece acum la demonstrarea efectivi a teoremei 1. Lema 7. Dacd familia Y, are loate proprietdfile indicate in (33),
- oy . . &

atunct acea familie ave 1 proprietatea I'a, b).

; i T R - )
Pat ; i Y e i s 3 TR Demonstratie. Pentru stabilirea proprietatii I,"(a, b), vom folosi pro-

ntru simplificarea expunerii, didm intii urmitoarele definifii ; cedeul de demonstratie indicat cu Iocazia s‘fabilirii Terel 5

Ly

S4 presupunem prin absurd cd in ipotezele lemei 7, familia ¥, nu ar

Demonstratia teoremer 1.

Definitia 4. Spunem cd familia Y, are proprietatea 1% (a, b) (unde

/] 11444 Tar  as s = e A - + i ' 5 {, % & o .
;afeste’z un numdr natural satisfacind inegalitatea kb = n), dacd acea familie avea proprietatea I',f}(a., b). Atunci, conform lemei 1, ar rezulta cd ecuatia
nare proprietafile Ip . ., p (a,b) referitoare la toate sistemele de numere diferentiald (1) admite cel pufin o integrald neidentic nuld y,(x), care sa
naturale m, py, ps, ..., pm, cave satisfac condifiile : ‘ aibd in intervalul (a, b), m ridédcini distincte %y, %a, ..., &y, avind ordine
B e e ©p de multiplicitate w;, 7, ..., my, astfel incit
1 9 e i = M. = h
Y T ZE Py T = Py, Ty = Dy (351)

X (28)
max (py, o .., pu) = k. unde p,, py, ..., pu reprezintd numere naturale, satisfacind condifiile (28).
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Observiam de la inceput ca pentru demonstrarea proprietatii 1'Y(a, b),
putem presupune cid cel pufin doud dintre numerele p,, p,, ..., pm sint
egale cu numiral k. Intr-adevir, din ipoteza max 105, Dy < i Bmp =08
ce intervine in definirea proprietdtii IY(a, b), rezultd ca cel putin unul
din numerele $,, p,, ..., P, este egal cu k. Apoi daci numai unul din
numerele p,, p,, ..., P, ar fi egal cu k, iar toate celelalte ar fi mai mici
decit k, atunci existenfa unei integrale y,(x) neidetic nule, satisficind
conditiile (29), este in contradictie cu proprietatea P! ~"(a, b), presupusi
de asemenea adeviratd prin ipotezd. In concluzie, pentru demonstrarea
proprietafii Iff)(c;, b), putem deci presupune cd cel putin doud dintre
numerele p,, p,, ..., p, sint egale cu k.

Vom asocia numerelor py, py, ..., P, respectiv numerele pf, 45, ... o,
precum urmeazs

i =

s {75,—, dacd x; si p; sint de aceeasi paritate (35)

pi+ 1, dacd m $i p; nu sint de aceeasi paritate
e=1,2," " m

Considerdm mai departe sirul de numere ${*, $3* ..., p** precum ur-
meazd :

pr— 2, dacd pf > 1 : '
P i ) 6=1,2,...,m) (36)
P71, dacd pf =1 ,
Evident cd girurile de numere {m;, m, ..., 7w}, {pF $5 ..., Bl
{p1*, 15", ..., pm} sint astfel, incit termenii lor de acelasi rang au aceeasi

paritate, in ultimul sir putind si figreze si numdirul zero.

Intrucit, prin ipotezi, cel putin doud dintre numerele L s 8L
sint egale cu k, si intrucit tot prin ipotezd %k > 2, rezulti, tinind seama
de (35) si (36) cd cel putin pentru doi indici ¢ are loc inegalitatea strictd
pr*< p;. De aici, tinind seamd de inegalitafile p}* = bt =1,2, ...,m),
care rezultd tot din (35) si (36), si apoi de prima relatie din (28), rezulta

inegalitatea :
m
E dtEn— 2 (37)
=1
A o . . * A o
Vom imparti mulfimea numerelor p{, p3%, ..., p% in doud submul-
fimi precum urmeaza : vom nota cu iy, 4y, ..., 1, acei indici 7 pentru care
pi* ia valoarea zero, si cu 7y, fs, ..., fp indicii § pentru care $3* ia valori

mai mari ca zero (dacad bineinfeles existd astfel de indici).
Sa notdm cu v, suma acestor numere p;‘.*. Tinind seami de (37),
rezultd in mod evident inegalitatea

":f’l*+?”';*+ +P;ﬁ*§?‘l-—2. (37')

~3
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Fard a restringe generalitatea demonstratiei, putem presupune ci
radicinile %, &,, ..., %, ale integralei y,(x), sint consecutive si satisfac
inegalitdfile x; < %, << ... < %, (aceasta Intrucit numdirul natural m
poate fi oarecare).

Vom alege 1in intervalul (x,, &), #n — v —1 noduri distincte
£, Eoy ooy Ep—y—y, astfel incit nici unul dintre aceste noduri sg”l nu
coincidd cu vreo rddidcind a integralei vy (x), ce s-ar afla eventual in inter-
valul (x,, b). Tinind seamid de (37'), se constatd cd numdrul » — v—1
care reprezintd numdrul nodurilor suplimentare &, &,, ..., £,—y—1, este
mai mare sau cel putin egal cu 1, astfel cd mulfimea acestor noduri nu
este vidi.

S4 considerdm acum radacinile %, xj, ..., Xfgs corespunzatoare numne-

relor p7*, fpz’*, .o, P1F puse in evidentd anterior, si fie w(x) o integrald
1

I %
neidentic nuld a ecuatiei (1), care verifica conditiile :
(%) = 0'(w) = ... = o= (z) = 0
- . — ' == = A (Pf;_]) et O
’](kln} n (xfa) """" Ul (xfs) 5 COl‘lditil' (38)
-q(;::.jﬁ) — -f]'(xjﬂ) ==k = 'q(pfg‘l) (xjﬂ): 0
(&) =) = ...... = n(&r—v-1) =0

in numar de n — 1. Existenfa unei astfel de integrale neidentic nuli, fezulté
din ipoteza ci Y, are toate proprietitile Iﬂ,” (a, D), If,z_)(a, DY ]S, B )(ar,, b)
ce figureazd in (33) si din faptul ci ordinele de multiplicitate
pis B3 -+ ., Py care intervin in conditiile (38), satisfac inegalitatea
max {p}), A1, .. iy =k —1 ‘ (39)

care rezultda din (35), (36) si (28).

intrucit prin ipotezd sint adevarate proprietafile P (a, b),
PP (a,b), ..., P¢ D (a,b), din relafia (39) rezulti ci integrala w(x), pre-
supusd neidentic nuld, satisface relatiile :

1) () # 0, 03 (o) #0, ., 4T (mg) 0
7' (E) F0, 7' (&) F0, ... 0" (Ea—v—1) F0.

Mai rezultd ci singurele raddcini distincte din (a, b) ale integralei 7(x) sint

(40)

numere Xy, ¥y, ..., Xjg; £y Eg -vvy En—y_1.®) Tinind seamd de aceastd
ultimd constatare, apoi de relatiile (38), considerate fmpreund cu (40),

. o v - w #* ¥k ok * %
precum si de constatarea fdcutd anterior cd numerele p1% $3°, ..., 2%

5) Aceastd afirmatie rezultd si din ipoteza c& familia Y, are proprietitile
20 a0), 500 15 (0, 5).
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sint respectiv de aceeasi paritate cu numerele o5 Tos e 5 Ty LEZMILE AN CE
cel putin una dintre integralele n(x) sau — v(x), va avea acelasi semn ca
s1 yo(#), in vecinititi suficient de mici ale punctelor x,, x,, ..., x,, eventual
cu exceptia mijloacelor acestor vecindtati. Vom nota cu 7(x) acea dintre
integralele 7(x) si — 7(x), care satisface la acest deziderat.

In continuare, vom nota cu (I') curba de ecuatie y = y,(x) si cu (T,)
curba de ecuafie y = e7n(x), unde e este un parametru. Ne proptinem si
examindm felul in care se situeazi intre ele curbele (I') si (T,), atunci
cind ¢ tinde citre zero prin valori pozitive,

Observim de la inceput cd oricare ar fi ¢ > 0, curbele integrale (I")
si (I's) nu pot sd coincida identic in intervalul (a, b), intrucit in nodurile
suplimentare &, &,, ..., &,_,_; (al ciror numir este mai mare sau egal cu 1,
dupd cum s-a ardtat anterior) integrala 7(x) se anuleazd, pe cind y,(¥) ia
valori diferite de zero.

Referindu-ne intii la numerele x;, %, ..., %;, constatdm cd ele
reprezintd pentru funcfia yy(x) rdddcini de ordin par. Aceastd afirmatic
se justificd indatd, finind seamd ca pif = pi* = ... = i* =0, precum
si de (39) si (36). Din contrd, functia 7(x) nu se anuleazi in nici unul din
punctele x;, %, ..., ;. Prin felul cum a fost aleasd integrala 7(x) dintre
integralele w(x) si — #(x), rezultd cd in vecinititi suficient de mici ale
punctelor %, %, ..., ¥i, cu excepfia insd a mijloacelor acestor vecini-

tdti, are loc relatia .5
sgn (1)} — sgn {wy(x0)}

Din aceste constatidri rezultd cd dacd parametrul ¢ este pozitiv si inferior
unui anumit prag, atunci in fiecare din vecindtitile respective ale numerelor
Xy Niy - -, %, curbele (I') si (T') se vor intersecta in cite doud puncte
distincte. Vom nota abscisele acestor puncte de intersectie, respectiv cu
7 e Xy Xy
Apoi, referindu-ne la rdddcinile x;, x, ..., Xjp le vom Impirfi in
doud submultimi precum urmeazd. Vom nota cu Ko By oo Bpy acele
1 2 Y

Xip Xy Xpo X

rdddcini x;, pentru care numdrul =; corespunzidtor este egal cu 1, si cu
By Xypig ey xj[‘s acelea, pentru care numarul 7; corespunzator este mai
1 2

mare ca 1.
Observam, finind seamd de (35) si (36), cd au loc egalititile :

*
Wie, = Pig = 81y, = Lig —

......................... (41)
& &
Ty an p];e\, = ?kaY —
De aici gi din (40), rezultd cd numerele x;, , Xjps v -0 ¥j, Teprezintd pentru
1

vo(#) si 7 (x) radédcini simple, si deci cd yg(x) si 7'(x) iau valori diferite de
zero pentru fiecare din ele. Rezultd de aici cd dacd parametrul ¢ > ( este
inferior unui anumit prag, atunci curbele (I') si (T,) se vor intersecta in
punctele Mg P =+ 0 Py traversindu-se reciproc in aceste puncte,
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In sfirsit, referindu-ne la rddicinile rimase Kjgr Fpp v gy obser-
1 2
vdm, tinind seamd de (35) si (36), cd pentru ele au loc relatiile :
**S Gk ' o B _c__ **S _()
O=a =g —d =g = i 2;...,0 <sz5 =y T
care ne aratd (tinind seami de (38)), cd fiecare din numerele x;,, Xjpp oo Ky

reprezintd rdddcind atit pentru functia 7(x) cit si pentru yy(x) — si ci
ordinul uneia oarecare
dintre aceste rida- Yo (¥)
cini, referitor la func-
tia n(x), este mai mic
cu cel putin doud uni-
tati decit ordinul ace-
leiasi rddacini relativ
la functia y(x). Pe de
altd parte, dupid cum
s-a specificat anterior,
numerele p7%, p7*,. ,p}',”;
sint respectiv de ace-
easi paritate cu nu-
merele s T v ch-’a'

(€ (X)

Din aceste constatari,
rezultd urmatoarele :

1°. Oricare ar fi
valoarea parametru-
lui e, funcgiile y,(x)
si en(x) iau wvalor
egale 1In  punctele
."lfj[l_, ,'\:j{ﬂ, S ahen xj!‘s, CcO-

incidenta avind loc
respectiv pina la de-
rivatele lor de ordin
*k ok
Pi—L1 P11, oos
* %
con b, — L
Deci curbele (I') i (L)
vor prezenta in aceste
puncte, contacte de Fig §8
tangentd respectiv de
: LA Ho ok
ordine p7* — 1, pjr 1, sl 1
2° Dacd parametrul ¢ > 0 este suficient de mic, atunci functiile
M —_ . . A A o 2 A, b4
Vo(#¥) i €9 (x) vor mai lua valori egale in incd 23 puncte, situate cite doud
In vecinatidti suficient de mici ale numerelor Mg Ky o+ Fypy - Vom nota

abscisele acestor puncte de intersectie, respectiveux, , x, , x; , &, , 255 ¥,
£ e s 5 s
(fig. 7 sau 8). Aceastd afirmafie se bazeazd pe urmitoarea lemi :
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Lema 8 Dacd dw.'.ci_ fmg.c,fz't' [(%) si g(x) definite intr-un interval
(a, b), au wrmdtoarele proprietdti .

1° admit in (a, b) derivate continue de ordinul p respectiv p + 2k,
wnde k=1,

2°, posedd in intervalul (a, b) o rdddcind comund X, care pentru f(x)
este multipld de ordinul p, iar pentru g(x) este multipld de ordinul b+ 2k,

(p) S, (P+2R) (0 VY 2

3°, sgn {/ (%)} — sen {2 (x)} = 0.

In aceste condifii, fiind datd o vecindtate (x, — 8, x, + 3), continutd
in intervalul (a, b), pentru aceastd vecindtate existi un prag E > 0, astfel
incit dacd parametrul = satisface inegalitifile 0 < ¢ < E, atunci functiile
cf(x) 51 g(x) taun valori comune in cel pugin 3 puncte distincte din vecindtatea
(% — 8, % + 3) consideratd. Unul dintre aceste puncle este x,, in care
curbele corespunzdtoare prezintd intre ele un conlact de tangentd de ordinul
p — 1, iar in celelalte doud puncle de intersectie curbele se traverseazd reciproc.

Demonstrafia acestei leme se face cu ugurintd, dezvoltind functiile
ef(x) si g(x) cu formula lui Taylor in punctul x,.

ik &

Revenind la demonstratia lemei 7, sd considerim functia ;e(x) = Vo(x) —

— ¢7(x), care reprezintd evident o integrald a ecuafiei diferentiale (1) si
care nu este identic nuld in intervalul (a, b), intrucit — dupd cum s-a
ardtat anterior — functiile y,(x) si =% (x) nu pot si coincidd identic in
intervalul (@, b), oricare ar fi valoarea pe care o ia parametrul . Tinind
seamd de constatdrile anterioare, privitoare la comportarea curbelor (T)
si (I'e) Intre ele, ajungem in baza lemei 8 la urmitoarea concluzie, Daci

parametrul = ia valori pozitive, inferioare unui anumit prag E, atunci

integrala 7,(x) se anuleazd pentru urméitoarele valori distincte®) din inter-
ralul (a, ) :

‘Tl:z' .‘\‘,-ln I,-E; .’(,:21 """ ] ,\’f-u; .'\'fu
Xi X e iy
ik Iy » g
Rk (40)
R RS ol S y Korr %
'lj!l 11[|, J:’z’ Iy ‘jfa’ \‘ll,ﬁ

e Mo wrdi

Rédécinile care figureazd in ultimul sir din (42), au relativ la functia ¥,(x),
respectiv ordinele A7, i AT ﬁj,f,*a. Tinind seamd de (39), rezulti ci
aceste ordine sint cel mult egale cu numdirul & — 1.

Se constatd apoi cd numdrul total al conditiilor de anulare a integralei
Va(%), corespunzitoare riddcinilor din (42), este mai mare sau cel putin
egal cu suma :

N =2a+y+25+pfy + i+ ... + 2] (43)

8) Valorile scrise in primul i al treilea gir depind de «.
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&

Vom ardta cd aceastd sumid este mai mare sau cel pufin egali cu n.
Intr-adevdr, tinlnd seami de faptul ci numerele pi* p3*, ..., i sint
toate egale cu zero (prin ipotezd), rezultd din (36) cd numerele g}, pf, . . . , i,
sint toate egale cu 2, §i apoi din (35) — cd numerele ¢;, $;, ..., i, sint
mai mici sau cel mult egale cu 2. Din aceastd ultimd afirmatie rezultid
inegalitatea

2002 Py, + it o Py (44)
In continuare, din (41) rezulti egalitatea :
Y =Pl T B T e Tl (45)
si in sfirsit, din (36) rezultd inegalititile :
PR =2 PREHL % Bl EE, —2 ()
Adunind membru cu membru inegalitatile (46), obfinem :
PP B Bt e B, (D)
Apoi, finind seamd de inegalitafile 7 = p; (¢ = 1,2, ..., m), care rezultd
din (35), se deduce din (47) inegalitatea : :
S v MR/ JAE P TRV Y S ('

Adunind membru cu membru inegalitdtile (44), (45), (48) obtinem inegali-
tatea :

NE@futtat .o+ i) + @i +Bpp+ - + by ) +
+ (Biy, + biy, + -+ + bay) (49)

Cum insd printre indicii 45, 4y, ..., 1} W il om -jky Fhi e
figureazd fiecare din indicii 1,2, ..., m, o datd si numai o dati, rezulta
cd expresia din membrul doi al inegalitatii (49) reprezintd suma numerelor
pi corespunzatoare tuturor riddcinilor x;, %, ..., %, considerate, ale
integralei y ().

Astfel inegalitatea (49) se transcrie :

NZp +pp+t -+ pm (49)

Conform insd primei relafii din (28), rezulti cd suma din membrul drept
al inegalitatii (49’) este egali cu numdirul n, astfel cd inegalitatea (49)
devine N =, sau, tinind seamd de (43):

N =2a+y+23 45 + 25 + ... + 27 En. (50)
In definitiv se obtine urmitorul rezultat :

Integrala neidentic nuld 5(x) a ecuatiei diferentiale (1), se anuleazi
in intervalul (a, 3), cel putin pentru valorile indicate in tabloul (42) — toate
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aceste valori fiind distincte. Raddcinile x;, a7, ..., Xy, care figureaza
1 1
in ultimul gir din (42), au relativ la integrala J_(x), ordinele de multiplicitate,
respectiv ¢ }'f*, s A p}r"‘ﬁ, satisfacind inegalitatea
1 ) :

max {p}, Bl s 15}‘,,*6} =5 ],

10 Piy

care rezultd din (39). Celelalte radicini ale integralei ¥,(x), care figureazi
in tabloul (42), au ordine mai mari sau cel putin egale cu 1. Are loc de
asemenea inegalitatea (50).

Tinind seamd de lema 1, aceste rezultate obtintite cu privire la integrala
Ve(¥) sint in contradictie cu ipoteza cd familia Y, posedd proprietatile
M(a, ), I9(a,B), ..., I¥a,b).

Rezultd in definitiv ca daca familia ¥, are proprietitile (33), atunci
Y, are si proprietatea rik (a, b).

In continuare, vom demonstra urmdatoarea lemi :

Lema 9. Dacd familia Y, are loale proprietitile indicate in (33),
atunci acea familie are si proprietatea P (a, ).

Demonstratie. I'ie yy(x) o integrald neidentic nuld in (a, b), a ecuatiei
diferentiale (1), care in m puncte distincte x,, x,, ..., ¥, din intervalul
(@, b), satisface condifiile (29) si (30). Sd notdm cu my, w,, ..., Ty ordinele
de multiplicitate ale rddicinilor x;, %, ..., &, ale integralei y,(x). Vrem
sd demonstram cd in ipoteza ci Y, are proprietitile (33), au loc relatiile
(31), adica egalitatile

T =PL T =P ooy T = P
Observam de la inceput ca integrala y,(x) consideratd, nu poate avea
in intervalul (@, b) alte rddicini, in afard de =%, x,, ..., %, intruecit in

caz contrar s-ar contrazice afirmatia lemei 7. Vom presupune in cele ce
urmeazd cd %; < X < ... < Xm.
Cu aceste precizdri, vom demonstra futli ci :

In ipotezele adoptate, numerele w,, T, ooy Tm $1 | (51)
P1s Pas «« oy P Sint respectiv de aceeasi parvilale. |

In acest scop, considerdm integrala F,(x) = yo(%) — 7(x), unde
v,(%) este integrala aleasd anterior, iar 7(x) este tot o integrald a ecuatiei
diferentiale (1), construitd relativ la ridacinile x;, %,, ..., 4, ale integralei
yo(x), dupd procedeul utilizat anterior in demonstratia lemei 7. Vom jine
totusi seamid de urmitoarele deosebiri referitoare la integrala y,(x), care
au loc in cazul prezentei leme,

Intii, este de remarcat cd in locul primei egalititi din (28), se considera
in cazul de fatd egalitatea ¢, + Py + ... + P = n — 1, dupd cum se
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indicd in (30). Apoi, din a doua relatie (30) rezulti ci cel putin unul din
numerele p,, Py, ..., Pm este egal cu numarul k. Aici, spre deosebire de
cazul lemei 7, vom lua in consideratie si cazul cind numai unul din nume-
rele p,, Py, ..., Pm este egal cu numdrul %, toate celelalte fiind mai mici
decit k.
Intrucit prin ipotezi avem k > 2, rezultd, t{inind seami de (35) si
(36), cd cel pufin pentru unul din indicii 7, are loc inegalitatea strictd
I < $;. De aici, tinlnd seama de inegalitatile * = p;,, 1 =1,2, ..., m),
care rezultd tot din (35) si (36), si apoi de prima relatie din (30), deducem
m
inegalitatea ¥, pi* =n — 2, din care rezulti in mod evident inegalitatea :

=1

=it + B+ R E 2 (52)

Aceasti inegalitate este analoagd inegalitdtii (37’), stabilita cu ocazia
demonstririi lemei 7. Intocmai ca acolo, se aleg dupd voie n — v — 1
noduri distincte £, < &, < ... < &,y din intervalul (x,, b). Tinind
seamd de (52), numirul acestor noduri suplimentare satisface inegalitatea
#— v —12=1. Pentru cele ce vor urma, este util si relevim faptul ca
integrala y,(«), nu se poate anula pentru nici una din valorile &, &, .. ., o A
alese, intrucit — dupid cum s-a aritat anterior — aceastd integrald nu
are in intervalul (a, b) alte rddécini in afard de %, %5, ..., ¥n.

in continuare, vom considera o integrald neidentic nuld 7 (x), care si
satisfacd conditiile (38) referitoare la radacinile x;, %5, ..., ¥m ale inte-
gralei y,(#), si referitoare la nodurile &, &, ..., &,—y—; alese. Ca si in cazul
lemei 7, se aratid cid in ipotezele adoptate, cel putin una din integralele 7(x)
sau —n(x) va avea acelasi semn ca si y,(x) in vecinitdfi suficient de
mici ale punctelor x,, %, ..., %, eventual cu exceptia mijloacelor
acestor vecindtdti. Notind cu 7j(x) pe aceea care satisface acest dezi-
derat, vom considera 7,(x) = yo(%) — £7(x). Se constatatd de asemenea
cd oricare ar fi valoarea parametrului e, functiile y,(x) si =7(x) nu
pot fi egale identic in intervalul (a, b), si deci integrala ¥,(x) nu poate fi iden-
tic nuld in acest interval. Tot ca si in demonstrafia lemei 7, se aratd cd daca
parametrul ¢ este pozitiv si inferior unui anumit prag, atunci integrala
¥e(¥) se va anula in niste puncte distincte din intervalul (a, b), indicate in
tabloul (42). Ridicinile care figureaza in ultimul gir din (42), au relativ
la integrala 7 (#), ordinele de multiplicitate pj’, 3., ..., pf,’;.Dupﬁ cuin
rezulta din (39), aceste ordine satisfac relafia

ok *k #ok e |
max {p;,, Py, oo ?5!;5} =k — 1 (53)

Se constatd ci numirul conditiilor de anulare a integralei y,(x), corespunzi-
toare riddcinilor scrise in tabloul (42), este cel pufin egal cu suma

N =2a+y+25+p+pf; + .. + 2] 15

(3

3 — Studii §i cercetdri de malematicd
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Se aratd, la fel ca in demonstratia lemei 7, cd au loc inegalitatile (44), (45),
(46), (47), (18), (49), precum si inegalitatea

A72p1+¢)2—}—,__+1)1” (55)

care este analoagd inegalitdtii (49'). Din acestd ultimd inegalitate, tinind
seamd de prima relatie din (30), obfinem inegalitatea

Nzapg—1. (56)

Trecem acum la demonstrarea ¢fectivd a proprietdtii (51). Presupunem

prin absurd contrariu, cd printre rddacinile x,, %5, ..., %, ale integralei

vo(¥), ar exista cel pufin o rdddcind x. pentru care numerele p, si m, cores-

punzatoare ar fi de paritdtii diferite.

Tinind seaméd de relafia de definitie (35), rezulta ca

P =l (57)

si intruclt p. = 1, rezultd din (57) cd pf = 2, si apoi din (36) ci
=P —2 =41

4 v v . i = *
Se pot prezenta urmitoarele doud cazuri, dupd cum p%* = 0 sau 7" > 0.

(58)

Cazul 1: pt*=0. In acast caz, din (58) se deduce egalitatea
P = 1. (59)

Pe de altd parte, intrucit am presupus cd p¥* = 0, rezultd ci indicele
v reprezintd unul din indicii ¢, 75, ..., 4. Apoi tinind seama de faptul ca
numerele pf%, p7%, ..., pi7sint toate egale cu zero, rezultd din (36) cd nume-
rele pi,, pf, ..., pi, sint toate egale cu2, si din (35) — ci numerele p;, p,. . .
-+, Pi, sint mai mici sau cel putin egale cu 2. De aici, tinind seami si de
egalitatea (DY), rezultd inegalitatea strictd

P R R o S N (60)

analoagd inegalitatii (44), cu deosebirea ci in locul semnului =, figureaza
in cazul de fatd semnul inegalitatii stricte.

Urmind rafionamentul care ne-a condus de la egalitatea (43) la ine-
galitatea (49'), ajungem la concluzia ci in cazul de fatd, datoriti inegali-
tatii stricte (60), in relatia (49') va figura semnul inegalititii stricte, in
locul semnului =. Astfel se va obtine in definitiv inegalitatea stricta
N > p; 4+ ps+ ... + pm din care, tinind seama de prima relatie din
(30), va rezulta inegalitatea

N>n-—1, (61)
e = L . X
care ne aratd cid numdrul conditiilor de anulare pe care le satisface inte-

grala neidentic nuld ¥,(x), referitor la rddicinile indicate in tabloul (42),
este mai mare sau cel pufin egal cu #n. In acelagi timp insd, are loc si relatia
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(03). Conform lemei 1, aceastd situafie este in contradictie cu proprieti-
tile 1%(a, b), 120, b), ..., 1% Ya, b) ale familiei Y, presupuse adeva-
rate prin ipoteza. '

Cazul 2: p* = 1. In acest caz, din (58) deducem ci #, = 2 si de aici,
a fortiori, inegalitatea =, = 2. Conform precizirilor anterioare, rezultd ci
indicele © reprezintd unul din indicii j,, 74, ..., li5- Apoi, in altd ordine de
idei, tinind seamd de egalitatea (57), precum si de inegalititile pf = p;
(t=1, 2,...,m), care rezultd din (35), deducem prin adunare membru
cu membru a inegalitatilor (46), urmadtoarea inegalitate strictd :

WA B Bt H B by bt Ty, (62)
analoagd cu inegalitatea (48).

Urmind rationamentul care ne-a condus de la egalitatea (43) la ine-
galitatea (49'), ajungem la concluzia ci datoriti inegalititii stricte (62),
va avea loc in locul inegalitdfii (49°), inegalitatea strictd N > p, + ps +
+ ...+ pPm, 5iin baza primei relatii din (30) — inegalitatea strictd N > n— 1.
Aceastd inegalitate ne aratd ¢a numirul conditiilor de anulare pe care le
satisface integrala neindentic nuld 3,(x), referitor la ridicinile indicate
in tabloul (42), este cel putin egal cu n. Insd in acelasi timp, are loc si relatia
(03). Aceastd circumstantd este in contradictie cu proprietitile I')(a, b),
[(,?)(a, D) i If,k_”(a, b) ale familiei V,, presupuse adevirate prin ipotezi.

In concluzie, intrucit cele douii cazuri epuizeazi toate cazurile posi-
hile relative la p}*, rezulti din examinarea lor proprietatea (51), q.e.d.

g

In continuare, considerim o integrald neidentic nuld y,(x), a ecuatiei
(1), care in m puncte distincte x,, %,, ..., X, din intervalul (a, b), satis-
face conditiile (29) si (30). Notim respectiv cu 7, w, ..., m, ordinele de
multiplicitate ale rddicinilor =x;, #,, ..., ¥, ale integralei y,(x). Vom
demonstra urmitoarea proprietate :

Dacd familia Y, are proprietdtile (33), alunci in ipoteza cd inte-
grala yy(x) satisface conditiile (29) si (30), rezultd cd aceastd inte- (67)
grald satisface relatiile (31).

Pentru a demonstra aceasti proprietate, si presupunem prin absurd
ci yo(x) nu ar satisface relatiile (31). Atunci, cel pufin pentru una din
rdddcinile x; (¢ =1, 2, ..., m), va avea loc inegalitatea strictd =; > 2.
Pentru fixarea ideilor, vom presupune cd aceastd rdddcind corespunde
indicelui 1, adici

™ > Pi. (68)

In aceste ipoteze, observim de la inceput ci dacd p, < k, atunci,
tinind seama de (68), vom putea considera referitor la rdddcina x;, in locul
numdirului $;, numérul p, - 1 (care este mai mic sau cel mult egal cu #),




—m—
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gi prin aceastd inlocuire, suma ce figureazi in prima relatie din (30) va fi
egald cu n. Astfel, conform lemei 1, s-ar contrazice proprietatea If.'f”(a, b)
a familiei Y, proprietate asigurati de lema 7.
Rezultd in definitiv inegalitatea p, = %, si cum prin ipotezd are loc
a doua relatie din (30), rezulti egalitatea
pr = k. (69)

Tinind seamd de relatiile (68) si (69), rezults inegalitatea strictd m; > &
$i apoi, tinind seamd de proprietatea (51) stabilitd anterior, va rezulta ine-
galitatea

=R+ 2 (70)

In ceea ce priveste numirul %, observim cid neapidrat trebuie si

aibd loc inegalitatea
E=n—3, (71)

intrucit, in caz contrar, adicd in cazul 2 > »n — 3, ar rezulta din (70) ci
7w > n — 1 si deci cd x; este o rddidcind multipli de ordin cel putin egal
cu 2 pentru integrala vy,(x). Acest rezultat ar fi insad incompatibil cu ipo-
teza cd y,(x) nu este identic nuld in intervalul (a, b).

Referitor la ordinele =, w, ..., ©, vom distinge urmditoarele doud
cazuri.

Cazul 1: m=k+2; Ta=ms= wiv=mm=1 (2 < k& n—3)
In acest caz, in fiecare din punctele x,, %, ..., %, curba de ecuatie
¥ = Yo(%) va traversa axa Ox, intrucit funcfia y(x) fsi schimbéd semnul
in aceste puncte. Fie ¢ un numér real nenul si fie p,(x) integrala ecuafiei

(1), care satisface in punctul x;, urmdétoarele condifii ale lui Cauchy :
we(1) = ¥o(21) = 05 p (%) =y (%) =05 ..

() ) N (le+1)
obe (%) =y07 (%) =05 pe " e;

2 k —1 —1)r..
[J-(sk+ﬂ(x1) — 3’E)(+2}(x1) yoee s Ii(e” )(-"51 = f"}lu )(11)-

(72)

%) = €;

Spus in cuvinte, integrala p,(x) satisface in punctul x, aceleasi condifii
ale lui Cauchy ca si yo(x), cu exceptia derivatei de ordinul %+ 1, care ia
valoarea €0 in cazul funcfiei p,(x), pe cind in cazul integralei y,(x)
aceastd derivatd ia valoarea zero.

Dacd parametrul = este mic in valoare absolutd, atunci condiiile
lui Cauchy pe care le satisface integrala p,(x) sint apropiate de conditiile
lui Cauchy, pe care le satisface y,(x), si dacd e tinde citre zero atunci
(%) va tinde uniform citre y,(x) in orice interval inchis [ay, b;], con-
tinut in (a, b).

Intrucit- curba de ecuafie y = y(x) traverseazi axa Ox in punctele
Xy, Xgy + .+, %, rezultd ci oricit de mici s-ar alege nigte vecinititi ale acestor
ridicini, va exista pentru ele un prag E, astfel incit oricare ar fi numérul ¢
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satisfdcind inegalitdfile 0 < ¢ < E, curba integrald y — te(%) corespunzi-
toare numdrului ¢ astfel ales, si traverseze axa O in fiecare din vecinititile
alese in cite un punct. Vom nota abscisele acestor puncte de intersectie
Ul X, ¥z --., xm. 10 plus, dupd cum se constati din relatiile (72), inte-
grala p,(x) mai admite rddicina x,, cu ordinul de multiplicitate & + 1.
Rezulta deci cd integrala p,(¥) are in intervalul (a, b) rddicina = Ay
multipld de ordinul 2 + 1 si alte m — 1 ridécini distincte Carmmyr e o
diferite de x, gi avind ordine impare de multiplicitate. Pentru aceste m rada-
Cil xy, %y, ..., x, ale integralei p,(x), sint satisficute conditiile (29) si

(30), relativ la integrala y,(x) cu numerele p; =k, p, = p, — ... = p, =1,
aceasta intrucit au loc egalititile p;, = p;, p, = Pas = vvs P = Pm, care re-
zultd din (69), precum si din ipoteza my =my = ... =7, = 1, specifica

cazului considerat. Insi ordinul de multiplicitate al ridZicinii %, relativ
la integrala y,(x) este prin ipotezd 7, = £ + 1, dupd cum aratd egalitatea
(72). Rezultd deci ci pentru ridicina x, a integralei p,(¥), numerele p, = k
$i m =k +1 sint de paritati diferite. Acest rezultat contrazice insd proprie-
tatea (D1) stabiliti anterior. Contradictia provine din ipoteza falsd (68).
Prin inliturarea ei, rezultd afirmatia (67), q.e.d.

Cazul 2 : 7, = k 4+ 2; max {m,, w0, oor e Timg = By W2k === 2.
Intocmai ca mai sus, vom presupune prin absurd ci cel pufin pentru

una din rdddcinile %, (¢ =1, 2,...,m), are loc inegalitatea m; > $;.
Pentru fixarea ideilor, vom presupune ci aceasti riddcini este x,, adici
are loc inegalitatea (68).

Vom asocia numerelor py, pg, ..., Py (cu exceptia lui p, — k), respec-
tiv numerele p3*, $3%..., pi definite de relatiile (35) si (36). Din aceste
relafii §i din proprietatea (51) stabiliti anterior, rezult :

pi —2, dack $;> 1
?t, dacé p,j= 1

Sd ardtdm cd in ipotezele adoptate, cel pufin pentru unul din indicii
t =2, 3, ..., m are lo¢c egalitatea pf* = p,— 2. Intr-adevir, tinind seami
de (73), va fi suficient si aritim cd cel pufin unul dintre numerele
P Pa o -y P este mai mare ca numéirul 1, adicd

max {py, ps, ..., Pm} = 2. (73°)

S54 presupunem prin absurd ci p,=p3= ... = p, = 1. De aici,
conform proprietitii I%(a, b) a familiei ¥, (proprietate stabilitd de lema 7),
rezultd neapirat egalitifile m, =m; = ... =, = 1, care contrazic ipo-
teza max {r,, 7w, ..., rcm} = 2, specificd cazului considerat. Rezulti deci
cd cel putin pentru unul dintre indicii 7z =2, 3, ..., m are loc egalitatea

i* = pi— 2. De aici si din (73) rezultd inegalitatea

e

i =

=23 . m) (73)

m

Vit 3PS i A (;2?5) -2 (74)
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Tinind seama de egalitatea p, + p, + ... + pn =n — 1 din (30), rezultd
din (74) inegalitatea ‘

m

v = + Ezp;-“* =n—3. (75)
=
Presupunind ca raddcinile %, x,, ..., %, ale integralei yo(x) considerate,
satisfac inegalititile
ym=sty, S 22 Ky (76)

vom alege in intervalul (x,, b), # — v — 1 noduri distincte

P

EI: E.:g; ..... 3 Qu-—v—]- (77)

.

Tinind seama de (75), rezultd inegalitatea n — v — | Z 2, care ne arati ci
mulfimea nodurilor suplimentare (77) nu este vida.

Fie acum 7 (¥) o integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care si satis-
facd urmitoarele conditii:

(%) = '(x) = ... = 1¢(x) =0

(%) = ..o =290 (g) =0

a0 Uy

(78)
W= s sen = i e

) = (B = 5e s e ) sy

Dintre aceste conditii, acelea care corespund numerelor x; pentru care
i* =0, nu au sens si in consecintd vom face abstractie de ele. Tinind seamai
de (69) si (74), se constatd cd numdirul conditiilor de anulare din (78) este

egal cu
Cm

k + (2 ;b}”"] +rn—v—1l=v+4+mn—v—1)=n—1. (79)

=2
Mai observdm cd cel mai inalt ordin de derivare care intervine in (78) este
egal cu numérul & — 1, ceea ce rezultd din (73) si din a doua relatie din (30).
= e b el e S . ”
Conform proprietitii I'P(a, b) a familiei ¥, (stabilitd in lema 7), rezulta
existenta unei astfel de integrale neidentic nule 7(x), care si satisfacd
conditiile (78).

Vom imparfi mulfimea radacinilor x,, x,, ..., %, in doui categorii,
precum urmeazd : Notdm cu %, %, ..., x;, acele rdddcini r;, pentru
care numdrul p;, corespunzitor satisface egalitatea p; = 17, si cu Ky By

-, %y, acele raddcini x;, pentru care numirul corespunzidtor p; satisface

7) Multimea acestor riddcini ar putea si fe vida,
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inegalitatea p;, > 1. Kvident c¢d « + f =m — 1, intrucit nu s-a luat in
seamd rddidcina x;. Tinind seami de formulele (73), obtinem egalitifile

M= =1; B% = = ﬁ:ZPr‘u:I
el FE T e TR

Din aceste egalitdti, {inind seamd de a doua relatie din (30), rezultd relajia
=

(80)

max {pir, Pt ... BI BRI OR PR =k —2 (81)
Vom ardta acuma cid au loc relatiile :
10 (@) #0, 0P (m) #0 ..., lMed(m,) # 0 (32)

AP () #0, 4@ () %0, ..., 0l () # 0.

Intr-adevidr, neindeplinirea unei relafii oarecare din (82) ar contrazice
proprietatea I'¥(a, b) a familiei ¥, (adevidratid in baza lemei 7), deoarece
numirul conditiilor de anulare din (78), pe care le verific integrala neiden-
tic nuld 7 (x), este egal cu n — 1, si deoarece are loc relagia (81). Tinind
seamd de (80), relatiile (82) se transcriu :

W) #0, () FO, ..., n(m)F0 o
—2 py—2 ; Pyo.—2
2 () #0, 4T () #0, o T () 0.
Aceste relatii impreund cu egalitatile (78) ne aratd ci, referitor la integrala
n(x), rdd3cinile Kiw, Ko vovny Wi sint simple, iar x;, vy, .. .y ¥y A1 respectiv
ordinele £y — 2, $, — 2, ..., #p, —2.%

Referindu-ne la integrala y,(x¥) si tinind seamd de egalitdfile
pi, = piy= ... = Py, = 1, deducem pentru aceleagi motive ca mai sus,
relatiile :

yolw) #0, yow) #0, .. .., yylm) £0,
care ne arati cd rdddcinile x;, x4, ..., x;, sint simple relativ si la inte-

grala y,(x).

Apoi, in baza proprietitii (51) stabilitd anterior, rezultd ca ordinele
de multiplicitate =, my, ..., wy, ale riddcinilor %, ¥, ..., %, relativ
la integrala yy(x), sint de aceeasi paritate cu numerele p;, py, ..., Py
si tinind seama de relatiile (78), (80) si (83), rezultd ca ele sint de aceeasj
paritate cu ordinele acelorasi radacini xy, %y, . . ., % relativ la integrala »(x).

Tot in baza proprietatii (51), se constatd cd ordinul de multiplicitate
al ridacinii ,, referitor la integrala y (x), este de aceeasi paritate cu numa-

¥) Numerele x; pentru care pf* = 0 nu sint riiddcini pentru 7(x),
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rul p,, care in baza egalitdtii (69) este egal cu k. De asemenea, ordinul de
multiplicitate al aceleiagi rddacini «x,, referitor la integrala 7 (x) este de
aceeasi parltate cu numdrul p corespunzitor, care, dupi cum ne arati
prlmul sir de egalitati din (78), este egal cu k. In concluzie, rezulti ci ordi-
nele de mu1t1phc1tate ale rdddcinii x,;, relativ la cele dous integrale yu( )
si 7 (%), sint de aceea§1 paritate intre ele.

Am obtinut in definitiv urmitorul rezultat :

Ordinele de multiplicitate ale rddicinilor x,, %,, ..., ¥m, relativ la
integrala v (x), sint respectiv de aceeasi paritate cu ordinele acelorasi ra-
décini, relativ la integrala yo(%).

in altd ordine de idei, constatim ci integrala neidentic nuli y,(x)
nu poate avea in intervalul (cz b) alte riadacini decit xy, %y, ..., ¥m Intru-
cit in caz contrar, tinind seama de relatiile (29) si (30), s-ar contrazice proprie-

tatea % (a, b) a familiei ¥, proprietate adevirata in baza lemei 7. Pentru
aceleasi motive, integrala neidentic nuld 4 (x) nu poqte avea in intervalul

(a, b) alte ridicini decit Hits Moy ooy oy EJ. Eo. weey By
Din toate aceste concluzii, {inind seami inci de faptul cd toate rada-
ciniles &, 8, ey B o ale mtegralei 7 (¥) sint situate in afara interva-

lului [, %m)], re?ulta cd dacd se considerd integralele q( ) si — (%),
atunci una dintre ele va pédstra in vecinititi suficient de mici ale ridaci-
nilor %, %,, ..., X, acelasi semn ca si 111tegra1d Vo(#) (cu exceptia, eventual,
a mijloacelor acestor Vecmatati) Integrala care satisface acest deziderat
o vom nota 7 (x). Deci % (x) este neidentic nuli, satisface conditiile (78)
si in plus egalitatea
sgn {7 (x } = sgn {y,(x)},

valabild in vecindtati suficient de mici ale punctelor x,, %, ..., ¥, cu
exceptia eventual a mijloacelor acestor vecinititi.

Considerdm acuma curba integrald (I') de ecuatie y,(x), si curba inte-
grala (I",) de ecuatie y = g7 (x), unde ¢ este un parametru, luind valori
pozitive. Vom examina in continuare felul in care se situeazi intre ele

curbele (I') si (I'y), atunci cind ¢ — 0F
Referindu-ne intii la numerele x;, #;, ..., si tinind seama de

faptul stabilit anterior, ci aceste numere sint radaclm simple atit pentru
7 (%) cit si pentru y,(a ), rezultd cd dacd parametrul ¢ ia valori pozitive,
mfenoare unui anumit prag E,, atunci curbele (T) si (T ) se vor traversa
in punctele x;, %, ..., %;, (fdrd sa fie tangente intre ele in aceste puncte).
In continuare, referindu-ne la radicinile Kpy Hpy o o0y Hpg) si tinind
seamd de relatiile (29), (78) si (83), ajungem la urmitoarele concluzii :
1°. In punctele Xpy Xy - o %pp curbele (I') si (L) prezintd contacte
de tangenti, respectiv. de ordine p, —3, p, —3, ..., bjy — 3, adicd
functiile yo(x) si n(x) coincid in aceste puncte, respectiv pind la deriva-

tele lor de ordinul — — 3 o — 3, inclusiv.?)
P Je 2 fﬁ )
¥) Prin ipotezd numerele p,, p,, ..., p, sint mai mari sau cel putin egale cu 2. In cazul
P v Py ip put £

cind vreunul dintre aceste numere, de exemplu Py, este egal cu 2, rezultatul de mai sus
trebuie interpretat astfel: Curba (I') are in punctul corespunzitor #; un contact de ordin
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2°, Dacd parametrul ¢ este suficient de mic, atunci finind seamd de
faptul cd ordinele de multiplicitate m;, =, ..., mj, ale rddicinilor
Bp Ky« - o Hjg relativ la integmla vo(#), sint respectiv de acecasi pari-
tate cu ordinele p;, — 2, p;, — 2, ..., P, — 2, ale aceloragi rddicini rela-
tiv la integrala #(x), si tinind de asemenea seamd de inegalitatile
stricte m;, > p;, — 2, 7w > P — 2, ..., T > Py, — 2, va rezulta in baza
lemei 8 cd dacid parametrul = este pozitiv si inferior unui anumit prag
E,, atunci in vecindtiti date, suficient de mici, ale punctelor Hjp Xjay «+ o Xpp»

curbele (I‘) si (I,) se vor mai intersecta in niste puncte y %y ;1, Kjp Xjp o
i ;\, o ;Lj, diferite intre ele gi diferite de %y, %3, ..., Xy traversmdu—sc

1e<.1pr0c in aceste puncte. _

in sfirsit, referindu-ne la rddacina x,, din (68), (69) si (78) deducem
ci oricare ar fi valoarea pe care o ia parametrul e, curbele (I') si (I'¢) vor
prezenta in acest punct un contact de ordin cel pufin egal cu A

In concluzie, tinind seamd de cele constate mai sus, ajungem la trmi-
torul rezultat :

Dacd parametrul € > 0 este suficient de mic, atunci integrala () =
= yy(¥) — 7 (%) a ecuatiei diferentiale (1), va admite in intervalul (a, b),
in afard de r3dicina x;, multipld de ordin = &, si urmitoarele 1adacuu

distincte :

Kiyy Xty oo 0m e » Xig
:lfh Kfgs + v v 0o , xjﬂ (84)
l\fjlj xh: sz :\’J,B, ...... y xfﬂ" xjﬂ

avind ordine de multiplicitate respectiv mai mari sau cel pufin egale cu
numerele

e e A
P2 P— 2 e y by — 2 (85)
(P 0 1) ROt LR
Suma numerelor care figureazd in (85) este egald cu
S =+ Pt bt oot By

si $inind seama de primele relatii din (80), apoi de prima relatie din (30)
precum si de egalitatea (69), rezulti pentru suma s egalitatea
8 = (f)fj+ 131'3 _|' viee + p'.q) (pfl—i~ pfl L) + pjﬁ) = (86)
=n—1—p,=n—1—"r.

Referindu-ne la radicina x, a integralei 7(x) si finind seama de con-
ditiile (78) pe care le S'LtlsfaLe aceastd integrald, distingem urmitoarele
doua subcazuri dupa cum q ( x) se anuleazi sau nu pentru valoarea x = .
7T, — 1 cu axa Ow, unde 7t, este un numir par mai mare sau cel putin egal cu 2, iar curba

1 - A o s
(I'y) nu se intersecteazd cu axa Ox in vecindtatea acestui punct Kio sitnindu-se fatd de aceasta

axd de partea in care se situeazd curba (T').
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Subcazul 1. 9(%) =7'(%) = ... = 7% Vx) =0; 7%(x,)*0.

_ In acest subcaz, dacd se tine seamd de inegalitatea m, = k& + 2 din
(70), precum si de ipoteza specificd cazului considerat, se constatd ci curbele
(I') s1 (I's) prezintd in punctul x, un contact de tangentd de ordinul # — 1
(adicd coincidenta functiilor yy(x) si 7 (%) in punctul ¥ — %, se realizeazd
pind la derivatele lor de ordinul k — 1 inclusiv. Apoi, finind seamd de
faptul stabilit anterior ci numerele x;, (m, = & 4 2) si k, care reprezinta
respectiv ordinele de multiplicitate a radicinii x,, relativ la integralele
vo(%) si n(x), sint de aceeasi paritate, se deduce in baza lemei 8 c3 dacs
parametrul e ia valori pozitive, inferioare unui anumit prag E,, atunci
In vecindtatea punctului x; curbele (I') si (I',) se vor intersecta in inca
doud puncte distincte y, 57 x; din intervalul (a, b), diferite de ¥, 51 de punc-
tele din (84). Tinind seami de acestea, rezulti in definitiv ci daci para-
metrul e ia valori pozitive si suficient de mici, atunci integrala ¥ .(x) =
= Yo(¥) — en(x) satisface referitor la punctele x,, x,, x, i la punctele
d.m (84), un numir de s + & + 2 conditii de anulare, adici, tinind seams
gside (86), un numdrde (n — 1 — %) + k +2 = + 1 condijci'i de anulare.
;11trucit insd ¥,(x) nu poate fi identic nuld in intervalul (a, b), oricare ar
fi €50 (ceea ce se deduce finind seami ci y,(&,) 0 si (&) =0), ar
rezulta din cele de mai sus ci familia ¥, nu ar avea proprietatea If,k)(ct, b).
Acest rezultat ar contrazice afirmatia lemei 7. Ajungem astfel la concluzia
cd in ipotezele lemei 9, subcazul 1 nu poate avea loc.

Subcazul 2: (%) =7'(%) = ... = ﬁ”"—”(x]) = " (%) = 0.

Vom ardta intli c¢d in acest subcaz, in ipoteza ci familia ¥, are toate
proprietitile (33), are loc si egalitatea ﬁ”"“)(xl) =0, adica ordinul de multi-
plicitate al rddicinii x,, relativ la integrala 7(x), este mai mare san cel
pufin egal cu k + 2. Intr-adevir, observidm intii ci conditiile de anulare
(78), pe care le satisface integrala neidentic nuli (%), au forma condi-
tiilor (29), (30), pe care le verificd y,(#), in sensul ci numirul total al con-
difiilor scrise in (78) este egal cu n — 1 (dupi cum ne arati egalitatea (79))
$1 cd numdrul condifiilor de anulare din (78) in cazul unui nod oarecare
dintre nodurile x;, %,, ..., %, g o B T depdseste numarul k.
. 54 notdm cu p(x,; W) numdrul p din (78), referitor la integrala 7(x)
s1 referitor la radacina x,, i cu w(x,; 7) ordinul aceleiasi ridicini X%, Te-
feritor la integrala 7(x). Dupd cum ne arati prima relaﬁe din (78), avem
P(%y, M) = k, iar din ipoteza specificd cazului considerat avem (%, M) =
=k + 1. Retinem relatiile :

Plo M) =Rk, wlFsN) =k 4 1.

s Y s -
_Conform proprietatii (91), pe care o enuntdm referitor la integrala
']_(’f), 1}uperele P (%, %) sin (%, 7n) trebuie si fie de aceeasi paritate. De
aict, tinind seama de relafiile precedente, rezulti

w(¥ ;M) ER 42, (87)

si astfel afirmafia ficutd anterior este demonstrati.
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In continuare, referindu-ne la celelalte ridicini ale integralei 7(x),
care figureazi in (78), observdm cd are loc inegalitatea strictd

max { p(%a; 1), P(Hs3 0)s o os B(xmi0) 5 PES D) ooy Py, D} <
< max { (%55 Wo)s PU%s; Yao)s » < o» D (X ¥o) }, (88)

aride plx; ), (= 2,3, ... m) 51 D€ 7], W ="11Z WSS 1},
reprezinti respectiv numerele p din (78), referitor la rddicinile x; $i &;
ale integralei m(x), iar p(x;; ¥¢), (1 =2, 3, ..., m) reprezintd numerele
p din (29), referitor la rddacinile x; ale integralei v ,(x).

Inegalitatea (88) se deduce tinind seami de relagiile (78), (29), (80),
precum si de proprietatea (73').

Considerim acum in locul integralei y,(x), integrala neidentic nuld
M (x). Tinind seama de relatiile (78), (79) si (87), se pot prezenta pentru
7(x), unul din cele doud cazuri menfionate anterior pentru integrala y,(x).
Dupi cum s-a demonstrat anterior, conditiile specifice cazului 1 sint in
contradictie cu ipoteza cd familia Y, are proprietatile indicate in (33).
Rezulti deci ci integrala 7(x) trebuie si satisfacid conditiile cazului 2,
si in acelasi timp pentru ea va avea loc inegalitatea stricta (88), care joacd
un rol de reductiune. Repetind rationamentul utilizat in cazul 2, relativ
insd la integrala 7 (%), vom fi condusi la considerarea unei integrale 7, (%),
neidentic nuld in intervalul (a, b), satisficind condifii analoage condifiilor
(78), (79), (87), (88). Se constati le fel ca mai sus, cd 7, (x) trebuie sa satis-
faca conditiile cazului 2. In continuare, plecind de la integrala 7,(x) se
obtine in acelasi mod o integrald 7,(x), neidentic nuld in intervalul (a, ),
satisficind si ea.conditii analoage conditiilor (78), (79), (87), (88). Astfel,
tinind seama de faptul ci de fiecare datd are loc inegalitatea strictd (88)_,
care joacd un rol de reductiune, se va ajunge in cele din urma la o 1.11‘_c_egrala
7, (¥), neidentic nuld in intervalul (a, b) si care va satisface conditiile ca-
zului 1 considerat anterior. Dupd cum insa s-a demonstrat anterior, ipo-
tezele specifice acestui caz sint in contradicfie cu proprietatile din (33).
Se ajunge in definitiv la o contradictie, care provine din ipoteza absurda
(68). Astfel proprietatea P, (a, b) a familiei Y, este stabilita.

Revenind la demonstratia teoremei 1, din afirmafiile lemelor 7 si 9

rezultd ci dacd familia YV, are toate proprietdtile indicate in (33), atunci

o 3 e g’ : 4 k & ol .

acea familie are si proprietdtile [ ) (a,b) $i PP (a, b). Conform principiului
inductiei, rezulta afirmatia teoremei 1.

in continuare, vom presupune ci ecuatia diferentiald (1) are coefi-
cientii continui in intervalul semiinchis [a, b), i deci ca familia ¥, a integra-
lelor acestei ecuatii este formati din functii definite in intervalul [a, b).
Definitiile 1, 2, 3 date anterior relativ la un interval deschis (a, b), se ex-
tind si la cazul unui interval semiinchis [a, b). Vom nota respectiv cu
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Talanb); vooop, L@ 0), Lh]a, b) proprietitile familiei ¥,, puse in evi-
denta de aceste def1m1,11 Se observd cu usurinti cd lemele 1, 2, 3 stabilite
cu ocazia teoremei 1, in cazul unui interval deschis (a, b), se extind si la
cazul unui interval semiinchis [a, b). Vom stabili acum urmitoarea teo-
remd :

TEOREMA 2. Dacd ecuafia difeventiald (1) are coeficientii continui in
wntevvalul semiinchis [a, b), st dacd familia Y, a integralelov acester ecuatis
are proprietatea I, (a, b), atunci familia Y, are si proprietatea It[a, b).

Pentru a demonstra aceastd teoremi, vom stabili in prealabil urma-
toarea lemd :

Lema 10. Presupunem cd ecuatia diferentiald (1) ave coeficientii con-
tinwi in intervalul deschis (a, b) si cd familia Y, a integralelor acestei ecu-

aliv are proprietatea Iy (a, b). Fie n — 1 numere x, < Tt e
alese in mod arbitrar din intervalul (a, b) si fie hi(%), hy(x), ..., hn—1(%)
integrale neidentic nule ale ecuatiei difeventiale (1), satisfdcind conditiile®)
L E = T A S TR = k(%) =0
ho(%1) = hy(%5) = ... = By(%n2) =0, hy(x,_y) = 1
.......................................... (89)

Bl @) =0 Bysilm)l = 1.
I'n aceste ipoteze au loc velatiile
kl(x) ?‘:O, w(hl’ kz) i{), B W(.kl, hfz, ey hu—]) ¢0 (90)

valabile in intervalele (a, x,) §i (¥p—1, b). Aici w(hy, hy, ..., ki) rveprezintd
wronskianul functislor hy(x), hyo(x), ..., h(x).

Demonstratia pe care o dim mai jos este intrucitva analoagi cu de-
moustrat,la teoremei IV stabilitd de G. P 61 ya in lucrarea [23]Y). Astfel,
intrucit prin ipotezd integrala neidentic nuli Ay (x) se anuleazi pentru
n—1 valori distincte %y, %, ..., %, din intervalul (a, b), rezulti ci aceastd
integrald nu se poate anula pentru nici o alti valoare din acest inter-

val, intrucit in caz contrar s-ar contrazice proprietatea I} (a, b) a familiei
Y, (conform lemei 1), Astfel prima relatie din (90) este stabiliti. In conti-
nuare, adoptim notatiile A, (x)=w, si w(hl, By .., Bp)=wy, (R=2,3,...,8—1).

Utilizind metoda inductiei, si presupunem ci in ambele intervale
(a, xy) si (%,—1, b) au loc relatiile

w, 0, wy,#0, ..., w, 0, (91)

1%) Existenta unor astfel de integrale neidentic nule este asigurats de proprietatea I*(a b).

1) In enuntul teoremei IV din lucrarea [23] a Iui G. P 6lya se presupune ci famﬂm

Y are proprietatea I * [a, b), adici este interpolatoare de ordinul # in intervalul semiinchis

[a, b), iar nodurile x,, xz, «+s ¥p_q, care intetvin in conditiile (89), se consideri toate confun-

date in punctul » = a. In aceste ipoteze se arati valabilitatea relatiilor (90) in intervalul
deschis (@, b). A se vedea TEOREMA A, enunfati in cele ce urmeaza.
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numéirul % satisficind inegalitatea 1=k <n—1, In acéste ipoteze vom
demonstra ci are loc si relatia wy 1 F0 in intervalele (a, ;) si (%a—1, D).
fn acest scop, considerdm combinatia liniara

h(x) = Crhy(%) + Coliy(%) + ..« + Crhip(x) + Bryq(%), (92)

unde Cy, C,, ..., Cp reprezintd constante arbitrare pentrn moment.
Observam de la inceput cd oricare ar fi valorile pe care le iau aceste cons-
tante, functia corespunzitoare 4(x) se anuleaza in punctele x;, %, . . ., ¥n—t—1,
aceasta intrucit fiecare dintre functiile #Ay(x), Ay(x), ..., Ae(x), Fes1(X),
care intervin in expresia functiei 4(x), se anuleazi in aceste puncte. Fie
acum %, un punct arbitrar din intervalul deschis (a, x,), sau din intervalul
(%n—1, b). Determindm constantele C;, Cp, ..., Cp din (92) astfel incit
h(x) sd se anuleze de £ ori in punctul %, adicd si admita valoarea x, ca
ridicind multipld de ordin = k. O astfel de determinare este posibila, si
aceasta intr-un singur mod, intrucit determinantul celor & ecuatii care se
formeazd prin scrierea acestor conditii, este w(h;, hy, ..., hx) 0. Acest

determinant este diferit de zero conform ipotezei (91). I‘1e ¢, Cs cves G
valorile astfel determinate ale constantelor C,, C,, ..., Cp, si fie A(x)
funcfia corespunzitoare, obfinutd cu ajutorul formulei (92). Aceasta func-
tie va avea deci ca ridicini numerele %, %, ..., ¥;_p—y, raddcina x,
avind ordinul de multiplicitate mai mare sau cel putin egal cu k. Rezultad
de aici ci h(x) se anuleazi in total de (n —k — 1) +k=n —1 ori in
intervalul (a, b). Mai observdmcd integrala h(x) nu este identic nuld in
intervalul (a, b), intrucit A(x,_p) = hes1(%n_r) = L.

Intrueit prin ipotezd, familia ¥, a integralelor ecuatiei diferentiale (1)
are proprietatea I} (a, b), rezultd conform lemei 3 cd radacinile %y, %y, ..., Xn—r
ale integralei h(x ) sint simple, iar rddicina x, nu poate avea un ordin de
multiplicitate mai mare decit k.

Folosim acuma urmitoarea identitate stabiliti de G. P 61lya in [23]:

b i ] )_ﬁw}{i d wh_y ._.{i wé‘d w_:ll.dl(qg)
BTt v e T wpy dx Wh_p W dx wyw, dx wyw, dx w

valabili in orice interval al axei Ox, in care fuctiile w; = hy(x), wy =
= w(hy, by), ..., we = w(hy, by, ..., by) nu se anuleazd, si pentru orice
functie y(x) avind derivate continue pini la ordinul % inclusiv in acel inter-
val. In formula (93) s-a notat w,= 1. _ )

Presupunem acum céd func];nle hy(x), Bo(x), ..., ke(x) care intervin
in (93), sint cele considerate in enunful prezentei leme ‘adici cele care satis-
fac condifiile (89). In cazul acestor functii, tinind seamd de ipoteza (91),
rezulti ca identitatea (93) este valabild in intervalele .deSChlisev(a %y) $i
(%n—1, b), oricare ar fi funcfia y(x), avind derivate continue pinid Ia grdl-
nul % inclusiv. In particular, fnlocuind in (93) pe y(x) cu functia A(x),
obtinem identitatea

wy d who d wi 4 w d

By, Pgisoonn ol W = e s et

Wy AX Wi Wy dx ww, dy ww, dxv w,
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I'inind seamd de relatia (92) care defineste functia & (x); se observi cd
(95)

w(hy, By, ..o By B) = w(by, By, oo, B, Bpgy) = Wiy

Pe de altd parte, {inind seama de [aptul stabilit anterior, ¢d ordinul
de multiplicitate al radacinii x, relativ la functia 4 (x) nu poate fi mai
mare decit £, si tinind seamd si de relatiile (91), presupuse valabile in ambele
intervale (a, x,) si (x,—, b), se obfine prin aplicarea succesivd a teoremei
lui Rolle cd membrul al doilea al identitatii (94) nu se anuleaza in punctul
¥y. De aici, finind seama de identitatea (95), rezulti ci functia wpyq nu
se anuleazd in punctul x, Cum insid x, a fost ales arbitrar in intervalul
(@, %) sau (x,—y, b), rezulta relatia w0, valabild in fiecare din aceste
intervale, q.e.d.

In baza principiului inducfiei, rezulta lema 10.

Observagie. Presupunind cd ecuafia diferentiald (1) are coeficientii
ai(x), (¢=1,2,..., n), continui in intervalul semiinchis [a, b) si ale-
gind nodurile xy, x,, ..., %,—; care intervin in conditiile (89), astfel fncit
ele sd coincida toate in punctul x = a, rajionamentul de mai sus conduce
la urmatoarea teoremd, stabilitd de . P 61y a in lucrarea [23]:

TEOREMA A% Presupunem cd ecuafia difeventiald (1) ave coeficienfii
ai(x), 4 =1, 2, ..., n), continui in intervalul semiinchis [a, b). Fie
hy(%), hy(x), ..., ho—i(x) un sistem de integrale ale ecuatiei (1) satisfdcind
in punctul x = a condititle :

Bla) =hja) = ...coovnn. — 1" a) =0, ' V(a) =1
ho(a) = hy(a) = ... = K" Da) =0, W2 a)=1

Buo(@) = hon(a) =0, hy_s(a) =1
B—1(a) =0, hy_g(a) = 1.

Atunet, in ipoteza cda familia YV, a integralelor ecualier (1) are proprie-

(96)

latea I} |a, b), rezultd cd integralele hy(x), hy(x), ..., h,—1(¥) considerale
mai sus, satistac in inlervalul (a, b) relatiile:
hi(x) F0, wlhy, b)) F0, ..., wlhy, hy, ..., hy—y) F0. (97)

Demonstratia teoremer 2 o vom face prin inductie relativ la numarul
natural » care reprezintd ordinul ecuatiei diferentiale. Pentru #» = 1, proprie-
tatea exprimatd de teorema 2 este evidenta. Vom presupune cid aceasta
proprietate este adevaratd pentru numarul natural »—1 si vom demonstra
valabilitatea ei pentru numarul #. In acest scop, vom presupune cd familia Y,
a integralelor ecuatiei diferentiale (1) are proprietatea I} (a, b). (Aceasta
ipotezd intervine in enunful teoremei 2). Din aceastd ipotezd, in baza lemei 3,
rezultd ci ecuafia diferentiald (1) nu admite nici o integrald neidentic
nula, care si aiba » riadacini (distincte sau nu) in intervalul deschis (a, ).
Pentru a demonstra afirmatia teoremei 2, va fi suficient (tot in baza lemei 3)

12) Tn Iucrarea [23], aceastd teoremd poartd numirul de ordine IV.
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sd aratdm ca ecuatia diferentiald (1) nu admite nici o integrald neidentic
nuld, care sa aibd # radacini (distincte sau nu) in intervalul semiinchis
[@, b). Sd presupunem prin absurd ci ar exista o integrald neidentic nuli
Vo(¥) €Y, care sd aibd » riddicini in intervalul la, b). Atunci, neapirat
una din radicinile integralei y,(x) trebuie si coincidd cu extremitatea
% = a a intervalului [a, b), Intrucit in caz contrar, daci toate cele 7 ridi-
cini ar fi interioare intervalului (a, ), atunci conform lemei 1 s-ar contra-
zice proprietatea [,(a, b) presupusa adevidrati prin ipotezd. In cele ce

urmeazd vom mnota cu le = i, E,g, ..., &m radicinile distincte din |a, b)
a‘lel_n}tegralel yo(x) considerate, si cu my, T, ..., n, ordinele lor de mul-
}11) 1g1ta’ce.. ];3\{1(1@.171‘5 ca m + 7, + s + mm = n. Vom presupune cid au
oc inegalititile & < E, £ ... < E,.

gl Hid acuma Xy << %y < ... < ¥,—; valori luate arbitrar din intervalul
(Ema !‘)).._ Consideram »n — 1 integrale f;(x), hy(%), ..., hn—y(x) satisficind
conditiile (89), in care insa x,, oy - .., X1 Teprezintd nodurile alese ante-

rior, din intervalul (Em, 0). Astfel de integrale existd, intrucit prin ipotezd
S-a presupus ca familia ¥, are proprietatea I (a, b). Conform lemei 10,
rezultd ca in intervalul (a, ;) au loc relatiile :

hy(x) F0, w(hy hy) F0, ..., w(hy, by, ..., hn_1) F0 (98)
pentra xe(a, x,).

- In plus, integrala /(x) anulindu-se in n—1 PUICEE, R s ey
din intervalul (a, b), rezultdi ci ea nu se mai poate anula in intervalul
(@, b), intrucit in caz contrar s-ar contrazice proprietatea I,(a, b) a familiei
Y, (conform lemei 1). Mai mult chiar, integrala hy(x) nu poate sa se anuleze
nici in punctul ¥ = a. Intr-adevir, presupunind prin absurd ci hy (a) =0,
sd consideram integrala y,(x) a ecuafiei diferenfiale (1), care satisface
conditiile

y (a4 ) = hy(a), PR ie) = 10, scuns yi=D(a 4 ¢) = /zgﬂ—l)(a),

unde e reprezintd un parametru, satisficind inegalitdfile 0 < ¢ < £, —a.
Daca parametrul ¢ tinde citre zero prin valori pozitive, atunci integrala
Ye(#) va tinde uniform cétre A,(x) in orice interval inchis [a, b,], continut in
intervalul [a, b). De aici, tinind seami de faptul ca radicinile x;, 2y, . . ., %p_;
alc integralei 4,(x) sint simple (ceea ce rezulti din afirmatia lemei 4), rezultd
cd dacd parametrul £>0 este suficient de mic, atunci integrala Ve(#) corespun=
zatoare va avea n—I radicini distincte ¥, ,, ..., X, situate in intervalul
(B D) §1 se va mai anula in punctul ¥ = a + &, apartinind intervaluluj
(@, &m). S-ar obtine astfel o integrald neidentic nuld y, (x) a ecuafiei dife-
renfiale (1), care se anuleazd in cel pufin » puncte din intervalul (a, b).
Aceastd situatie contrazice insi proprietatea [} (@, b) a familiei ¥, In
concluzie, are loc inegalitatea #,(a) = 0.

In continuare, sd efectuim asupra ecuatiei diferentiale (1) schimbarea
de functie

y(%) = I(x) 2. (99)
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Se obtine atunci din (1) ecuatia diferenfiald

La(z) = by(®) ™ 4+ a(x) 2"V 4+ .. + () 2] =

avind coeficienfii ay(x), ..., @5—1 (%) continui in intervalul [a, x,), In
care functia %,(¥) nu se anuleazd, Si notidm
2 = (100)

Tinind seami de faptul cid &, (x) este diferit de zero in intervalul [a, ),
ecuatia precedentd se reduce in acest interval la ecuatia

Lo_i(w) = a7 4 a,(x) 7 B U SR (%) u =0, (101)
avind coeficientii continui in intervalul [a, x,).
Integralei y,(x) a ecuafiei diferentiale (1), 1i va corespunde integrala

() = j_(M) a ecuatiei (101). Intrucit prin ipotezd functia yy(x) se

dx \ hy(x)
anuleazi cel putin de #» ori in intervalul [a, x,), anume in punctele
g.=a, &, ..., £n, cu ordine de multiplicitate respectiv Tois Tooi, v iea Tormis
satisficind evident inegalitatea oA+ o FEm=n, rezulfd cd in-

tegrala u,(x) a ecuatiei (101) se va anula cel putm de n — 1 ori in inter-
valul [a, x,). Pe de alta parte, din faptul ci integrala yo(ﬂ) nu este identic
nuld in (a, b), rezultd cid si u,(x) nu este identic nuld in intervalul [a, x,).
Intr-adevir, presupunind contrariul, adici w,(x)=0 in intervalul
[cz K1)y BT rezulta tinind seami de schimbdrile de variabild (99) si (100)
cit are loc identitatea yo(#) = C hy(x) in intervalul [a, %) si deci in intreg
intervalul [a, b). In aceastad 1deut1t'1te C reprezintd o constantd. Intrucit
vo(%) este prin ipotezd neidentic nuld in intervalul (a, b), ar rezulta din
identitatea y,(x) = C hy(x x) ¢ C+0. Totodatd ar mai rezulta cid inte-
grala b,(x) se anuleazd in intervalul [a, x;) pentru toate valorile din acest
interval, pentru care se anuleazd si yy(x). Dar functia Vo (x) se anuleazd
de n ori in intervalul [a, x;) In punctele & = a, &, ..., &m cu ordinele de
multlplmltate re&.pectlv T Togy <o oy Tom (Mg + T3 + .o + e =m). Intru-
cit insd integrala y,(x) nu este identic nuld i in mtervqlul (a, b), rezultd cd
numirul m al acestor puncte satisface inegalitatea m = 2 si deci cd funcfia
Vo(x) se anuleazd cel putin intr-un punct interior intervalului (@, % e Pe
de alti parte, dupd cum rezultd din (89), 111tegrala hy(x) se mai anuleam
de n — 1 ori in intervalul [#%,, b). S-ar ajunge in definitiv la concluzia
ci integrala neidentic nuld %,(¥) a ecuatiei (1) se anuleazd cel pufin de
n ori in intervalul deschis (4, b), ceea ce ar contrazice proprietatea I7(a, 0)
a familiei YV, proprietate presupusd adevidratd prin ipoteza.

Obtinem in definitiv urmdtorul rezultat: Integrala u,(x) a ecuafie
(101) nu este identic nuld in intervalul [a, x;) i se anuleazd cel pufin de
n — 1 ori in acest interval.

in continuare, integralelor 4,(x), ..., h,—i(¥) ale ecuatiei (1) le vor
corespunde respectiv integralele u,(x), ..., u,—1(x) ale ecuafiei (101),
avind expresiile

}“'(")}, P b ey | (102)

Ui(x) = —
() ax
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Aceste integrale sint definite in intervalul [a, x;), in care A (x) nu se anu-
leazd. Folosind identitatea
(ki)' 1
4 (’) ] — 10 (By, By, v oey Bi).

w tk_z]' —k—’)l
By 5y 7y by

stabiliti de G. P6lya in [23], si finind seamd de formulele (102), se

constati cd integralele u,(%), ..., #y—i(x) ale ecuatiei (101) satisfac in
intervalul (a, %;) urmatoarele condifii analoage conditiilor (98) :
y(%) F0, w(og, ug) F0, ..., Wty tg, ..., 2,—) F0 (103)

pentru  xe (@, %,).

Astfel ajungem la concluzia cd ecuatia diferentiald (101) are coeficientii
continui in intervalul semiinchis [a, x;) si satisface conditiile (103) in
intervalul deschis (a, x,). Conform teoremei I din lucrarea [23] a lui
G. Pélya (a se vedea teorema B enuntatd mai jos), rezultd ci familia
U,—; a integralelor ecuatiei diferentiale (101) va avea proprietatea I}_(a, %,).
Apoi, tinind seamd de ipoteza facutd inifial, anume cd proprietatea expri-
matd de teorema 2 din lucrarea de fafd este adevdrati pentru numdirul
natural # — 1), rezultd cd familia U,_; a integralelor ecuatiei difereniale
(101) are si proprietatea Ij_; [a, ;). Aceastd concluzie este insd incompa-
tibild cu existenta integralei u,(x) a aceleiasi ecuatii (101), care dupd cum
s-a ardtat anterior nu este identic nuld in intervalul [a, x;) s$i totodati
se anuleazid 1n acest interval de » — 1 ori. Aceasti contradicjie provine
din ipoteza absurdi ci in conditiile teoremei 2, ecuatia diferentiald (1)
ar admite in intervalul [a, b) o integrald neidentic nuld y,(x), care si se
anuleze de » ori In acest interval. Rezultd deci cid in ipotezele teoremei 2
din lucrarea de fafid, ecuatia diferentiald (1) nu admite nici o integrala

yo(x) de acest fel, si deci cd familia ¥, are proprietatea I} [a, d), q.e. d.

Tnainte de a formula consecinje ale rezultatelor obtinute mai sus, vom
enuu;a intli urm&toarea teoremi care de asemenea este data de G. Pdélya
in lucrarea [23]:

TEOREMA B.M) Dacd ecualia diferenfiald (1) are coeficientii conti-
nut in inlervalul deschis (a, b), si dacd ea admile n — 1 integrale hy(x),
by (%), ..., huv(x), satisfdcind in acest interval relatiile :

hi(x) F0, w(hy. ) F0, ..., w(hy, by ..., bay) F0,

atunci familia Y, a integralelor ecuafiei difeventiale (1) ave proprietatea I(a, b).

CONSECINTE

~ Din teoremele A ¢i B ale lui G. P61y a, inind seamd i de teorema
2 demonstrati mai sus, rezulti:

13) Aceastd ipotezd a fost facuta cn ocazia aplicdrii prineipinlui inductiei.
14) Aceasta teoremid are numarul de ordine II in lucrarea [23] citatd.

4 — Studii sl cercetdrl de matematica
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THEOREMA 3. [n ipoleza cd ecualia diferentiald (1) arve coeficientii
continur tn intervalul semiinchis [a, b), conditia necesard $i suficientd ca
familia Y, a integralelor ecuatiei (1) sd aibd proprietatea I} [a, b), este ca
pentru orice sistem de n — 1 integrale h(x), hy(x), ..., hy_1(x) a ecuajiel
diferentiale (1), satisfdacind condifiile (96), sd aiba loc relatiile (97), in inter-
valul deschis (a, b).

Observatie. Presupunem cd ecuatia diferentiald (1) are coefici-
entii continus intr-un interval semiinchis [a, b) si cd admite un sistem parti-
cular de n — 1 integrale hi(x), hy(x), ..., hy—1(x), satisfdcind relatiile (97)
in intervalul (a, b). In aceste ipoteze, orice sistem de n — 1 inlegrale satis-
fdcind conditiile (96), va verifica de asemenea relatitle (97) in intervalil (a, b).

Aceastd proprietate rezultd indatd din teoremele A si B ale iui G.
Poélya si din teorema 2 a lucririi de fata.

s
Ed £

In continuare, tinind seama de teorema 1 stabiliti in lucrarea de
fatd, precum gsi de teorema 3 enuntatd mai sus, obfinem :

TEOREMA 4. [n dipoteza cd ecuafia diferentiald (1) arve coeficientii
continui in intervalul semiinchis [a, b), conditia necesard §i suficientd
ca familia Y, a integralelov acestei ecuafii sd aibd proprietatea I, [a, b), este
ca pentru ovice sistem de n — 1 integrale hy(x), ho(x), ..., hu_1(X) a ecua-
tier diferentiale (1), salisfdcind condititle (96), sd aibd loc velatiile (97) in
intervalul deschis (a, b).

APLICATII

Determinarea intervalului maximal [a, b), cu extremitatea stingd datd,
in care familia Y, a integralelor ecuatiei diferentiale (1) ave propri-
etatea 1,[a, d) si deci propriectatea I%[a, b).

Aceastd problemd se leagd de numeroase luerdri privind probleme la
limitd polilocale la ecuatii diferentiale lineare. Dintre acestea citim lucra-
tile [1—3, 8, 11, 13, 14, 19, 20, 23, 27].

In lucrarea de fatd se di o rezolvare a acestei probleme, legatd de
rezultatele obtinute in paragrafele anterioare.

Presupunem cd se di o ecuafie diferenfiald (1), avind coeficientii
a;(x) continui in intervalul (— oo, -} oo). Fie ¥ = a un numir real oare-
care dat. Ne propunem si determinidm intervalul semiinchis [a, b), de
lungime maximi, in care familia Y, a integralelor ecuafiei diferentiale (1)
are proprietatea I,[a, b) (deci si proprietatea I} [a, b)). In acest scop,
finind seama de teorema 4 precum si de observafia ficutd cu ocazia teoremei
3, putem proceda astfel:

Vom considera intit un sistem particular oarecare de n — 1 integrale
hy(%), hy(x), ..., hu—i(%) ale ecuatiei diferenfiale (1), satisfdcind conditiile
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}96), st apor vom determina intervalul deschis maxim (a, b) in care sd aibd
oc velatitle (97), pentru sistemul de integrale ales. Intervalul semiinchis
(@, b) va fi intervalul cduiat.

Exemplu :

Fie ecuatia diferentiald lineard si omogend cu coeficieni constani,
de ordinul 3

agy" + ayy” + ay'+ azy = 0. (104)

Presupunem cd polinomul caracteristic asociat acestei ecuatii are o ridi-
cind reald 7 si doud radédcini complexe o 4 8. Ne propunem si determinim
intervale de lungime maximai, de forma [a, b), in care familia ¥, a integra-
lelor acestei ecuatii diferentiale are proprietatea respectivd I,[a, b) (deci
si proprietatea I3[a, b)).

Dupd cum s-a ardtat in lucrarea [2], lungimea acestor intervale maxi-
male de interpolafie nu depinde de numérul a care reprezinti extremitatea
din stinga a intervalului (aceasta, intrucit o astfel de ecuatie diferenfiald
rdmine neschimbatd dacd se efectueazd asupra variabilei independente o
translatie oarecare). Notind cu / lungimea cdutati si luind a =0, problema
revine la aflarea intervalului maxim de forma [0, /) in care familia ¥,
are proprietatea I,[0, ).

Tot in lucrarea [2] s-a ardtat cid folosind o schimbare de variabile
de forma

L
x=p"" y=e" 2,

ecuafia diferenfiald datd se transformi intr-o alti ecuagie diferentiald
cu coeficienti constanti reali, al cirei polinom caracteristic si aibd cd radi-
cini complexe numerele ¢ si —i. Notind cu /* lungimea intervalului maxim
de forma [0, /*) in care mulfimea integralelor ecuatiei transformate are
proprietatea I3[0, I*), se constati cu usurinfi ci are loc egalitatea

= || "'1*. Astfel, firi a restringe generalitatea problemei, se poate pre-

supune cd cele doud rdadidcini’complexe ale polinomului caracteristic asociat
ecuafiei date (104), sint +7 $i —¢. Vom nota tot cu 7, ridicina reald a poli-
nomului caracteristic asociat acestei ecuafii. Mai observim ci putem pre-
supune aceastd rdddcind nenegativi, situafie ce se poate intodeauna rea-
liza, efectuind schimbarea de variabili independenti x = — &,

Astfel, vom presupune in cele ce urmeazi cd ridécinile polinomului
caracteristic asociat ecuafiei diferentiale (104) sint » =20, +4 si — 7. In
aceastd ipotezd, integrala generald a ecuatiei (104) se va scrie

y(x) = Cye’”* + C, sin %L €, cos #. (105)

Pentru aflarea numéirnlui / corespunzitor, vom utiliza metoda de lucru
prezentatd anterior,
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Determindm intii doud integrale A,(x) $i hy(x) ale ecuatiei diferen-
tiale date, care sd satisfacd condifiile :

hy(0) = B(0) =0, #(0) =1
. _ (106)
Bi(0) =0, By0)=1, H(0)=0.

Se gisegte cd

(e™ — 7 sin x — cos %)

() =

142
hy(x) = sin x.

Apoi, calculam :

1 : ;
= (™ — r sin ¥ — cos x)
1+ 2

wy(x) = hy(2)

s )
12

Va trebui sd aflam intervalul deschis maximal (0, /) in care sd aibd loc
relatiil w,(x) # 0 si wy(x) # 0. Lungimea ! a acestui interval este datd
de formula / = min {p,, p,}, unde p, si p, reprezintd cele mai mici rddai-
cini pozitive ale ecuatiilor w;(x) = 0, respectiv w,(x¥) = 0. Distingem
urmdtoarele doud cazuri, dupad cum 7 > (0 sau 7 = 0.

wy(x) [¢" (cos ¥ — #sin x) — 1].

Carul 1: 7> 0,
Pentru a studia in acest caz comportarea functiei w=,(x) in inter-
valul (0, ), calculam

— wy (x) = (r & —»cos x + sin x).

dx 1-|#2
Se observd direct cd incazul considerat are loc in intervalul (0, 1), inegali-
d s ; : v
tatea — w; (%) > 0. Deci in acest interval, funcfia w;(x) este, crescitoare

X

si cum w,(0) = 0, rezultd cd w,(x) ia valori pozitive in intervalul (0, x).
Pe de altd parte, observim ci daci & = =, atunci au loc inegalititile :

(147w (x) =" —rsinx—cosx>e"—r—1>0.

De aici rezultd cd in intervalul [r, o), funcfia w;(x) nu se anuleazi,
raminind mereu pozitivd. In definitiv, obfinem rezultatul c¢i in cazul con-
siderat, functia w;(x) nu are ridddcini pozitive.

In ceea ce priveste comportarea funcfiei w,(x), se objine indati ci

da o ? :
— w, (%) = — ¢ sin x, de unde se deduce ci funcfia w,(x) este descres-
dx T
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citoare in intervalul (0, =) si crescitoare in intervalul (, 27). Obtinem urma-
torul tablou de variafie :

x 0 wo 2
L (4)] 0'—— — 0
=i + 4+ 4 40
wel#) [0 N min H -1 Coadit )
11 »2

I.)nl acest tab_lqu, se vede cd dacd 7 > 0, atunci cea mai mici radicingd pozi-
tivi a functfiei w,(x) este situatd in intervalul (0, 2x).
In concluzie, In cazul » > 0 considerat, avem [ — Pa-

Cazul 2: v = 0. In acest caz avem
wy (%) =1 — cos %, wy(x)=cosx—1,
5i se vede cd [=p, =p,=2m.
In definitiv, regisim urmitorul rezultat stabilit pe altd cale in lucra-
rea [2]:

. Dacd gbolvfmomul caracteristic asociat ecuatier diferenfiale (104) are o
rdddcind reald v = 0, precum §i doud vdddcini complexe i si — i, atunci i
numdrul | corespunzitor ecuapiei diferentiale considerate este egal cu rdda- |
cina din intervalul (r, 2] a ecuafier

(L +72) wy(x) = &™ (cos ¥ —# sin x) — 1 =0.

Institutul de calcul,
Academia R.P.R. — Filiala Cluj.

PE3YJIBTATBI OTHOCHTEJIbHO HEKOTOPBIX TPAHMUYHBIX 3AN0AY
OJ1s JIUHEWMHbBIX OUOOEPEHLIHAIBHBIX YPABHEHWUM

(Kparkoe codepocanue) . |

[lycrs nano nmHefinoe ognopounoe A pepednansHoe ypapHEHHE f-0r0
nopsiyKa

y(ﬂ) S al(x)y(n.—l) + ... -+ a,,(x)y — (I (]} II

npuuer Ko3()(PUUHEHTl — HeNpepbiBHBl B NPOMEXYTKe (@, b) wu nycrs Y,
CEMEHCTBO NHTErpPasoB 3TOr0 ypaBHeHHS! B npoMexyTke (a, b).

Onpedenenue 1. ToBopsT, uto ceMeiictBo ¥, o6nanaer cBofictaom /,, (a,b), '
CCIA KaK Mbl HH BBIOpasd OBl 7 PA3JIMYHBIX Y3M0B X1, Xs, ..., X, H3 npome- L
XKyTKa (@, b) u n M0ObIX BEMECTBEHHEIX 3HAYEHUH Yy, Yar. . ., ¥, A8 JeJaH- |
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HOTO BLIGOpA CYHIECTBYET OAHH (M TOJNIBKO ONHH) muterpany(x)eY,, yaosmaer-
BOPAKOLIME ycaoBuAM y(x) =4 (1 =1, 2, ..., n).

Onpedenenue 2. loBopar, uro cemelcrBo Y, o6aajaer cBolcTBOM
j (a, b) ecsin kax Mbl 1 BBIOpa/Ny Obl /1 PASMUYHBIX Y3/10B Xy, Xg, . .., Xm W3
npomexytka (a, b) (npuuem m — /1060e HaTypaabHOE YHCJO, YAOBJIETBO-
pAMOLIEEe HEPABEHCTBO fM=/1), C COOTBETCTBEHHbIMH MNOPAAKAMH KpPATHOCTH
P Poy .o, Pm OPH YCJAOBHH P+ po+ .. +p,=—N U KAK Mbl HU BhIOpa/u Obl
CHCTEMBI BEIIECTBEHHBIX YHCEJ {yio), yﬁ”,. e y‘r*"‘*”},. Ay {yf,‘?, yf,l,),- . -,y(,ﬂ’"gl)f,
CyllecTBYeT OfiuH (M TOJIBKO OLHH) MHTErpaj jis JeJaHHoro BbiGopa, yiOB-
JIETBOPSIOIIMH YCIOBHAM

y(m) =y /() =91 .y PV m) = P70

y O ,rfe y — 4f0) wlBa=tle. S (=)
y(:\'nr) = ym e (‘Lm) "ym 2 e Y ('\'m) _ym '

B paGore ycTaHOBJIEHbL CJelYIOLIHE TEOPEMBL:
TEOPEMA 1. Ecau cemeiicreo Y, obaadaer csoticreom I,(a, b), 1o Y,

o6..adaer Tooce ceoticteon I, (a, b).

O6paTHoe cBoHcTBO oyeBHAHO. JlokasbiBaercs jaJjee, 4To 374 Teopema
ocTaercs BepHOH B CJyuae MOJY3aMKHYTOro mMpoMmexkyTka [a, b), B mpenano-
JA0MEHHH HEeNpPepLBHOCTH KO3()(HUHEHTOB PACCMOTPEHHOrO YpaBHEHHS B Td-
KOM TPOMEXYTKe. 3aTeM, N0Jb3ysCh 3TOH TeopeMoil u pesyJssratom . [Moss
[23], ycraHaBsuBaeTcs caelylollas Teopema:

TEOPEMA 2. [Tycro yi(x), ya(x), ..., Yn—_1(X) cucrema n—1 unreeparos
Augpgheperyuaisvrozo ypasrenus (1), ydosrersoparowas 8 TOUKe X—=—a CAe-
oyrowyum ycaosuam Kouwwu:

vula) = Vi o= yﬁ”ﬁa)(a) _—.y{”_z)(a:) — ) yg”_”(a) =1
Vo(a) =ya(a) = ... = yfg”_‘*’(a) == lil, y‘z"_a)(a) =1

7 ala 1 14
yu—z(a) =g (d) =1, y“_z(a.) =1
-y r
ylz—l(a') =9, V=1 (d) =1.
Tozda HeoOx0duMbIM 1t DOCTATOUHOIM YCAOBUEM OA TO20, 4TOOLI CCMELCTEO
Y, o6aaduso cseoticréon 1,(a, b) asasercsa soinoinenue 0in A106020 X 13
orkpeiroco npomexcytia (a, b) caedyroujux cooTHOWEeHUL:

w(yy) F0, wyy, ¥2) F0, ..., 0¥y, Vs, ..., Yamt) FO.
3/eck BBeeHbl cJiejylolnue o603HaueHHd:

w(yy) = 91(%), W, Vo, . ., ve) =det @) =12 ..., &

B mocnexpneit yacTu paBoTEl, 3TOT MPH3HAK NPHMEHSIETCS K JMHCHHLIM
AnQpepeHuyalbHEIM YPaBHeHHAM C MOCTOSHHBIMH KOI(PQHLHEHTaMH.
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RESULTATS COMPARATIES SUR DES PROBLEMES AUX LIMITES POLYLOCAUX
POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINGAIRES

(Résumeé)

Soit une équation différentielle linéaire et homogéne d’ordre n

P ay(0) 30 4 L aa(®) y =0, (1

ayant les coefficients continus dans un intervalle (a, ) et soit ¥, la famille
des intégrales de cette équation dans lintervalle (a, b).

Définition 1. On dit que la famille Y, posséde la propriété I,(a, b)
si, de quelque maniere que 'on choisisse » noeuds distincts x;, %y, ..., %,
dans lintervalle (a, b) et n valeurs réelles quelconques y;, vy, ..., Vs, il
existe pour le choix fait une intégrale et une seule y(x) ¢ Y, qui satisfasse
aux conditions y(x;) = v, (¢ =1, 2, ..., n).

Définition 2. On dit que la famille ¥, posséde la propriété I, (a, b)
si, de quelque maniére que l'on choisisse m noeuds distincts %;, %, ... X
dans l'intervalle (a, b), (m étant un nombre naturel arbitraire, satisfaisant
I'inégalité m = n), ayant respectivement les multiplicités py, ps, . . ., pm avecla
condition p, + py+ ... + pm=n et de quelque maniére que 1'on choisisse les

systémes de nombres réels {yﬁm, yﬁ”, i ,y{l‘"—”} i {yfg), yg), o .,yfi’m‘"”},
il existe une intégrale y(x)eY, et une seule pour le choix fait, satisfaisant
aux conditions ;

= U) L . |"“'1 1—1
) =37 y'm] =g, o R R

: 0) .. (1) e | (Bn—1),
y(xm) :yfn » O (’rm) =Dy 1 -,),(PH )(xm) = Y

On établit les théorémes suivants: 5

THEOREME 1, St la famille Y, a la propriété 1,(a, b), alors Y, a aussi
la propriété I,(a, b).

La réciproque de cette propriété est évidente. On montre aussi que
ce théoréeme se maintient vrai méme au cas d'un intervalle demi-fermé
la, b), dans I'hypothése de la continuité dans un pareil intervalle des
coefficients de 1'équation considérée. Puis, en employant ce théoréme
ainsi qu'un résultat de G. Pélya [23], on établit le théoréme suivant :

THEOREME 2. Soit yy(%), ¥o(%), . .., Yn—y(%) un systéme de n — 1 inté-
grales de I'équation différentielle (1), satisfaisant dans le point x = a aux
conditions sutvantes de Cauchy

) =yi@)= ... =" 2@ =9{"2 (@) =0, X" (0) =1
(@) =y@) = ... =9 a) =0, y¥?(a) =1

_y.'l--2(a) =j’;—2 (CZ) et 0: J’I:Lz(a) =1

yn—l(a) =0, y:t--l (ﬂl) =1.




OLEC ARAMA 50

0]
o
{=>]

La condition nécessaire et suffisante pour que la famille Y, posséde la
propriété I,[a, b) est qu'ait liew pour n'importe quel x dans Uintervalle
ouwvert (a, b) les relations

w(yl) 0, ‘w(yll Vel 0 w(yp Yo, - ~,ylz—1) == 1

Ici on a noté
w(y1) = yi(%), w(¥y, Yo -+ .. Vi) = det “yj'i_”(/‘:)“!,j:I.Z AL

Dans la derniére partie du travail on applique ce critére a des équa-
tions différentielles linéaires a coefficients constants.
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