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ASUPRA ERORII IN PROCEDEUL
DE INTEGRARE NUMERICA AL LUI RUNGE-KUTTA

DE
ERVIN SCHECHTER

Comunicare prezenlatd in sedinta din 24 septembrie 1956 a Filiulei Cluj o Academiei R. P. R.

1. In practica integririi numerice a ecuatfiilor diferentiale, procedeul
lui Runge-Kutta joacd astiizi un rol important, Avantajele si dezavantajele
acestei metode au fost rezumate de Milne [47 in urmditoarele :

a) Spre deosebire de asa-zisele , metode cu diferente” (ca de exemplu
cele ale lui Adams, Nystrém, Stérmer ete), aici nu e nevoie s se calculeze
cu ajutorul unor iteratii initiale citeva valori necesare la pornirea calculelor.,

b) Spre deosebire de alte metode, in procedeul Runge-Kutta pasul se
poate schimba fird dificultdti suplimentare, in tot timpul calculului.

Pe de alti parte :

¢) La fiecare pas sint necesare patru substitutii, ceea ce poate complica
lucrurile si poate introduce erori nedorite.

d) Nu avem pini in prezent o delimitare simpld si practic utilizabils
a erorii,

Avantajul de la pet. @) este de mare importantd pentru masinile
de calculat, deoarece in aceeasi problemi nu este necesari schimbarea for-
mulei. A doua concluzie ne di posibilitatea de a adapta reteaua de noduri
la ecuatia de integrat.

Dintre delimitdrile obtinute pentru eroare trebuie si amintim in
primul rind cea dati de Bieberhbach [3], care are insd neajunsul de
a fi valabild numai pentru primul pas.

Este evident insd ci in practici nu ne putem limita niciodats la apli-
carea, o singurd datd, a formulei lui Runge-Kutta, din cel pufin doui
motive : in primul rind fiindes in aplicatii, in general, nu ajunge cunoasterea
unui singur punct al solutiei; in al doilea rind, chiar daci acest lucru s-ar
intimpla, nu este recomandabil ca acest punct sd fie atins printr-un singur
pas, datid fiind convergenta procedeului.

Insusi Runge [1] s-a ocupat de problema acumuldrii erorilor, la
aplicarea succesivi, de mai multe ori, a formulei lui Runge-Kutta, firi
sd dea insd o delimitare expliciti. Mai recent, Albrecht [6] a reluatideea
lui Runge tot pentru ecuatia de ordinul 1, si a dat o delimitare pentru pro-
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cedeul lui Heun. Pentru formula Iui Runge-Kutta (mai exact a lui Kutta)
expresia dati de el este prea complicatd, iar forma ei nu reflectd ordinul
de mirime al erorii. ' .

Deoarece cea mai uzuald metoda de tip Runge-Kutta este chiar f(-)rn_nllz}
lui Kutta, scopul principal al Iucﬂrﬁn} de fatd este gdsirea unei dehmltﬁp
pentru eroarea acestei formule, cit si extinderea ei la sisteme de ecuatii.

2. Si ne ocupdm intii de ecuatia de ordinul 1, y’=/(x, v), cu conditia
initiald y(%,)=y,, §i sd introducem urmditoarele notafii: . ”

y(x;) — valorile exacte _ale Amtegralel in punqtele % 1=1, 2, . i,

y; — valorile aproximative in pungtele x; obtinute cu ajutorul for-
mulei (5), plecind de la valoarea exactd y(x) _ [

yi — valorile aproximative obfinute cu a]utorulv lui (4), plecind de
aceastd datd de la valoarea aproximativd precedentd vy

g =vi — (%) V=11, 2o W
Presupunem acum ci in dreptunghiul D, definit de inegalitatile
lx—xu |<ﬂ ) i?"li,\"(i ‘ <b, (1)

functia f(x,y) si derivatele sale parfiale (pini la ordinul 4 inclusiv) sint
continue, si cd tot in acest domeniu au loc inegalitatile :

afﬁ“,) gl e iy 9 gy @)
ox oy”

L
unde M >0, N > 0, aN < b, ald 1. N o '
Evident, atunci avem satisficutd condifia lui Tipschitz :

If (%,90) | — 1 (%, %) < M |y — ¥ (3)

1 (5 9) <N \

(%,9) si (%,9,)eD. _ >
In cele ce urmeazi ne vom folosi de urmdatoarele formule :

Yisr =Yi + Ik (4)
Yiaa =5 (%) + hK; (h)
unde
kit + 2k 4+ 2kiz + ks | K Kin+ 2K+ 2K;3 4 Ky
By = : . & :
iar

ki = f(%ia yi}
ki =[x

h

h
2 2 2
h
7’, Vi + —3 ki2) Kig=f|x: + o ) (%) + = KEZ)

(
/
ik g kn) Kip={ (’L; -+ E, v (%) + i K“)

i +
kiz=1f (xr' +]§ 5
ko= f (% + b, v+ hki) Kiuy=1f(x+h v(x) + Ky
Pentru a delimita eroarea la pasul ¢ sd scriem :

Iyis: — ¥ (%) < [Vipa — Yigal + Vit — (%isd)l (6)
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Pe de alta parte, din (4) si (5) rezultd :
Yivr — Yiqr ==y; —y (%) 4 h (ki — K) (7)

De aici, folosindu-ne de condifia lui Lipschitz, obtinem :

: hM | hM)®
|Yit1 Yi+1|\<|£i""7[6 + 3AM + (hM)? 4- ( 1 ) J |ei | (8)
8]

Pentru celdlalt termen din (6) avem, prin insisi constructia procedeului
\YH}*_“"(*"HI)I <L Ch®

unde C este o constantd independentd de /. De aici si din (8) rezultd atunci
urmdtoarea inegalitate pentru eroare :

hid
6

Jeil {1 i [6 + 8hM + (hM)? 4 @L@]} ol £ ChE ()

In formula (8) coeficientul lui | ;| se numeste ,,factor de acumulare”,
iar termenul Ch5 | eroare de cuadraturi’” (eroare comisd la primul pas).

Pentru eroarea de cuadraturi putem folosi rezultatele lui Biebe r-
bach din [3]:

h5 [MN 3,680642361 - M2N 5,3618055. . . -
+ M3N 1,220833. .. 4+ M*N 0,0166. . . ]

sau
e

h3MN At —— 53T

M—1

7 3
g1 < {1 =3 ]’—f_'{ [6 +3AM + (hM)? + L“f)—_]} leg| +

Relatia (6) devine atunci
i

+ A5 [MN 3,680642361 + M2N 5,3618055 . .. +

+ M3N 1,220833 ... + MAN 0,0166 . . . ] 9]
sau respectiv
&ty 4 <{1 e ]% [6 + 3hM 4 (hM)* - %}} le: | +
M*—1 (11)

= /z%ﬂ'N———A/[ 5,37.

Aceste doud formule ne dau o delimitare recurenti a erorii, Relatia (10)
este mai bunid ca (11). ,

Se poate obtine si o evaluare directd, observind ci intrucit (10) si (11)
sint de forma :

leiqn] <ale| 4+ B
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avenl )
|z | << B (1 —{-—cf.J,—ctz—{—...o'.""“):(’—-a L

o —1
Inlocuind acum pe « si B cu valorile lor, primim :

N 3,680642361+ MN 5,3618055...4-M2N 1,220830...+ M3N 0,0166
|et] < 74 = = X

L+ % hM +- —‘1, (hM)* + 3—11 (RM)3
>< “1 5= ]ﬂfj (ﬁ + 3hM - (hM)* + L”ﬂﬂ Ll (12)
sau ’ % E l
o | < 2 ﬂlﬂ'(ﬂ.{.L_ll) 5,37 A
(M — 1) [1 M (M) (hM)fsJ
X {[l + ]’-'%ﬂr- (6 + 31 + (hM)? + ,E’?z’fi )] .t 1} (13)

Evaludrile recurente ramin totusi preferabile, deoarece ele pot fi utilizate
si in cazul retelelor cu noduri neechidistante. Formulele (12) sau (13) permit
pe de altd parte si tragem concluzia cd ordinul de convergentd al proce-
deului este cel putin 0(7%).

3. In paragraful precedent s-a ardtat ci procedeul lui Runge-Kutta
este destul de rapid convergent in ceea ce priveste eroarea de integrare.
Se stie insd cd in metodele de tip Runge-Kutta, mai mult ca in altele, pe
lingd eroarea mai sus amintitd erorile de rotunjire au o influen{d puternica,
datoritd faptului cd la fiecare pas sint necesare mai multe substitutii.
Numerele obtinute din saceste substitutii, precum si mediile ce trebuie
efectuate, nu sint in general numere practice. prin urmare in calculele
curente trebuie ficute rotunjiri. Erori de acest gen, chiar daci sint negli-
jabile la inceput, se pot acumula in procesul integririi numerice dind de
multe ori nastere la insemnate denaturdri ale rezultatelor.

Pentru a studia influenta erorilor de rotunjire, la notatiile introduse
in paragraful 2 sd mai addugdm urmitoarele :

y; — valorile aproximative obtinute cu ajutorul formulei (15), afectate
atit de eroarea metodei cit si de erorile de rotunjire

N = ¥i,— Vi -

S4 fnsemnim acum cud 8y, 83, 0;3' O erorile de inlocuire de care sint
afectate valorile k1, %2, Ris, Bu, sl cu 8 eroarea de rotunjire comisé.la
calculul mediei acestei valori. Afunci eroarea de rotunjire la pasul ¢ este:

5..- L 28[: gsi + 5,‘ -
By A1 = 3 4 s -+ dio (14)
)
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Valorile v; se obfin prin recurenti, cu ajutorul formulei
Vier = Vi + hki+ 8 (15)

unde b
7 ki 4 2hkia + 2k + ki
- 6

tiE

Rt =i (1’;', \Tz)

o Bl o e i
kfz—f(lfi+ 'j:ﬁ’iJrféi]

= h — h— 16
Fa = (:-n- + % +§ief) (16)
Riv=1 (% +hyi + B kis)
Pentru evaluarea erorii sd scriem diferenta v(x) — y; sub forma
Y(@) —yi = (v (%) — Yi) + (Ve — 1) + (i — 9) 1)
oy

In cele ce urmeaza ne vom ocupa de evaluarea celui de al treilea termen :
eroarea de rotunjire.
Pentru aceasta, sd scidem din (15) pe (4). Obtinem :

Niv1 =N + A (kz — k) + 8 (18)

In aplicatii e suficient si ludm |§; |=8= const., ceea ce practic
inseamnd ci la fiecare pas mediile se calculeazd cu acelasi numir de zeci-
male exacte. Din relatia (7) rezultd atunci :

[hival < [nil + b ke — ki | + 8. (19)
Procedind 1a fel ca si pentru |& — K;|, se giseste urmitoarea inegalitate :
) } 3
| — fe;[.g%ﬂr[ﬁ + 3hM + (AM)? + (Mf’)] [n¢ ] -
]

Introducind-o pe aceasta in (19), obfinem :
hM . . ., hM)? . _
] <{1 — [u + 3hM + (hM)? -+ “—4)—]} i +5 (20

Rezultd atunci :
hM [ hM )3
Pt |+ eral g{l + —6[6 + 3BM + (AM)? + %J}
X (|| + |et] )+ 8 4 ChS.

Pentru eroarea de cuadraturd Ch® se poate folosi din nou rezultatul
lui Bieberbach. Se poate da si o evaluare directi a erorii, asa cum s-a ficut
in paragraful 2.

X

(=21)
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Daca in locul indentitdfii (17) seriem numai :
v (%) —yi= (v (%) — Y2) + (Vi — )

obfinem o relatie de recurentd mai bund decit (21)

| 0241+ &141] é{l +%[6 + 3hM + (AM)* { _(kiff)?‘ J} X (22)
Al 4 || )+ d34+Cho.

4. Relafiile (21) gi (22), in care se tine seama si de erorile de rotunjire,
nu ne mai permit — ca (12) si (13) — sd afirmim ci metoda lui Runge
si Kutta este convergenti si in acest caz.

De fapt, exemplul de mai jos aratd cd pentru ecuafii destul de simple
procedeul poate deveni divergent in raport cu erorile de rotunjire.

Fie pentru aceasta ecuatia liniari :

y' = Ay 4 B(x) Y (%) = ¥,

4 fiind o constantd nenuld. Vom nota pentru comoditate 4v + B(x) =q(x,3) ;
evident atunci ¢, (2, ¥)=4A.

Ne propunem acum sd analizim acumularea erorilor de rotunjire cu
ajutorul relatiei (18). o ,

Pentru a calcula diferenfa k; —k; ce figureazi in aceasti relatie, sa
observim cd avem in baza formulei mediei :

@ (%,91) — ¢ (%, 1) = A0

/i h / /3
(P(x!‘|’i: \'i‘i“;kl’l) _(P(TE+;, Vi —;—?k:l):fi("?t“FO A ’Ja)
)/

@ (% + b vi + hkin) — 0 (v + h,vi + hkig) =
BT e
= At [t g A (ot 4]

0
Prin urmare
. s v aa  HBAR N
gt = Fm[ﬁA +3hAE 4 i2dD | ta= (@)
)
ey (1 B (1) = B

=

Aceasta este o ecuatie cu diferente de forma :

Ni+1 = an; + &

=1
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a cdrei solutie se vede usor ci este :
Nisl = 0_1'80 -+ Gf.'.+181 “+ .. 8 (24)
Dacd la micgorarea pasului / nu facem nici o ipotezd suplimentari

asupra comportdrii erorilor de rotunjire, e clar ¢4 in general lim8i nu exista.
Sd ardtdm cd in acest caz nu existd nici limita lui 74, i+=

In acest scop si notim :

1
o= —
5
Atunci (24) devine :
M+t = o (8:B7 + SiaB—1 4. .. + §) (25)
i
Deoaréce
; Xz — & onst.
o= (14 kO (1)) lar b= _’__‘“.’., = LQB.:’—
i i
avem
. — X,
Hm of = lim of = lim (1 +-40 (1))" & #0

[ h=0
prin urmare si

il
lim — = const. #0.

Celdlalt factor din (25) fiind suma partialdi a unei serii cu termenul
general netinzind spre zero, nu are o limitd. Aceasta inseamni ci nu existi
mici lim 7,581 ¢4 metoda este deci divergenti in raport cu erorile de rotunjirie.

Pentru ca ¢i in aceste cazuri metoda lui Runge-Kutta si rdmini totusi
convergentd, trebuie ca cel putin 8 =o(h). Aceasta inseamui ci odati cu
micgorarea pasului trebuie miritd precizia calculelor. Pe de altd parte, la
micgorarea pasului — pe lingd precizia calculelor — creste cantitatea lor
si de aceea nu este recomandabil s se scadi pasul sub o anumitd limiti.
In fiecare problem# avem deci de a face cu ceea ce a numit Collatz 2]
,,pas natural’’,

3. Cele spuse anterior despre formula lui Kutta se pot generaliza
pentru orice metodd generald de tip Runge-Kutta fara dificultdti principiale :

p .
Vivt=y;+h Y Rikj Y Rj =1 (26)
_}’:1
J=1 )
kip= fx + ol yi o E Tk 1>1
r=1

kiy = [ (%2, vi)
P
Notind media Y, R; ki cu &, relatia de recurentd devine :
Vitr = ¥i + hk;

sare se poate studia ca si cazul clasic.
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Desigur, calculul factorului de acumulare si al erorii de cuadratura
poate fi foarte laborios, metoda insd rdmine valabild si aici. In ceea ce pri-
veste acumularea erorii de rotunjire, tot ce s-a spus mai sus rimine valabil
fard modificdri.

Amintim ca scheme generale de tipul (26), precum si obtinerea lor,
au fost studiate in lucrarea [6].

6. Rezultatele anterioare se pot generaliza si pentru sisteme de ecuatii
diferentiale.
Tie sistemul
yi =] (28, Vs v o V5) A=1,2 ...,0"
cu conditiile initiale

. Va (%) = Vao
In paralelipipedul

X— Xl <<a; |y—y, < b

delimitarile initiale se scriu de data aceasta in felul urmator :

[ yy o KNS | e \{\i—,\?,‘ﬁfgg'%,_,,.,\r”;]

Valorile aproximative care se atageazd solutiei vi(x) in punctele x; sint
acum Yi(%), Ya, v 8l v, (=1,2,...,n).

Vrem sd delimitim diferenta vy (2;) — va;.

Pentru aceasta vom scrie :

ya (#2) — yai = Wa =) — Vi) + (Yo — ) + 0a — n,0) (27

de unde rezulta
[ya (#2) — yail < Iva (%) — Yol + |Yas—Ya,l +

Printr-un calcul analog cu cel facut in paragratul 2, gdsim cu ajutorul
condifiei lui TLipschitz pentru primii doi termeni

Vb= ﬂ'a,t|

WM [ (hM n)?
4

lea,ist] < leail + = 6 + 3hMn + (hMn)* + o; + Ch°
0

unde
1

D o= Y |sy

=

lea,il = Iva (%) —yae
Pentru eroarea de cuadraturd CA%, se poate folosi rezultatul lui Biebe -
bach [3] pentru sisteme de ecuatii.
Pentru cel de al treilea termen avem, dacd notim

Mnti— Y1 — Y
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: ‘ . M [
12,6 4+1] < g+ ?(_— [b‘ + 3hMn 4 (hMn)? si- 8 (28)

)

i
unde s;= ¥ |q; iar § este o margine superioari pentru erorile de ro-

=
tunjire. Notind :
i
Si= % leju 4+
J=1

eroarea totald se poate delimita astfel :

‘ hl
lea,e =+ Na,ivt] < leni + i +—

(_I— [l’i +3hMn + (hMn)? + (29)
5 |

/ 3 -
+ ﬁ(]"ﬂf”)—J Si+ Ch + 5

A=1,2% i.., .
Sistemul (29) se poate scrie mai concis sub forma :

n

len,ivt + miv1] < Z] vaj lere el + B N=iy 2
=

daca punem

o i 7/: A

o -1 =

e
=)

o fiind coeficientul lui s;, iar B eroarea de cuadratura plus cea de rotunjire.

Un studiu asupra convergentei se poate face plecind de la un sistem
de ecuatii cu diferente corespunzitoare lui (23).

Univ. ,, V. Babes” Cluj,
Caledra de analizi

i
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O TMOTPEUMHOCTH B INMPUEME YKMCJ/IEHHOTO MHTETPUPOBAHWY
PYHTE-KYTTA

(Rparroe coyepmanue)

B srtoit crathe obobuiaerca mas J060ro UHCaAa HIATOB OIEHKd, JAHHAS
BuGepdaxom (3), AAA MOTPeIIHOCTH METOMA YHCJIEHHOrO HHTETPHPOBAHHS
Pyure-Kyrra, Bepuas ToJBKO JJs IepBoro mara. PaccMaTpHBaeTcs HOTOM
OleHKa OKPYrJeHHs, yCTaHaBJAUBas Ha MpPocToM pHMepe, 4to MeTod PyHre-
[KyTTa, XOTST OH CXOJMTCS OTHOCHTE/BHO TMOrPENIHOCTH crnocofa, MOMKEeT OKa-
2ATLCS PACXOASIIAMCH, @C/AH YUHTHIBAETCS CJYLLEHHE MOTPELIHoCTel orpyr-
JTEHUS.

B nociennem naparpacde pesynastartel 00061LAI0TCS /15 CHCTEM Vpab-

HEHHIT.

SUR I'ERREUR DU PROCEDIE D'INTEGRATION NUMERIQUE DE RUNGE-KUTTA

(Résumé)

Dans le présent articole on généralise, au cas d'un nombre quelconque
de pas, une délimitation donnée par Bieberbach [3] pour 'erreur
de la méthode d’intégration numérique de Runge-Kutta, valable seule-
ment pour le premier pas. On considére ensuite lerreur d’arrondi-
ment, en montrant sur un exemple simple que la méthade de Runge-
Kutta, bien que convergente en ce qui concerne l'erreur du procédé, peut
devenir divergente, si 'on considére aussi l'accumulation des erreurs
d’arrondiment,

Au dernier paragraphe les résultats sont étendus aux systemes

d’arrondiment,




