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Multe din formulele de aproximare ale analizei sint de forma

Alf]l =~ Blf], sau A[fl = B[/] + R[/], (*)

unde A[f], B[f] sint functionale liniare definite pe o mulfime vectoriali
de functii reale si continue de o variabila reald i al cdrorrest R[/] = A [/]—
— BJf] se anuleazi pe n + 1 functii date f;, 1 =0, 1, ..., n. Restul R[f]
este de asemenea o functionald liniard si se anuleazd pe orice combinafie
liniard a functiilor f;.

Nu vom considera decit functionale reale si prin o functionald liniard
vom intelege o functionald aditivd si omogend.

Formulele obisnuite de interpolare (polinomiald sau trigonometricd),
de derivare si de integrare numericd etc. sint de forma precedentd.

in aplicatii este important de a se putea delimita in mod convenabil
restul. Pentru aceasta, cel pufin in anumite cazuri particulare bine deter-
minate, s-a ciutat si se punid restul sub diverse forme convenabile. De
ex., s-a obfinut R[f] sub forma unei combinatii liniare date, de una sau
mai multe valori ale uneia sau mai multor derivate de anumite ordine ale
funcfiei f. De asemenea s-a exprimat restul sub forma de integrald definita.
Este suficient si citdm formula lui Taylor care dd o aproximare a valorii
functiei f pentru o valoare datd a lui x si al cirei rest este dat de bine
cunoscuta formuld a lui Lagrange sau prin o bine cunoscutd reprezentare
integrald [4].

S-au ficut multe cercetdri asupra restului. Ne vom mulfumi sa citdm
lucririle lui A. A. Markov [6]. G. D. Birkhoff [1], G. Ko-
walewski [5], R. v. Mises [7], J. Radon [21], E. Ya. Remez
221, A. Sard [23].

#) Aceastd lucrare se publici si in limba francezd in revista . Mathematica’’ vol. 1 (24),
fascicola 1,
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In aceastd lucrare vom pune in evidenfd o altd expresie a restului,
care este mai generald, in sensul cd in general ea nu necesits existenta
derivatelor, altele decit acelea care intervin efectiv in formula (*). Forma
noud pe care o dam restului face si iasi mai bine in evidentd structura lui.
Am obtfinut acest rezultat cu ajutorul teoriei functiilor convexe de ordin
superior pe care le-am studiat alty data [12, 13]. Sub o anumita ipotezi
particulard facutd asupra functiilor f;, caz care totusi cuprinde un vast
cimp de aplicafii, expresia pe care o gisim pentru rest este strins legata
de anumite formule de medie. Vom face citeva consideratii asupra acestor
formule de medie $i vom regisi astfel o parte a rezultatelor lui D. V.
Widder [28]. In acest caz este usor si se deduci restul exprimat ca
o combinafie liniard de derivate, dacd bineinfeles aceste derivate existi.

Am obfinut unele din aceste rezultate [16] in cazul particular cind
functiile f; se reduc la puterile succesive %, 1=0,1,...,n ale lui %, deci
in cazul cind restul se anuleazi pentru orice polinom de gradul #. In cazul
acesta am dat de asemenea aplicatii la anumite formule de derivare [17]
si de integrare [19] numerici.

Aceastd lucrare este impirfitd in 4 parti. In § 1 studiem noua expresie
a restului in cazul cind ea are forma pe care noi convenim a o numi simpla.
in §2 studiem formulele de medie pe care le-am semnalat. In §3 dim
exemple pentru anumite criterii care permit si se decidi daci restul este
sau nu de formd simpld. In fine, in §4 spunem citeva cuvinte asupra
cazului cind restul nu este de formi simpla si incheiem acest paragraf
printr-o aplicatie. Rezultatele §§3,4 ne arati, pe de o parte, legitura
lor cu alte rezultate cunoscute, in particular cu rezultatele lui E. Ya R e -
mez [22] i, pe de altd parte, gradul de generalitate a expresiei obtinuta
pentru rest.

§1.

I. Toate functiile considerate in aceastd lucrare vor {i presupuse reale
§i de o variabild reali. Vom nota cu E mulfimea de definitie a functiei
sau mulfimea de definifie a functiilor considerate simultan. Vom preciza
totdeauna, daci este necesar, structura lui E.

Notam cu
v (g]s B2 ¢+ ey gm) -_ igj(ﬂ"i”i, o (1)

Xis Koy o0 o, Xy

determinantul valorilor functiilor
81 82+ - o8 (2)

pe punctele x;eE, 1 =1,2,...,m In determinantul (1), gi(x:) este
clementul din linia a 7-a si coloana a j-a.

Determinantul este evident nul daci punctele x; sau daci functiile
(2) nu sint distincte,
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Vom pistra notafia (1) numai pentru cazul cind punctele x; sint
distincte. In cazul contrar vom modifica convenabil definitia deterngman—
tului (1). Aceastd modificare constd in inlocuirea liniilor corespunzitoare
fiecdrai grup de puncte x; confundate prin linii formate din valorile func-
tiilor (2) si ale derivatelor lor succesive pe aceste puncte. Mai precis, fie
%, %y, - .., % punctele distincte cu care coincid respectiv &, kE,A. o Ry
(Ry) koo oo bp =1, By + e + oo Ry = m) dintre punctele ;. tunglx,
pentru fiecare 1 =1, 2, ..., p, exista exact‘ k; linii formate din valorile
functiilor (2) si ale primelor lor k;— 1 derivate pe punctuluz,-. Aceasta
implicd, bine Infeles, existenfa derlvvatelor considerate, Numarul &; este
ordinul de multiplicitale al punctului z;. .

Ordonind convenabil punctele x;, putem mnota determinantul (1)

astfel modificat prin

v 21, ' viwes Em ’)’ (j)
O TR T T CRIE.. TREREE. 15 IR
Iy ko Fn

i it —1)(z,
care este de ordinul m =k, + ky + ...+ &k, §i in care g )(~,1) esEe
i ; - 7)-a linie si a s-a coloani,

elementul din a (k + &y + ... + ki + ¥)-2 S 5 .
r=1,2, ...k, 1=12,...,p (kb + By -+ ... + ki1 este inlocuit cu 0

daca 1+ = 1). - '
Subliniem urmitoarele cazuri particulare :
19, Dach #; = =1 i =1,2,..., m, vom nota determinantul (1) cu
: e ! .
5 i ermonde al numere-
V(% %, ..., ¥m). Acesta este determinantul lui Vand @
10T Xq Xyereney Xy 51 @VEHL
152 uisiey TR l
T/(x[: 5‘:21' s wly x.’ﬂ) = H (xj = -'Xf), (V(xl) = 1) ( )
i<j
Tot in acest caz determinantul (3) se va nota cu

¢ Z % 2 unenl ci pune-
P e v o5 B Fans v v Bass ooy Bnp Bppors tigte) NUHEEIDECSID 1
——— ——— a—r T ——
ky ky ky
tele z;, 1 =1,2,..., p, sint distincte.

2°, In cazul cind toate punctele x; coincid cu x, notdm determinan-
tul (1) modificat cu W(g,, g, ., gm). Acesta este wronskianul functiilor

(2). Avem deci
V(x, % .., %) =W, & 2., ") = (m — 1
T

unde am pus a!l =112 ...« (0! =1).

2. Putem obtine determinantul (3) si prin o trecere la 1111111;:'1 fl_acua
toate derivatele care intervin sint continue pe E, sau cel pufin in vecind-

tatea punctelor z.
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)y ‘ S )i ; ' 7
Fie m puncte distincte #}”, j =1,2,..., ki 1=1,2,,...,9 sl si

'y

formdm determinantul D de ordinul m al cirui element din a (Fy + ky +

—!—_. oo + Ky + 7)-a linie si a s-a coloand este diferenta divizata (obis-
nuitd) de ordinul ¥ =1, [, 20 ..., 4% 0], =12, . B 5=
[ : 5 o J “J ; 1 88 1 e ety ey LTy T
= 1i 2,..., m. Dacd observim ci aceasti diferentd divizati tinde citre

(r—1) A / ‘ ‘ s )
g (%) cind punctele xf—‘), 1 =1,2,...,7 tind citre «2;, vedem

(r — 1)!
cd determinantul D tinde citre determinantul (3) impirtit cu f[ (ke — )N
A () = ¢ ) .‘izl ;

cind ' =2z, j=12,...,k 1=1,2,...,p fin fine, dacd inmulfim

determinantul D prin produsul

n i y 7 .
L V(P a0 2 (5)

i=1

§i dacd facem citeva operatii elementare asupra liniilor, obtinem, deter-

minantul
el By o e .
A () (1 (2 2 . )
By B s 5 e B By LY A B i :\:;(f”) (6)
o

Rezultd cd determinantul (3) se obtine inmultind pe (6) cu f[ (F: — 1) i
i=1

impdrfindu-l cu (5) si fdelnd apoi punctele o) si tindd citre z pentru
b=y e By, = 10200 00, P

Se poate generaliza procedeul de trecere la limitd prin care s-a obfinut
determinantul (3) plecind de la determinantul (1). $i anume se poate ob-
| fine in acelagi fel un determinant de forma (3) plecind de la determinanti
‘ de aceeasi formd. Nu insistim asupra acestei generaliziri deoarece ea nu
i va fi folositd in cele ce urmeazi.

Ca o primd aplicatie gisim formula

Wkt Bie o i B e 3 B e T e
N . e g’
fry fiy :
P 5255 1 ok
=I[(k =11 II (z—z)% (7)
i=1 i<

: Avem,rpe baza unei formule bine cunoscute (vezi, de ex., I,. V. C o 1~
eldan o [B]),

- (1, cos x, sin %, cos2x, sin2x,. .., cosmy, sin mx]

X1 Xass o o v ois » Xam41

1, 2,00 241 ¢ e
B e | 2 pintl = (8)
i<j

2
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din care rezultd si
(1, cos &, sinx, cos2y, sin2x,. .., cosmx, sin mx) (9)

Zl)zlv‘ . 'rz]_; ZZDZZI' . ‘J’Za)‘ ¥ ey ijzp:- J 'sz

ky ke, ky

i=1 i<

— i | 4 1,2 ,p g kK, .
— [H (B *1)!1] 1I (2 5111";2_*) y (B Ryt . Ry =2m4-1).

Dacd in cele ce urmeaza se considerd un determinant (1) cu punctele
%; nu toate distincte, il vom considera modificat in felul explicat mai sus.

3. Daca printre punctele x;, pe care este definit determinantul (1)
sau determinantul modificat (3), existd unul care are ordinul de multipli-
citate & respectiv un ordin de multiplicitate = £, vom zice ei acest punct
se repetd de &, ori respectiv se repetd cel mult de % ori.

Definitia 1. — Vom zice cd funclizle (2) formeazd un sistem de
interpolare sau un sistem (I) pe multimea E (avind cel putin m puncle) dacda
avem

V(gl, 8o v g) 0 (10)

W o i
pentri orvice grup de m puncte distincte x;e E, 1 =1, 2,..., m.

Proprietatea de a forma un sistem (I) pe E, pentru functiile (2), este
mai restrictivd decit proprietatea de liniar-independentd a lor (pe E). Cu
alte cuvinte, orice sistem (I) este format din functii liniar indepedente dar
nu orice sistem de functii liniar independente formeazi un sistem (I).

Prezintd de asemenea interes completarea definitiei 1 prin

Definifia 2. — Vom zice cd functiile (2) formeazd un sistem (I)
regulat de ordin % (1 = & = m) pe E dacd avem (10) pentru ovice grup de m
puncte x;e E, 1 =1,2,..., m, fiecare vepetindu-se cel mult de k ori.

Dacd k = m, vom zice cd funcfiile (2) formeazd un sistem (I) complet
requlat (pe E). ]

Regularitatea de ordinul % insemneazi deci ca determinantul (3)
este0 daci e B, 1l S hi=k. t=12,...0 8 +k+t ... Fh=m,
punctele z; fiind distincte.

in definitia 2 presupunem totdeauna ci dacd & > 1, derivatele de
ordinul 2 — 1 ale functiilor (2) sint continue pe E. In felul acesta regulari-
tatea de ordinul 2 > 1 implici continuitatea pe E a derivatelor de ordi-
nul & — 1 ale functiilor (2). Ipoteza ficutd anterior face si evitim orice
dificultate. Aceasta este evident o restrictie insd, dupa T. J. Stieltjes
[26], ea asigura valabilitatea trecerii la limitd de la nr. 2.

Se poate evident defini determinantul modificat (3), admitind condi-
fii de derivabilitate mai generale, de unde rezulti de asemenea o nofiune
mai generald de regularitate, dar atunci proprietitile de trecere la limita
sint mai complicate, Vom ldsa sistematic la o parte asemenea generalizari.
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Multimea E poate sd fie oarecare. In cele ce urmeaza multimea E

va fi, in general, un interval. Atunci notiunea de derivati este cea cunos-

cutd din analiza elementari.

Este clar cd regularitatea de ordinul % implicd regularitatea de orice
ordin mai mic gi ci regularitatea completd implicd regularitatea de orice
ordin = m. In particular, notiunile de sistem (I), si de sistem (I) regulat
de ordinul 1 sint echivalente.

In fine, regularitatea de ordinul % este echivalents cu una din proprie-
tatile urmitoare :

1°. Pentru orice grup de m puncte (numirate cu ordinele lor de multipli-
citate) zeE, tespectiv de ordinele £ de multiplicitate, i =1, 2,..., p,

By + ky 4 ... 4k, =m i pentru orice grup de m numere P, =
=0, 1L.., k=1, {=1,2,...,p, existi o combinatie liniard a functiilor
(2) §i una singurd ¢(x) pentru care o"(z;) = ¥, s )
LS Ui
Dacid [ este o functie astfel ca 9 = D), 1 =0,1,..., k—1,
t=12,...,p, vom nota aceasti combinatie liniari si cu
Lf %) = L(23; %11« 102 %4y BaoBgye s v By o v oy B, B Zp ) (1)

by Ky by

Dacd functiile (2) formeazd un sistem (I) regulat de ordinul & si daci
kB, 1=1,2,..., p, combinatia liniard (11) este bine determinati
(si unici).

Este clar cd dacd / se reduce la o combinatie liniard a functiilor (2)
i dacd condifia precedentd este verificatid, avem L(f|x) = /.

2°. O combinatie liniard a functiilor (2) nu se poate anula pe m puncte,
dintre care fiecare se repetd cel mult de % ori, fira si fie identic nula.

Se zice cd o funcfie se anuleazi de & ori pe un punct, dacd aceasti
funcfie gi primele sale & — 1 derivate sint nule pe acest punct.

Formula (7) ne arati ci functiile &, 4 =0, 1,..., m — 1, formeazi
un sistem (I) complet regulat pentru orice numir natural 7 si pe o multime
oarecare E.

De asemenea formula (9) ne arati ci functiile 1, cos ix, sin ix, 1 =
=1,2,..., m, formeazi un sistem (I) complet regulat, pentru orice numar
natural s $i pe orice interval care nu contine un subinterval inchis de lun-
gime 2, deci, in particular pe intervalul [0, 2x), inchis la stinga si deschis
la dreapta.

4. Dacd functiile (2) sint continue, putem gisi rezultate mai coni-
plete. Astfel, avem

TEOREMA 1. — Dacd funcfiile (2): 1°. sint continue pe intervalul E,
2°. formeazd un sistem (1) regulat de ovdinul k pe E,

deteyminantul (1) nu schimbd de semn, cit timp punctele x;, dintre care
fiecare se vepetd cel mult de k ori, nu schimbd ordinea lov de mdvime relativi
(de ex., atit timp cit funcfiile g rdmin in ordinea indicatd de sirul (2) iar
punctele x; rdmin in ordinea crescitoare a indicilor lor, x, < %, = ... = x,).
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In conformitate cu definitiile precedente, pentru & > 1 (dar nu pentru
k =1) conditia 2° a enuntului implicd continuitatea functiilor (2).
Sa presupunem intfi ci k = 1. Pentru demonstrafie, si presupunein
contrariul. Putem gisi atunci punctele
Ty A< . =l el = (12)

astfel ca si avem

V(g:[’: g?a RO c:u) >0, V(gl,: bz,,, = ey g:::) < 0. (13)
X1, Xgy v vy Xy X1, %g .00, Xy
Punctele

n=A 4+ —Nx, 4=1,2,...,m, (14)

rimin distincte pentru 0 == A =1 §i determinantul (1) este o functie de
A perfect determinatd si continud pe [0, 1].

O proprietate bine cunoscutd a functiilor continue ne aratd ci existi
un A, 0 <\ << 1 astfel ca determinantul (1), unde punctele x; sint date
de (14), si fie egal cu zero. Aceasta este In contradictie cu ipoteza ci functiile
(2) formeaza un sistem (I).

Sd mai observdm cd din (12) rezulti ci, pentru 0 = A = 1, punctele
(14) verificA de asemenea inegalititile x;'< %, < ... << x,, riminind
intr-un interval de lungime = max (x,, — #{, ¥, — #{’). Dacd in plus
0 <)<1six= ', ¥, F x,, punctele x; sint in interiorul celui mai mic
interval care contine punctele x/, ;.

Si presupunem acum k > 1. Pentru demonstratie, si presupunem
iardsi contrariul. Putem atunci gisi punctele u; = u, = ... = u,, dintre
care fiecare se repetd cel mult de % ori si punctele v, S v, = ... = v,
dintre care de asemenea fiecare se repeti cel mult de & ori, astfel ca

V(gll gz; AT gm) )»0, V(bln 521 s grn] - O. (15)

Wi Wosriors + poth i e o

Putem atunci gasi punctele variabile (12), tinzind respectiv la punctele
u; §1v;, astfel ca produsul determinantilor (13), prin niste functii care rimin
pozitive, si tindd citre determinantii (15) respectivi. Rezultd ci si de data
aceasta este posibil sa gdsim punctele (12) astfel ca s avem (13). Demonstra-
fia revine deci la aceea a cazului precedent.

Teorema 1 este deci complet demonstrati,

5. Combinatia liniard (11) se poate scrie

V( 81r Bor vy gm:f)

xl; :""'2: [T xl.’h X

)= pi()i— V[ T ] : (16)

Xi, Koy v e0y Xy

L(/
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unde x; sint punctele z;, cu ordinele lor de multiplicitate, intr-o ordine
oarecare. Formula (16) are un sens precis daci » nu coincide cu unul din
punctele x;. In cazul contrar convenim si fnlocuim al doilea termen al
membrului al doilea prin zero. Aceasti conventie este necesari pentru a
evita confuziile cu definitia determinantului (1) in cazul cind punctele x;
nu sint toate distincte.

Din formula (16) rezulta

STRAY ---:gm:f—é’)

4l
L(f1%) — L (g]%) =1 (x) — g (x) —

x]_) xg; oy Xy x
&1, 82 - +» Em
V(
Xis Xay oo vy X

In particular, dacd punctele ; sint distincte si functiile (2) sint con-
tinune, deducem inegalitatea

IL(f[%) = L{glx)| =M  max  (|/(x:) — g(x:)l), (17)

i=1,2, .., m

unde M (> 0) este maximul, in cel mai mic interval inchis care contine
punctele x;, al functiei continue

§ ( gl' gZI cees 8m )
i=1 X1s le oy Xily Xitly Xigly onoy Xmy X
2
81) B2s -+ s Bm
V(
Xy Xgy vony Xy

unde determinantii care intervin (la numdritor) sint definifi de membrul
al doilea al formulei (1).

Putem ugor generaliza acest rezultat in cazul cind punctele x; nu sint
distincte.

Deducem atunci

TEOREMA 2. — Dacd : 1°. funcfiile (2) sint continue si formeazd un
sistem (1) pe intervalul E, 2°. combinafia liniard © a acestor functii se anat-
leazd pe m — 1 puncte distincle x;, 1 = 1,2, ..., m — 1, fdrd sd fie identic
nuld pe E,

funciia ¢ (este continud si) schimbd de semn trecind printr-un punct x;
(care nu coincide cu o extremitate a lui E).

Se presupune, bineinteles, m > 1.

Aceasti proprietate este bine cunoscuti. Pentru a fi complet, vom
da demonstratia ei.

Sd presupunem cd, contrar enunfului, ¢ nu schimbi de semn trecind
prin punctul w;, care nu coincide cu unul din extremititile lui E. Putem
atunci gési punctele xj, x{" astfel ca: 1° x{ < x, < x{/, 2° nici unul din
punctele x;, ¢ =2,3,..., m — 1 nu apargine intervalului inchis [x], %{*],
3° e(xl)e(x1’) > 0. Si considerdim inegalitatea (17) relativa la punctele
Xy, Xy, X, o+ ., ¥p—q, la functia ¢ gi la combinatia liniard ¢, a functiilor
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(2) care ia aceleasi valori ca §i ¢ pe punctele x{, %y, %3, ..., %, $i pentru

care o,(%;) = — esg @(x1'), unde g este un numir pozitiv <ﬁ |o(%1")].

Avem atunci

(o) — 9 ()] = I (o ) — L (g i) | = M e < 12U

Rezultd cd sg ¢i(x1') = sg o(x1).

Se vede acum cd ¢,, firi a fi identic nul, se anuleazi pe punctele
Xg, Xg, - -, ¥m—q Si Incd cel putin o datd pe fiecare din intervalele deschise
(x1, %), (%, ¥1'). Aceasta este In contradicfie cu faptul cd functiile (2)
formeazid un sistem (I).

Teorema 2 este demonstrata.

6. S4 presupunem cid cele n + 2 functii

Jor fs - oo Tns fu (18)

sint definite si formeazd un sistem (I) pe E. Se vede ugor ¢ atunci primele
n + 1 dintre aceste functii
Jor fis + o os s (19)
sint liniar independente pe E.
Zicem [13] cid functia [ este' conwvexd, respectiv concavd in raport
e sirul (19) de funclii, dacd

V(fﬂ: fl» sewy f.ft: f] = 0 I'ESP. < 0’ (20)
xl; xzx ey :‘(fl+2

pentru orice sistem %, < Xy < ... < Xnyo de n 4+ 2 puncte ale lui E.

Dacd functia f este convexi sau concava in raport cu sirul (19), ter-
menii girului impreund cu aceastd funcfie formeazd un sistem (I) (pe E).
Reciproc, dacd functiile (18) sint continue $i formeazd un sistem (I), func-
fia fy4; si, In general, una oarecare dintre aceste functii, este convexi sau
concavd in raport cu orice sir format cu celelalte n 4 1 functii.

In cele ce urmeazd vom presupune ci numdirul intreg n este = 0.

Se poate da un sens definitiei precedente i in cazul » = —1. Atunci
sirul (19) dispare si convexitatea, respectiv concavitatea functfiei / revine
la pozitivitatea respectiv negativitatea ei pe E.

Notiunea de convexitate astfel introdusd generalizeazi aceea de
convexitate de ordin superior (de ordinul #) [12], care se objine in cazul
particular

et = (21)
fn acest caz functia
141 % 14
fuy1 =5 (21°)
este convexd in raport cu girul functiilor (21), intervalul E fiind oarecare.

10 — Studii §i cercetdri de matematicd
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7. Inegalititile de definifie (20) nu sint simetrice fafd de punctele
¥; i distinefia intre convexitate si concavitate depinde de ordinea in care
intervin functiile (19). Acesta este motivul pentru care in definifie am

subliniat faptul ci convexitatea si concavitatea sint in raport cu sirul si

nu in raport cu multimea functiilor (1).
Observdm cd dacd f este convexid respectiv concavi, funcfia —f este
o . 19 H e
concava respectiv convexd. Multimea functiilor convexe (sau concave)
In raport cu sirul (19) rdmine invariabild sau se schimbi in mulfimea func-
tiilor concave (sau convexe) prin o permutare a functiilor (19).

Pentru a inlitura aceste asimetrii introducem notatia

B s o v o f):V(fO, Foi w52 f,lﬁH)J (22)

e S« < oy At ) | == V(

unde presupunem cd functiile (18) formeazd un sistem (I) si cd punctele
x; sint distincte. Atunci expresia (22) are un sens perfect determinat si
este simetricd in raport cu punctele x;. In cazul particular (21), (21')
aceastd expresie se reduce la diferenta divizatd a funcfiei / pe nodurile
X1, X, .., Xpgp . Vom continua sd intrebuintdm pentru expresia (22)
denumirea de diferentd divizald si pentru punctele x; denumirea de noduri
(ale acestei diferente divizate sau pe care aceastd diferenti divizatd este
definitd). In notatia (22) am omis si punem in evidenta functiile (18)
deoarece niciodatd nu vom intilni simultan in consideratiile noastre doui
sisteme (18) diferite.

Diferentele divizate astfel definite se bucurd de niste proprietiti care
sint exprimate prin formulele

X Mgy vy Xpao X1y Xgy v v vy Xpyo

0, ¢=0,1,....»
X1y Xgy o vy Xngo, = G et 23
41, % e P {1' Tty (23)
s g - ¢ o) Bnpnis, 8 -+ BE] = o [%1y Fy =+ 5 Hnan s F1 F
+ B [i\fl, xza "’?_xtl+2; g]» (24)

oricare ar fi functiile /, g, constantele «, § si punctele distincte x;¢ E,
t=1,2,...,n+ 2. Formula (24) exprimi proprietatea de liniaritate a
diferentei divizate.

8. Cu ajutorul diferentelor divizate, definifia convexitifii se poate
enunfa (sub o formid ceva mai precisi) in felul urmitor :

Definitia 3. — Functia | este convexdi, neconcavii, neconvexi
resp. eoneavd in raport cu functiile (19) dacd
(%1, %3, <., Hnge; f]1 > 0,=0,= 0, resp. <0, (25)
punctele x; e E, i = 1,2, ..., n+ 2 fiind distincte st oavecars.

Se vede cd definifia este independenti de ordinea functiilor (19) si
cd distincfia intre functiile convexe si functiile concave este precizati
de alegerea functiei f,,, care este, ipso facto, convexi. Vom vedea mai
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jos, la studiul restului R [f], cd introducerea diferentelor divizate satis-
face la exigenfe care intrec mult simpla dorinfd a mnoastrd de a restabili
simetria anumitor formule considerate mai sus.

Convexitatea (concavitatea) este un caz particular al neconcavititii
(neconvexitafii). Insd pentru ceea ce urmeazi este util si se faci o distincfie
netd intre functiile neconcave (neconvexe) in general gi intre functiile numai
convexe (concave).

Dacid [ este convex respectiv neconcav, —f este concav respectiv ne-
convex si reciproc.

Combinafia liniard cu tofi coeficientii pozitivi respectiv tofi negativi,
a unui numdr finit (cel pufin 1) de funcf{ii neconcave este mneconcavi,
respectiv neconvexd. Dacd una cel pufin dintre functiile considerate este
convexd, combinatia liniard consideratd este convexid respectiv concava.

Iimita unui sir convergent (pe E) de funcfii neconcave (neconvexe)
este o funcfie neconcavi (neconvexi).

O functie f poate si fie in acelasi timp neconcavi si neconvexi. Functiile
care verificA aceasta proprietate sint acelea gi numai acelea a ciror dife-
rentd divizatd este nulid pe orice grup de # + 2 puncte ale lui E. Pentru
ca aceastd proprietate si fie verificatd este necesar gi suficient ca [ si se
reducd la o combinatie liniard a functiilor (19). Condifia este evident sufi-
cientd. Dar ea este si necesari. Intr-adevir, deoarece functiile (19) sint
liniar independente, existi n-}-1 puncte distincte x;,7 =1,2, ..., n 4+ 1,

R R V(f"’ oY ):0’

astfel ca V(, ;
X1, Xgy wovy Xy,

X1 Koy ooy Xpyp1, X
pentru x e E, de unde rezulti proprietatea.
Dintre celelalte proprietdti ale functiilor convexe semmnalim

TEOREMA 3. — Dacd: 1°. functizle (18) sint continue st formeazd
un sistem (I) pe intervalul E, 2°. functia | este continud insd nu este wnici
convexd §i nici concavd pe E, :

se pot gdsi n 4 2 puncle dislincte x; e E, 1 =1,2, ..., n + 2, astfel
Ca S javems [, %0, 0ok, gy 1= 0.

Intr-adevir, daci functia nu este nici convexi si nici concavi, atunci
ea cste sau neconcavd sau neconvexd si atunci proprietatea este evidenti
sau se pot gisi doud grupe de cite » -+ 2 puncte distincte ¥ e E si x/ ¢ E,
t=1,2,...,n + 2, astfel ca diferenfele divizate

(4, 3y e B £ [0 28,0, 2iias £ (26)

sd fie diferite de zero si de semne contrare. Este destul atunci si aplicim
teorema 1, tinind seama de formula de definitie (22) a diferentelor divizate,
Deducem de asemenea proprietatea mai generald exprimati de
TEOREMA 4. — Dacd : 1°. functitle (18) sinl continue si formeazd
un sistem (I) pe intervalul E, 2°. functia | este continud pe E, 3°. C este un
numdr cuprins intre valovile A, B ale diferentelor divizate (26),
se pot gdst n ++ 2 puncte distincte x; e E, 1 = 1,2, ..., n + 2, astfel
o@ SA avem. [%y;, %y, vu., Fngos ] = C:
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Dacid C coincide cu A sau cu B, ceea ce are in mod necesar loc daca
A =B, proprietatea este evidentd. In cazul contrar avem (4 —B) (B—C)<0.
Tinind seamd de (23), (24) se verifici ugor cd functia f — Cfyyy nu este
nici convexid i nici concavd. Este suficient apoi si aplicim teorema
3 acestei din urmd functii.

Din observatiile ficute la demonstratia teoremei 1, rezultd cd dacid
<< ...<Xng2, ¥ <X <...< A4 se pot alege punctele x;, astlel ca
sd avem #; <Xy << ... < Xppa2 $i Ange — ¥y = max (Api2 — X1, ¥ngz — A1),
iar dacd (4 —C) (B —C) <0 sid avem 1In plus si min (a1, 51') < 2 <
< max (%n41, %ng2), 0 =1,2, ..., n + 2.

9. Daca functiile (18) formeazd un sistem (I) regulat de ordinul &,
putem lua formula (22) pentru a defini orice diferentd divizatd ale cirei
noduri distincte se repetd cel mult de % ori, Pentru a pune in evidenta multipli-
citatea nodurilor vom nota aceastd diferenti divizatd si cu

(25 i i i T 28 b g oy By, « vy 20 Els (27)
By (O by kp

unde nodurile z; de ordinele de multiplicitate respective %;, i = 1,2, ..., 9,
sint distincte.

Rezultatele de la nr. 2 ne aratd ca diferenta divizatd (27) este limita
diferentei divizate

(1 (1 (1 2 @ 2 Ap) .
[;"g ): xZ): s imey xl{;: X1, Xz oeey xi('fg}) L x(lp}: x&u): omoviy -"\_S\'Z) » f_i
pe noduri distincte, daca z:}” 28 =12 i ki F=1,2, o0 osds

In particular, presupunind cd functiile (18) formeazi un sistem (I)
complet regulat, avem

r B Wit v=sstord) 9Q
EE ..o&) )= 2 | . 28
[ ! [”/(](u’ I fn+1)]x=§ (5]

Diferitele proprietati ale diferentelor divizate definite pe noduri dis-
tincte se pot extinde la diferentele divizate pe noduri nu toate distincte,
definite in felul aratat mai sus. De exemplu, formulele (23), (24) rdmin
evident valabile.

Observam cd dacd functiile (18) formeazd un sistem (I) complet re-
gulat si dacd functiile (19) sint solutii (in mod necesar liniar independente)
ale ecuatiei diferentiale liniare si omogene de ordinul n + 1, :

Dyl =" + () y™ + ... + gua(#) y =0,
avem Wi(fy, fuo sonstn ) = Wty fis s« o fa)D[f] 351 formula (28) devine

) D] :
EJ E): L) g » == = = 29
[ f ] l D [fn-l-l] ]sz ( )

o e R e NS S D T
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Diferenta divizati (27) existi, pe baza definitiei date, numai dacd
determinantul ¥ de la numiritorul membrului al doilea al formulei (22)
existd in sensul de la nr. 2. In cele ce urmeazid vom presupune céd functia
f are toate derivatele care intervin, continue. Cu aceastd ipotezd diferenta
divizatd (27) existd in conditiile de mai sus.

Se pot defini diferenfe divizate mai generale pe noduri nu toate dis-
tincte, prin treceri la limitd convenabile. Aceste treceri la limitd se pot
face prin intermediul limitelor diferenfelor divizate obignuite (cele cores-
punzitoare cazului particular (21), (21’)). De fapt, in acest fel procedim
in aceastd lucrare. Se poate proceda si direct, fard a trece prin cazul parti-
cular (21), (21). Toate aceste chestiuni sint intr-o strinsd legaturd cu defi-
nifia si existenfa derivatelor directe de ordin superior ale unei functil.

Pentru a da un exemplu, si observim cd in cazul particular (21)

(21'), citul (29) se reduce la | FV(g) si acest rezultat este valabil,
n L

T
in virtutea convenfiei noastre, daci f are o derivati de ordinul » -1
continud, cel putin pe punctul E. Daci insi pentru primul membru al lui
(29) (riminind in cazul particular (21), (21')) adoptam ca definitie limita
diferenfei divizate [, %,, ..., %441, £; f] cind punctele x;, i=1,2,...,n+1
tind catre g, formula (29) rimine valabild, asa cum a ardtat T. J. Sti-
eltjes [26], numai sub ipoteza existenfei derivatei de ordinul » 41 a
functiei pe punctul § (funcfia f este presupusad definitd i marginitd pe E).

In cele ce urmeazi vom l4sa In mod sistematic la o parte asemenea
generalizdri.

10. TFie R[f] o functionald liniard, definiti pe un spatiu vectorial (F
format din functii f continue pe intervalul E.

Presupunem ci functiile (18) formeazd un sistem (I) si apartin lui (7.
In particular deci ele sint continue pe E.

Dacid functionala liniarid R [f] se anuleazd pe functiile (19), ea este
nulid pe orice combinatie liniard a acestor funcfii. O astfel de functionald
este, de exemplu, o

Fe s Em+2 ! (30)

unde K este un numir independent de functia f iar & sint » 4+ 2 puncte
distincte ale intervalului E.

Vom introduce acum

Definitia 4. — Vom zice cd functionala liniard R|[f], definitd
pe (F, este de forma simpld dacd, pentru orice fe (F, ea este de forma (30),
unde K este un numdy diferit de zero, independent de funcliia f, iar &; sint
n -+ 2 puncte distincte ale lui E (care pot depinde in general de funcfia f).

Avem atunci

TEOREMA 5. — Condifia necesard si suficientd pentru ca funclionala
liniard R [f] sd fie de forma simpld, este ca sd avem R [f]= 0 pentru orice
functie [ (e (F) convexd in raport cu functitle (19).
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Conditia este necesard. Intr-adevir, dacy R[f] este de forma simpls.
din (23) rezultd intii ci R|fa41] = K 0. Din formula

Rlf] = Rfur1]1& & - . ., Enge; 1] (31)
rezultd apoi cd R[f] 7 0 dacid f este convex. '
Condifia este suficientd. Daci avem R[/]# 0 pentru orice funcfic
convexd, aceeasi proprietate este adevarati si pentru orice functie concava.
Intr-adevir, dacd / este concav, funcfia —/ este convexd si avem

Rl =~ El=f]20:
Iie fe (F si si considerim functia auxiliari
Ple= R[/] . fn-H — R [ 7 (32)

Avem ge (F si R[p] =0. Rezulti ci ¢ nu este nici convex si nici
concav. In virtutea teoremei 3 se pot gdsi n + 2 puncte distincte &;,
1=1,2, ..., n + 2, astfel ca si avem (27 R e Tinind
seama de (23), (24), din (32) se deduce formula (31).

Teorema 5 este deci demonstrats.

Dacd R[f] este de forma simpls, el se anuleazi pe functiile (19). Se
poate deduce aceastd proprietate direct din faptul ci R[f] 0 pentru
orice funcfie convexd sau concavi. Pentru a demonstra proprietatea, si
presupunem contrariul, deci cd R[f;] =% 0 pentru un 4, 0 =i¢==n Daci
punem / = f; in (32), obfinem o functie ¢ care este convexa sau concavi.
Egalitatea R[] = 0 este atunci in contradicfie cu ipoteza.

O demonstratie analoagi ne arati ci dacy R[f]+# 0 pentru orice
funcfie convexd, avem mai exact R [fpy JR[f] >0 pentru aceste functii.
Cu alte cuvinte R|[f] isi pistreazi semnul, care este semnul lui R [Fili
pentru orice functie convexs, deci pistreazi semnul contrar pentru orice
functie concava.

La fel se vede cd daci R[f] este de forma simpld, avem R[f,+1] R[f]=0
pentru orice funcfie f neconcavi si avem inegalitatea contrari pentru
orice functie neconvexa.

§ 2.

I1. Restul R[f], in cazul cind este de formi simpli, se exprimd, prin
formula (31), cu o diferentd divizati. Structura restului depinde deci de
structura diferenfei divizate (22). Structura acestei diferente divizate
este precizatd de o importantd teoremid de medie datoritf lui D. V. W id -
der [28]. Aceasti teoremid are loc sub o ipotezi suplimentard fiacutd
asupra functiilor (19), ipotezd pe care o vom semnala mai jos.

Vom regisi rezultatele lui D. V. Widder pe o cale diferitd. Rezul-
tatele noastre, care sint suficiente pentru studiul restului, sint putin mai
generale, dar nu permit si se regiseascid decit o parte din rezultatele lui
D, V., Widder, in cazul particular examinat de acest autor.
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Ipoteza suplimentard despre care am vorbit mai sus constd in aceea
cd functiile (19) formeazd un sistem (I). Aceasta nu este o consecinti a fap-
tului cd functiile (18) formeazd un sistem (I) (a se vedea, de ex.,AexempluI
dat la nr. 16). Pentru a evita orice dificultate, vom presupune in cele ce
urmeazd cd functiile (18) sint continue.

[2. Vom wutiliza formula urmitoare

%4 fﬂlfls -.t,fu. ) _V( fﬂ, f]_, .r..,f",]( — );
Xoy Xgy « v vy Xpygn Xir Xy oovy Xi1y X1y Xigas o« vy Xny3
i ‘][ ,f(]) fl: -..;fn ) V(fg, fl’ -..,/n,/)‘{—.
Lgr Mgy v ooy Niefs iy Xig2r o ooy Xngy X1y Xgy o v vy Xnya
V( ][g. f]_, ..-,fn ) V(fu, fl! ...,f,,,f]l (35)
+ Xy, Xgy vv vy Xiq, Xi41, xH_z, kel ,\‘-,,+2 KXoy Xgse s vy -'151:-[-3

Pentru a demonstra aceastd formuld, si considerim determinantul
de ordinul 2% 4 3

B sl ¥ 8=, 25 e 2R 30 (34)
unde @, este elementul din linia a 7-a si coloana a s-a si unde

f.i‘—](xf): 7’:112:--‘111’+B S:1,2,...,?L—|—2,
e e 0, ¥ =n4+4, n45, ..., 28}+3
- f.s—.u—a (xr); ¥ o= 1, 7, N - 3,

0, =23, ol — 0GR, e B2

rfS—f[—B (xl"—-”—z)) ¥ =%+ 4: n —[_ 5: ce, + ?: + 11
{l,—},- =

Vomnms (Hr—na), r=n+4+2 04443, ...,2n43,
s=n4+3n+4,...,204 3.

Acest determinant este egal cu zero. Pentru a vedea acest lucru este destul
de a-l transforma, adunind intfi linia a (# +2 4 j)-a la a j-a pentru
' =2,3,...,4—1 ¢ linja a (n+1+7)-a la a j-a pentru §j =1+ 1,
t-+2, ..., + 2 si pe urmi scidzind coloana a s-a din a (» —]—_2 -+ s):a
pentru s =1,2,...,n + 1. In felul acesta toate_ elementele situate in
ultimele »# 4 1 coloane si primele # 4 3 linii devin nule.

Dacd dezvoltim determinantul (34) dupa formula lui Laplace dupa
primele # 4 2 coloane, obtinem formula (33).

Formula (33) este valabild pentru 2 =i =» + 2. tr')ste usor de vazut
cum o putem scrie pentru 7 =2 gi pentru ¢ = n |+ 2.

Dacd punctele x;, ¢ =1,2, ..., n 4+ 3 sint distincte, tinind seami
de (2), din formula (33) deducem

(%1, Xar -« -0 Bi—1s Xpprs Xpgzs ooy %ngzs ] = .
=4 [4’«1, Koy ooy Xpga; f1+ B [%2) %55 « -+ Fntzs /] (35)

= ——
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unde, finind seamd de faptul cd functiile (19) formeazd un sistem (I)
aver

]

v
Xo, Xgy v oy Ximl, Xig1, Xigas + oo

forfir <o vs fn , x,,+3) V(fu: fo oo I /n+1)

b T e b R o) .
= ™ 7 , 7 L D T2 (36)
V( u;' 1o e n ] V( ();]‘11 ---,fm fn-l—l'

KXoy Xgy « v vy Xp2 Xps Xgs ooy Xiety Xigty Xiqas « ooy Xng3

V‘ fn, lll; ---:/n ) V fu, fp ---;/m f?H—l
o Xy, Koy o ooy Xiemty Xjg1, Xito, «ony Nn+2 Xg, Xgp o v uy Xny3 (07)

3 (]

p e T Jor Fu <= Jon Fot )

Koy Xgy oo vy Xpyo V15 Xos o vvy Fiely Xigly Xig2s « ooy Xpa3
Daci in (35) punem f = f,,4, gdsim 4 + B = 1. Dar daci Xy Ty L =
< g3 (l <1 <m 4 3), teorema 1 ne aratd ci coeficientii 4, B, care sint
independenti de functia f, sint pozitivi. Rezulti cd dacd X < X< ... < Xyy3

1 g i ivizatd 3

( t< = nd:}— 3),ld1fer.enuj;a chv1za“ca [351, Mo v ooy Kimls Kigt, Xig2y -« o5 ¥nyg; [ ]
este o medie aritmeticd generalizatd (cu ponderi pozitive) a diferentelor
divizate @i, %5, ooy Mg i 11 B B - 0oy Brgs i fl

Ly In particular, fn cazul (21), (21') regisim formula mediei diferentelor
divizate obisnuite

[ %) oo <5 Bty Bty Brgzs v oonie sy [ =
o b= e, m, o BTl £ (¥ny3 — %) [%5, %3, ..., sl
xn+3 = xl

I3. Din formula (35) a mediei deducem proprietatea mai generala
exprimatd de

. TEOREMA 6. — Dgzc_fi X <Xy < oo < Xy SIul om = 42 puncte ale
lm_ E, diferenta divizatd o0, Xigs o 2 Y. f] (1= by <My = =
<ty = m) pe n+2 dintre aceste puncte este o medie aritmeticd generali-
zatd (cu ponderi pozitive convenabile) a diferentelor divizate

B Mty o Bivpmr i bl 2e=1,8, .ovim g —1 (38)
pe cile n 4 2 puncle consecutive din sivul punctelor x;.
Avem deci
m—n—1
[‘}6,‘1, Hlgn « s vy FMlyn s s f] = ,'E A,- [:\f,-, i [ Xitntl s f], (39)
clc;eflicien‘pii 4; fiind pozitivi, independenti de functia / si de sumid egald
cu 1.

Demonstratia nu prezintd nici o dificultate. Fa se poate face exact
ca g1 in cazul particular (21), (21') [14], prin inductie completi asupra
numdrului m al punctelor x;. Pozitivitatea coeficientilor este o consecintd
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a acestei demonstratii dacd » < %, < ... < %, (si a faptului cd 4, =1,
inya = M).
Pe lingd ipotezele teoremei 6 se deduc si inegalitatile
fun ([%e %ia1s oo o0 Birnrt i F)) = [Hep B oo % 1=
i=1,2, .., m—n—1 g
= max ([ %5 Brgtrn s oo Bppain s L1 (40)
i=1, 2, «s, Ni—n—1

Egalitdfile nu pot avea loc decit in acelasi timp $i anume dacd i numai
dacd diferentele divizate (38) au o aceeasi valoare C, deci dacd i numai
dacd pentru functia f — Cfnyy, aceste diferenfe divizate sint toate nule.
Stim cd pentru aceasta este necesar si suficient ca funcfia f sa depinda
liniar de functiile f;, 1 =0,1, ...,n + 1 pe punctele %, i =1,2, ..., m.

14. Rezultatele precedente permit si demonstrim, sub aceleagi
ipoteze,

TEOREMA 7. — Dacd functia | este continud pe intervalul E si dacd
v,1=1,2, ...,n+ 2 sint n + 2 puncte distincte ale lui E, putem gdsi,
in interiorul celui mai mic interval care contine punctele x;, un punct & astfel
cd in orice vecindtale a acestui punct existd@ n 4+ 2 puncte distincte x; e E,
i=1,2, ..., n+2 pentru carve avem egalilalea

[xl, Xoy « oy Xng2 /‘] = ["Ei’ ] < oz x;l-i—‘Z; /] (‘11)

Vom demonstra intii ci in (41) putem alege punctele x; in interiorul

celui mai mic interval care contine punctele x; si intr-un interval de lun-

gime mai micd decit un numdr pozitiv e dat oarecare.

Putem de la inceput si presupunem ci %; << &y, < ... < Apap (2= 0).
Impirtim fiecare din intervalele [x;, %j41], 1 =1,2, ..., n+ 1 in m parfi
egale, m fiind un numir natural > 2 si care verifici inegalitatea

n -+ 1 v
m>—— max (%41 — %). (12)
€ =152 M1
Fie y; <y, < ... < Ymtpmsr toate punctele de diviziune .'dfstfel obti-
nute. Avem deci % = Yi—pm+1, t=1,2,...,n + 2 si, tinind seamd
de (42),
n 4 1 .
Yogner —Yi=—— max (#4 — ) <e (13)
wo j=1,2, ..., n+1

i=1,2,...,(n 4+ m — n.

Fie [y, ¥r 4100« » Ve pns1 3 f] una din cele mai mici §i [y, Vsitse -, Vstnt1 il
una din cele mai mari dintre diferentele divizate [y, Yit1, -+« Vigns1: /1]
t=1,2,...,(n +1)m — n. Formula (40) ne dd

[ Bty « o vp Yrdicil 5 1= [%, %, .. Fnss; A==

= [Yss Yot oo or Yotntts [ (44)
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Vom distinge doui cazuri :
Cazul 1. Fgalitifile nu au loc in (44). Atunci pe baza teoremei 4, pentru
‘[1 =] [)'r; 3"}'+11 DR Y| yl'+ﬂ+l ; f] B =i |',"SJ ,\'S-}-l) ey L\’S+I!+l 5 ](];
C = [%, %5 - o X T

proprietatea rezultd dacd finem seama de observatia ficutd cu ocazia
demonstririi teoremei 1 si tinind seamd de (43). Ipotezele teoremei 1
sint aici satisfacute.

Cazul 2. Inegalitafile (44) devin ambele niste egalititi. Avem atunci

[y Yoy vy T2 f! o5 [}’2’ Yar oo Vn43s 1], unde %, <y, < Ynyz < Xyyp 5
proprietatea rezulti incd din

Se demonstreaza acum usor existenfa punctului £. Rationamentul prece-

dent ne aratd cd se pot gisi sirurile de # -+ 2 puncte ¥ < :\'-g) o = xf,’lz
j=1,2, ... astfel cd, presupunind x < x < ... < %42, si avem
[%s %gy ooy Hmuai Fl = [P a8 o, 2 71

i=0,1,..;80 =x;6=1,2..,042

si
AN AUWAEL) e (1R / + 1 i+1 1 i i 2
X< X, xn+2) = x;({lz, x§f+z’ == —T-lu+ : E; (%ff-)u S 35;”), fe=ll 0
Punctul comun £ al intervalelor inchise [x(,”, xﬂz], j=1,2,... verifici

proprietatea ciutati.

_oe vede cd punctul g se bucurd si de proprietatea ci se pot totdeauna
gasi punctele v} astfel ca £ si fie in interiorul celui mai mic interval care
confine aceste puncte (zicem cd & separd punctele xj).

_ Proprietatea exprimatd de teorema 7, cel pufin in cazul particular
(21), (21°), se datoreste lui A. Cauchy [2].

15. Putem completa teorema 7, observind cd putem lotdeauna alege
punctele xj astfel ca ele si fie echidistante. Aplicind proprietatea functiei
]’“— [xlj Xgy vy Xpgas [] Jagq, se vede cd este suficient si demonstrim
cd dacd avem

[ gy e s Fnaae 11 =0, 2 = i ... = w5 (45)

putem gdsi n + 2 puncte echidistante xf, 1 =1,2, ..., 7 L2, cuprinse
in intervalul inchis [x,, x,.2] astfel ca si avem (41).
Vom distinge douid cazuri:

Cazul 1. Printre diferenfele divizate pe noduri echidistante si cuprinse
fn [xy, xn4p], existd cel pupin una care este pozitivi si cel pufin una care
este negativa. In acest caz proprietatea rezulti deoarece prin procedeul
intrebuinfat la demonstrarea teoremei 1, se poate construi o diferenta
divizatd pe noduri echidistante si care si fie nuli.

. Cazul 2. Toate diferenfele divizate pe noduri echidistante si cuprinse
in [x;, %42] sint de acelasi semn, Vom ardta ci atunci funcfia /, presupusi

(4]
o
20}
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continui, este neconcavd sau neconvexd pe [, Xp4p]. Pentru fixarea
ideilor, si presupunem ci diferentele divizate pe noduri echidistante sint
toate =0 (sau toate = (). Din teorema 6 rezultd cd toate diferenfele
divizate pe noduri care se divid rational (rapoartele mutuale ale distanfelor
dintre noduri sint rationale) sint = 0 (sau = 0). Din continuitatea functiei
/ rezultd atunci ci toate diferenfele divizate sint = 0 (sau = 0). Funcfia /
este deci neconcavd (sau neconvexd) pe [x, Xp42].
Proprietatea cdutatd rezultd atunci din

Lema |. — Dacd funciia conlinud | este neconcavd pe intervalul
(%), %ny2] §¢ dacd avem (45), loate diferentele divizate ale [unclier pe noduri
apartinind Iui [%;, %,42], sint nule.

Pentru demonstrare si presupunem cd proprietatea nu este adevirati.
Txisti atunci puncte distincte x; astfel ca [xf, 23, ..., %42 f] > O
Reunirea mulfimilor de puncte %, v/, 4 =1,2, ..., m -2 formeazd un
sir de cel putin # + 3 si cel mult 2n + 4 puncte distincte ale intervalului
[#;, %p42]. Aplicind teorema 6, impreund cu consecinfele ei relative la
cazurile cind egalitatea are loc in (40), succesiv sirurilor parfiale
Wiy s o vu5 Tmpa Fp Ky oo osNpez, Se ajunge la o contradictie on. (45).

In fine, dacd tinem seami de rezultatele lui D. V. Widder [28],
putem afirma ci egalitatea (41) poate fi realizatd cu noduri v} echidistante,
distanta 3 a doud noduri consecutive fiind suficient de micd. In cazul
cind intervalul E DO [x;, xp42], teorema de medie a lui D. V. Widder
afirmi cd se poate realiza rezultatul precedent cu noduri »{ echidistante
pentru care distanta 3 este mai micd decit un numdr fix independent de

functia f.

16. Inainte de a merge mai departe sd observdm ci teorema 7 poate
si nu aibd loc dacd functiile (19) nu formeazd un sistem (I).

S4 considerim functiile f; = #'t' i =0,1, ..., n pe un interval E
care contine punctul (0. Aceste functii nu formeaza un sistem (I). Funcfia
fur1= 1 este convexd sau concavd (convexd daca n este impar gi concavi
dacid n este par), in sensul definitiei nesimetrice a convexitdtii. Avem
s Y, o Tigia s 2] = (— 1)”"’2;\71112, ..., Xpyo. Dacd deci pentru functia
continud x"*? avem egalitatea (41), unde unul dintre punctele x; coincide
cu 0, unul din punctele x; va coincide in mod necesar cu 0. Rezultd usor
cd teorema 7 nu se aplicd.

17. Rezultatele acestui § se pot extinde si la cazul cind nodurile nu
sint distincte,

S4 presupunem cd nu numai functiile (18) dar si functiile (19) formeaza
un sistem (I) regulat de ordinul £.

Teorema 6 se poate extinde la cazul cind punctele x; = x, =!... = 1,
(m=mn + 2) nu sint toate distincte gi acelasi punct se repetd cel mult
de k ori. Pentru cele ce urmeazd va fi destul si ne ocupim de extensiunea
formulei (35) si vom arita ci aceastd formuld rdmine valabild dacd
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Ny = Xy = ... = Xnia, acelasi punct vepetindu-se cel mult de k ori. Mai
mult fncd, coeficientii respectivi A, B, de sumi egald cu 1, rdmin indepen-
denti de functia f si sinl pozitivi dacd x;, < x; < ¥4z (ceea ce implici
1 <i<nd3).

Tormula ciutatd se scrie

25 Zia 2 < 20 2o zz,...,zg,...,.?p_,~p,...,zp;f]:
’ k‘l _-‘7-—._-’
/% : 3
__A#® p . L
’—A [ZI,ZIJ--'»ZUZEIZ‘J:'--)J‘.:J---,n’*p,zp----;ﬁpJ/I'I‘
1 7 _“;T___’
kl .’fz ffp
o B¥ [24; 24500+ 05 815 By = oo s Byyrioens Zgs B pow o5 5% i1
i G =
1 2 P

unde putem presupune p=3 si avem k=k' =Fk" =k, r=2,3, ...
j—1, j+L..,p—=1, 2=7=p—1 (dack p>3), & =& =&
B =k =ky; ky="Fky =ky, R =k —1, Bi=Fk — 1, ky =k, — 1
l=k=k 2=12, c.x; BB ks F von Fo by =01 3.

Aceastd formuld se obfine din formulele (35) — (37), presupunind
¥ < % < ... << Xpys §i fdcind

,(} . 3 —
Xy + ks +--v+ff}._1+s =3 2_; =% Ly 5§ = 11 2‘: ey kr (kl) =, 0), {4/)

= J‘z""l?bb
B < 2 < oo =2y, t=R Sk F . LR

Se vede ugor cum trebuie modificatd formula daca & =1, & =1
sau kp = 1.

Rezultd imediat cd A*, B* sint independenti de functia [ si cd
A* =0, B*=0, A* + B* = 1. Ramine si se demonstreze cad A4*+ 0,
B* = 0. Pentru coeficientul A* acest lucru rezultd observind ci, ‘cu aju-
torul notatiilor (47), el se obtine din membrul al doilea al formulei (36)
impéartind cei 4 determinanti (1) care figureazi la numdérdtor gi la numitor
prin expresia (D) (m = n + 3) multiplicatid respectiv cu

12

»

1 1 1) (N (J A ) v
V(xg ): xé): s -”“J(frﬁl) ) V(Mj; %2")» ) xk’;)—l), V(xgp’, ﬁ'zp, ) L‘vﬁci)—l
n 1 T /
V( )P %) V(xln, > x,%)) V(xgp), AP, 2P
rif Al 1 1 ( (p) ( ARt X
1% (}b% ), Xé}, A L A 1.)_.]) v I/(xlp)J X'y on ey %k‘i}——l) ! V.(;\‘g})l L\‘g)s siie = y ;\'ls}")—l
1 1 1 o ( ( (7 (
V(xg), 0L, %) V(:Llp), D Y (2 ) V(2 2, ..., 2

si trecind la limiti. Mai sus determinantii lui Vandermonde care nu aun
sens (pentru B =1, By = 1 sau k, = 1) sint inlocuifi cu 1. Daci se efec-
tueazd aceste impdirtiri, pe de o parte nu se schimbid valoarea coeficien-
tului A si, pe de altd parte, fiecare dintre determinantii (1) astfel Impartiti
tinde cdtre o limitd bine determinati si diferitd de zero. Rezultd cd A* = 0.
Se demonstreazd in acelasi fel cd B* %= 0. Demonstratia ne mai aratd cd

I = s o
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coeficientii A*, B* ai formulei (46) sint bine determinati prin condifia ca
si fie independenti de functia f. Este ugor a se scrie valorile acestor coefi-
cienti eu ajutorul determinantilor (3).

18. Putem extinde teorema 7 la cazul cind punctele x; nu sint toate
distincte. Intr-adevidr, presupunind pe mai departe cd functiile (18) si
(19) sint continue si formeazi cite un sistem (I) regulat de ordinul %, teorema
7 rdmine adevdratd dacd printre punctele x; acelasi punct se repetd cel mull
de k ori.

Pentru a demonstra aceastd proprietate, in virtutea chiar a teoremei 7,
este suficient sd demonstram

Lema 2. — Dacd, pe lingd ipotezele precedente, prinive punciele x;
existd exact p puncte distincte, cu 2= p =< n 41,

se pot gdsi n + 2 puncte xj, 1 = 1,2, ..., n + 2, asifel ca: 1°. fiecare
se repeld cel mult de k ori, 2°. existd printre ele cel pufin p 4 1 dislincle,
3°. sint cuprinse toate in cel mai mic interval inchis care confine punctele
x;, 4°. egalitatea (41) este verificald.

Pentru simplificarea limbajului vom zice ci o diferentd divizatd ale
cirei noduri, aranjate in ordinea lor crescitoare, au succesiv ordinele de
multiplicitate %y, ky, ..., kp (ky + ks + ... kp =n +2), este de tipul
(ky, ko, ..., kp). Conditiile 1°, 2° ale lemei insemneaza ca diferenta divizata
pe nodurile x; fiind de tipul (ky, ky, ..., kp), cUl =k =k, ¢ = 1: ‘2_., et
2=4=mn |1, se pot gisi punctele x; astfel ca diferenfa divizata pe

aceste puncte si fie de tipul (k{, ks, ..., kg), cul =ki =k i=1,2,...,q
g=¢+ 1.
S4 consideram deci diferenta divizati pe nodurile x; gifie (ky, £y, « . ., £p)

tipul, iar C valoarea acestei diferente divizate. S& intercaldm intre primele
doud noduri distincte un al (n + 3)-lea nod, diferit de toate celelalte. Sa
aplicim formula mediei (46) sirului de n 4 3 puncte astfel obtinute, noHl
nod fiind acela care este eliminat in diferenta divizatd din membrul intii.
In membrul al doilea figureazi diferentele divizate

A Q
[0, gy « ooy tmpas [l [P1s Vgs oo oo Ungas [l (48)
Uy =Wy = 100 = Mgy, V=08 0 S Upggy Wy < Ung2s U < Unga

_— S —

care sint respectiv de tipul (ky, 1, kg, kgy.os Bpt, kp—1) $1 (B —1, 1, ko, Ry, p),
unde trebuie suprimat %, — 1 daci & =1, si k&, —1 dacd k, = 1.
Trebuie acum si distingem trei cazuri:
Cazul 1. Diferentele divizate (48) au valori diferite. Atunci una are
o valoare 4 < C si cealalti o valoare B > C. Tinind seamd de felul cum
o diferentd divizata (27) se obfine ca limitd de diferenfe divizate pe noduri
distincte, rezultd ci putem gisi diferentele divizate

[Mix ’Mé, v ey W::+2} f]: [USJ ﬂé, LELEL ) 'U:l.+2 > f] (49)

pe noduri distincte si ale cdror valori sint numerele 4’, B’ respectiv OI]-.CIIf
de aproape de numerele 4, B, deci in particular, astfel ca A’ < C < B'.
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Se poate ugor constata ci putem chiar lua nodurile primei diferente divi-
zate (49) in intervalul (uy, 1,,5) si nodurile celei de a doua diferente divi-
zate In intervalul (v, vny,). Aplicind teorema 4 diferentelor divizate (49),
putem gidsi o diferentd divizatd avind valoarea €. Se vede ci conditiile
2°, 4% ale lemei sint verificate.

Cazul 2. Avem ky + kp > 2 si cele doud diferente divizate (48) sint
egale. Atunci ambele sint egale cu C si sau prima (daca k&, > 1) sau a doua
(dacd k; > 1) verifica conditiile 2° si 4° ale lemei.

Cazul 3. Avem k;, = ky =1 si cele doui diferente divizate (48) sint
egale cu C. Avem atunci o diferentd divizatd egali cu C si de tipul
(1, 1, %, %y, ..., Bp—y). Cu aceastd diferentd divizatd se procedeazi in mod
analog. Se vede atunci cd dacd ky—; > 1, cidem peste cazul / sau 2 iar
dacd ky—y =1 se construieste o diferenta divizati egali cu C si de tipul
(1, 1,1, &y, kg, ..., k). Deoarece cel putin un % este >~ 1, dupd un
numdr finit de operatii de acest fel se cade asupra cazului 7 sau 2.

Astfel conditiile 2° si 4° ale lemei sint realizate. Si observim ci in
timpul demonstratiei, pe de o parte nu se intrece niciodati ordinul % de
multiplicitate §i, pe de alti parte, nu se iese niciodati din cel mai mic
interval care confine punctele x;. Deci $i conditiile 1° si 3° ale lemei sint
verificate,

Lema 2 este deci demonstrata.

Din cele ce preced rezulti si

THOREMA 8. — Dacd funclitle (18) si funclitle (19) sint continue si
formeazd sisteme (I) regulate de ordinul k pe intervalul E st dacd funclia [
este comtinud si convexd, neconcavd, neconvexd resp. concavd in raport cu
Junctitle (19), '

prima, a doua, a lreia respectiv a patra inegalilate (25) rdmine adevirali
dacd nodurile x; nu sint loate confundate si fiecare se repetd cel mull de k ori.

De altfel pentru funcfiile neconcave si pentru functiile neconvexe,
proprietatea rezultd simplu prin o trecere la limitd si rimine adeviratd
daca functiile (18) si (19) formeaza sisteme (1) complet regulate, chiar daci
punctele x; sint toate confundate.

Teorema 8 rezulti din extensiunea teoremei 7 datd in acest numsar.

19. Teorema 7, extinsa in felul de mai sus, permite s se lege structura
unei functionale liniare de forma simpld de proprietitile diferentiale ale
functiilor pe care ea este definiti. Astfel avem

TEOREMA 9. — Dacd : 1°. functiile (18) si (19) jormeazd sisteme (I)
.complet yegulate pe intervalul E, 2°. functionala liniard R[] este de forma
simpld, 3°, funcfia [e (F are o derivald continudg de ordinul n - 1 pe inte-
viorul lui E, :

se poate gdsi, in inteviorul lui E, un punct % astfel ca sd avem

Flfl =R[f1][& &, ..., E; ). 0)

Demonstratia rezultd imediat din teorema 7 i din proprietitile limits
ale diferenfelor divizate cu noduri multiple. Punctul £ este unul din acelea
care verificA teorema 7.
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Diferenta divizati din membrul al doilea a lui (50) se poate calcula
cu ajutorul formulei (28) sau cu acela al formulei (29).

Nu avem intentia de a aprofunda mai mult aceste chestiuni in aceasta
lucrare. Reamintim numai ci, in cazul particular (21), (21'), am dat o
generalizare teoremei 7 [I18] care permite si se precizeze incid mai mult
legatura dintre proprietitile restului R[f] si proprietitile diferentiale de

diferite ordine ale functiei f.

§ 3.

20. In acest § vom examina citeva criterii care permit sa se decidd
dacd o funcfionali liniard R[f] este sau nu de forma simpld. Vom face
apoi aplicatii la restul citorva formule de aproximare ()

Combinatia liniard (11) poate si fie intrebuintatd pentru a gisi o
formuld de aproximare de forma (*).

Iie A[f] o functionald liniard definita pe spatiul vectorial (F format
din functii continue definite pe intervalul E si care au derivate continue
pe E de toate ordinele care intervin. Vom presupune cid functiile (18) si
(19) apartin lui (F si, pentru a simplifica lucrurile, cd ele formeazi sisteme
(I) complet regulate. De altfel pentru valabilitatea citorva din rezultatele
care urmeazi, o regularitate de un ordin mai mic decit » + 2 resp. n 1
este In general suficients.

Vom lua ca aproximare pentru A [f]| functionala definitd si liniard

pe (F,
Blf] = A[L(f]%)], (°1)
unde L(f|x) este dat de (11), relativ la functiile (19).
Acest procedeu de aproximare este bine cunoscut si a fost mult stu-
diat, mai cu seami in diferite cazuri particulare.
Avem

L(f %)= 31 fi(:cp @), (V) = 1), i+ hat oo+ hy=n1),

punctele z,7=1,2 ..., p fiind distincte sl =, 0, . B — 1,
t=1,2,...,9 fiind combinatii liniare bine determinate ale functiilor
(19). Avem atunci

A ~¢
Blfl= a,i [V (), (52)

1

unde a;; = dlg;;], 1 =0,1, ...,k —1,i=1,2, ..., p.

Existd un caz particular important cind restul R[f] al formulei de
aproximare astfel obtinut este de formi simpli. Avem anume

_ TEOREMA 10. — Dacd : 1°. functionala liniard A[f] este pozitivd, 2°,
ordinele de mulliplicitate k; ale tuturor punctelor z; care se gdsesc in interiorul
intervalulul E, sint pare,

vestul R[f] al formulei de aproximare (*), construild in felul ardtat mai
sus, este de formd simpld.

s

i=0
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Functionala A [/] este pozitivi daci avem A [f] =0, pentru orice
functie f (continui) nenegativi, egalitatea fiind adevidratd (dacd si) numai
dacid f =0 pe E.

Tormula (16) ne da

(%) = L/ |x) = $(%) [%0, 2, o) Fngrs 25 1), (53)

punctele x; avind aceeasi semnificare ca si in (16). In aceastd formuli

avem
fun ---,fmfw): . (/.], fusisiso )

Xy Xgye ooy Mng1n X

W) = V(

dacd x este diferit de unul din nodurile ;.

Yormula (D3) este adevdrati pentru orice xve E, cu condifia de a
inlocui membrul al doilea prin 0 dacd x coincide cn unul dintre nodurile

v, Avem

Xy Xgye v oy X

Rif]l =4[/ =L{%)] =A%, % o) Xngr, 5 1]]

si restul este de formd simpld deoarece: 1°. diferenta divizatd care figu-
reazd in membrul al doilea al formulei (53) este, in virtutea teoremei 8§,
pozitivi dacd f este o functie convexd, afard de cel mult » 4 1 puncte
(punctele x;) ale lui E. 2°. functia nu este identic nuld si nu schimba de
semn pe E; aceastd proprietate rezultd din teorema 2 prin o trecere
la limita, 3°. functia f — L(f|x) este continud pe E. Rezultd ci aceasta
din urma functie nu este identic nuld si cd nu schimba de semn pe I dacd
f este o functie convexd. Teorema 10 rezultd imediat.

Restul este de forma (30) si dacd a (n 4 1)-a derivatd a lui f existi
si este continud pe interiorul lui E, chiar de forma indicatd in teorema 9.
Constanta K = R [fn41] se poate calcula ¢i cu ajutorul formulei K = R[{ ],
sau cu ajutorul formulei K = R[{ + o], unde ¢ este o combinafie liniara
a functiilor (19).

Este ugor de generalizat rezultatul precedent in cazul cind se pre-
supune ca functiile (18) si (19) formeazd sisteme (I) regulate de ordinul
k = max (k;, ky, ..., kp). In fine, este clar cad o proprietate analoagi
subsistd pentru o funcfionald A4 |f ] negativi, pentru care deci avem 4 [f] = 0
pentru orice funcfie f nenegativi, egalitatea fiind adevdratd numai pentru
=1,
Observim cd numeroase formule clasice de aproximare, de exemplu
formule asa-zise de cuadraturi numericd (sau mecanicd), sint de forma
precedenti Vom reaminti citeva dintre aceste formule mai jos.

21, Formula de cuadraturd numericid bine cunoscutd

A1) = fmar =0 & (2

:m +1 E‘U - 1) + R/ (2]

unde m este un numir natural si f o functie continud pe intervalul inchis
[0, 2], este de forma precedentd.

)
=]
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in acest caz R[f] este nul pe functiile
fo= L, fai—i = cosix, fo; =sinex, +=1,2, ... m (55)

la care se reduc acum functiile (19). Am demonstrat deja cd functiile (55)
formeazda un sistem (I) complet regulat pe intervalul [0, 2n). Aceastd
proprietate este echivalentd cu faptul cd un polinom trigonometric de
gradul m nu poate avea 2m + 1 rddédcini distincte sau nu in intervalul
[0, 2r), fard sd fie identic nul.

54 consideram si functia

f2m+] = X (55’)

Atunci functiile (55), (55') impreund formeazd de asemenea un sistem
(I) complet regulat pe [0, 2r). Intr-adevidr, o combinatie liniari neidentic
nuld ¢ a functiilor (55), (55’) nu poate avea mai mult de 2m -+ 1 r3dicini
distincte sau nu in [0, 2rn). In cazul contrar, derivata o, care este un
polinom trigonometric de gradul m, ar avea cel putin 2m + 1 rddécini
distincte sau nu in [0, 27). Ar rezulta cd ¢ = (), deci cd o este o constanta
# (), ceea ce este imposibil.

TFormula (54) este de forma precedentd. Pentru a o obtine este suficient
a lua functia L(f|x) (polinom de interpolare trigonometrici de tip

2
Lagrange-Hermite) relativd la nodul simplu 0 si la nodurile duble ":’fl,
m
t =1,2,..., m. Este usor de verificat cd (54) este singura formuli de forma
2m - 9% %
L i [ 2t
§ idx = ag) + & [oof (Z5) + oor (25| + R0
2 =1 m -1 m -1

in care A, o, B; sint independenti de functia f si restul cdreia se-anuleaza
pe functiile (55). ‘
Restul formulei (54) este de forma simpla si avem

22 . ’
R[f] == m_l_l [E,l, Ez, s sy ;\2m+2: !]
funcfia f fiind continud pe [0, 2x] $i avind o derivata continud pe (0, 2x).
Punctele £;¢ (0,2x), 4 = 1,2, ..., 2m -+ 2 sint distincte.

Daca f are o derivatd continua de ordinul 2m 4 1 pe (0, 2r), regdsim
restul dat de J. Radon [21]. In cazul nostru

’ L 1 i dz L a2 . a* 2
68 8l = [ ) (o) (]

22. Formula (54) este analoaga trigonometricd a formulei de integrare
numerica clasicd a Iui Gauss,

1
{ 10)dx = % aif(%) + RIf] (56)
e _

11 — Studii §i cercetdri de matematici
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SR e oA o] ety s !
Pnde o et [ e, M 51‘nt raddcinile, toate reale, distincte s1 cuprinse
in (— 1, 1), ale polinomului
m ! a"
Plx)— mi=— ffad e YT
(2m)! dx

si al cdrui rest se anuleazd pe orice polinom de gradul 2m — 1. Formula
(56) este relativd la cazul particular (21), (21’) si pentru a o obtine este
suficient a lua functia L(f|x) (polinomul de in"cerpolare al lui Lagrange-
Hermite) relativa la nodurile duble C;, 2 = 1, 2, ..., m. In virtutea teoremej
10 restul este de formd simpld si avem (n = 2m — 1),
1
R[«"'] = R[P] :S Py —

=]

22m+1 (7?‘&!)4
(2m 4 1)[(2m) 1]

Restul este deci de forma

22m+l (3%!)4
R[/] = : 2
i (2m +1)[(2m) !]2[51, o v oos Bamars 1], (57)

functia fiind continud pe [—1, 1] si avind o derivati continui pe (—1,1)
Punctele &;e (—1,1), ¢=1,2, ..., 2m + 1 sint distincte. it

Existenta si continuitatea derivatei functiei f in studiul simplicitatii
restului formulelor (54) si (56) sint impuse de metoda particulard prin
care am obfinut aceasta simplicitate. Se poate demonstra ci ipoteza
existenfei derivatei este superflui, ceea ce vom arita efectiv mai jos
pentru formula lui Gauss. ‘

5 A : o . . o A
23. 54 considerdm o functionald liniard de forma

P ki—1

R[f] = %% ;1 (z), (58)

i=1 {=0
unde n4-2==%, ky,..., Ry =1,k +k+. .. Fhy=m=n42, 25 <z5n<...<z,

sint puncte ale intervalului E i ¢; ;, sint coeficienti independenti de funcfia
/. Spatiul de definifie (F al funcfionalei este format din functiile ale ciror
d_ernfaté de ordinul max (b, — 1, kb — 1, ..., kp — 1) existd gi este con-
tinud pe E. Presupunem cd functiile (18) si (19) apartin lui (F i formeaza
sisteme regulate de ordinul max (s e e, Rp).

~ Fiewm = ¥y = ... = ¥, punctele z contate cu ordinele lor de multi-
plicitate respective. Functionala (58) poate si se scrie si sub forma

H—t1—1

R[f] = R[/] +ﬂ ,Z": Wi 0y Xeats o o0 Seanarsd )

unde p; sint coeficienfi independenti de functia f.
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R, [f] este o expresie analoagd cu (58), unde insid nu figureazd decit
valorile functiei / si ale derivatelor sale succesive pe primele # + 1 noduri
Xy, %g, « -+, Xppp (distinete sau nu). Dacd unul din aceste din urma noduri
se repetd de % ori, in R, [f] figureaza liniar (eventual cu coeficienfi nuli)
numai valoarea functiei si a primelor sale # — 1 derivate pe acest punct.

Daci observim ci in diferenta divizatd (27) (unde z sint distincti)
coeficientii 1ui f*V(z),4=1,2, ..., p sint totdeauna diferifi de zero,
vedem ci coeficientit p; i functionala liniard R, [f)] sint determinati complel
de functionala liniard (58).

Pentru ca functionala liniard (58) sd fie nuld pe functiile (19), este
necesar si suficient ca R, [f] sd fie nul identic. Conditia este evident sufi-
cientd (formula (23)). Ea este si necesard deoarece se pot anula succesiv
coeficientii lui R, [f], alegind pentru f o combinatie liniard convenabild
a functiilor (19).

De aici rezultd intii formula R,[f] = R[L(%; % « s %ns1; []%) ]
si apoi
I,ema 3. — Pentru ca functionala Iiniard (58) sd fie nuld pe func-

fiile (19), este necesar si suficient ca ea sd fie de forma

m—n—I

R [f] — g] 4 [«"C:', Xiglr ooy Xidngls £l (59)

unde coeficientis w; sint bine determinati §i independenti de funcia f.
De aici deducem

TEOREMA 11, — Dacd : 1°. functiile (18) si (19) formeazd sisteme (I)
complet regulate pe intervalul E, 2°. functionala liniard (58) este nuld pe
functiile (19), 3°. in expresia (59) a acestes fumcfionale liniare, coefici-
entii p; sint de. acelasi semn (toti =0 sau tofi =0), 4°. presupunind
v e SR e e T

m—n—I1
gl e — %) 520,
i=1

Junctionala liniard (58) este de forma simpld.

Presupunem aici m > n + 2. Conditia 4° inseamnd cd cel pufin unul
dintre coeficientii p; este 5 0 si in acelagi timp nodurile x;, Xjqp,. .., Fign+1,
corespunzitoare unui astfel de coeficient, nu sint toate confundate. Demon-
strafia teoremei 11 rezulti usor. Intr-adevir, pentru o funcfie convexa
toti termenii sumei (59) sint de acelagi semn si unul cel pufin este 5 0.

Rezultatul este valabil de asemenea si pentru m = n | 2, suprimind
in teoremd conditia 3°.

Se vede usor ci condifia n + 2= ky, ky, ..., k, este esenfiald. In
particular, aceasti conditie este indeplinitd de funcfionala liniara (59).
in cazul insi cind conditia nu este indeplinitd, funcfionala liniard (58)
poate si nu fie de forma indicati si deci teorema 11 poate sd nu aibd loc.
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24 1In cazul particular (21), (21) putem da rezultate mai complete,
In acest caz putem distinge convexititi de ordinele succesive
n=—1,0,1, ... si notiunea de simplicitate a unei functionale liniare
este legatd de gradul siu de exactitate.

Se zice cd funcfionala liniara R [f] (sau formula de aproximare cores-
punzédtoare care are acest rest) are gradul de exactitate (intregul) n = — 1
dack R[#1=0,i=0,1,...,n R[¥""']+#0. Aici punem n = — 1 dacs
R[1]0 si n = oo dacd R[»'] =0 pentru ¢ =0, 1, ... Gradul de exac-
titate (finit sau nu) este totdeauna bine determinat. In cele ce urmeazi
considerdim numai funcfionale liniare avind un grad de exactitate finit
g1 care sint definite, in particular pe orice polinom. Pentru ca o astfel de
functionala liniard sd aibd un grad de exactitate finit, este necesar si suficient
ca ea sa nu fie nuld pe orice polinom. De exemplu, functionala liniard (58),
presupusd neidentic nuld (mai exact cu coeficienti ¢;, ; nu tofi nuli), are un
grad de exactitate finit. Intr-adevir, fira a restringe generalitatea, se
poate presupune cd unul dintre coeficientii Gty ¥ =10 o md
este 5= 0. Fie, pentru fixarea ideilor, ¢, 4% 0. Se poate atunci vedea
usor ci R[ ﬁ ( — z,-)k‘] # 0.

X— 2, i=1

Pentru ca o funcfionald liniard si poatd fi de forma simpla este necesar

ca ea sd aiba un grad de exactitate finit.

Vom demonstra

. TEOREMA 12. — Presupunind % < x, < ... < Xnys, pentru ca func-
{ionala liniara
Rif] = pa %0 %0 - o0 Zngas £ + v [%, %5 - o, Hnes; ), (60)

(coeficientii p,, p, fiind independenti de functia [) sd fie de forma simpld,
este necesar §i suficient ca una din conditiile ;

1°. Nodurile x; nu sint toate confundate §i p; = — p, # 0.

2% (ny2 — %)ty + (Fnez — Xo)pa # 0, wpe =0, sd  fie verificald.

Din condifia 2° rezulti de asemenea cd nodurile nu sint toate con-
fundate. Mai mult, dacd primele # + 2 resp. ultimele # + 2 noduri sint
confundate, coeficientul p, resp. coeficientul p, este = 0.

Pentru a demonstra teorema este necesar si suficient si se verifice
cd in cazurile 1° i 2° ale enunfului, functionala este de forma simpld, pe
cind in celelalte cazuri posibile ea nu este de forma simpli. Aceste cazuri
posibile sint urm#toarele:

3°. Nodurile x; sint toate confundate.

4°. Nodurile x; nu sint toate confundale i pp, = 0,

(¥n42 — xl)f-!'l + (%ne3 — %)ps =.0.

9% Nodurile nu sint toate confundate si pu, < 0, 2 + pe F 0.
Vom examina fiecare din cele 5 cazuri.

1°. In acest caz expresia (60) se poate scrie py (43— %) [ %1, X, ... 5043, /]
Ea este de grad de exactitate # + 1 i este de forma simpld, in virtutea
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2°. Proprietatea rezultd din teorema 11. b
3°. Pe baza definitiei diferentelor divizate pe noduri nu toate distincte,

expresia (60) este de forma (w, + pa) [%1, x:-l._.‘)., %5 1], Atunci functio
nala liniard este: 3'°. sau identic nuld, deci nu este de forma simpld,
3'°, sau are gradul de exactitate n, dar se anuleazd pe funcfia
|% — %, (¥ — ;)" 7! care este convexd de ordinul #, deci nu este de forma
simpld.

4°. Unul cel pufin dintre coeficienfii wu;, u, este nul si functiona{a
liniard (60) este: 4'°. sau identic .nuld, 4”° sau de forma 3° precedentd.
Nici in acest caz funcfionala nu este de forma simpld.

5°. Gradul de exactitate este »n si putem mnota cu 2z <z, < ... < 3
nodurile distincte, %, fiind ordinul de multiplicitate a lui z. Avem
Lo oy, By o Bn S0 2 By kg o Ry =0 3 RE consideram

functiile ‘
n n+4-2
e gy [ =) " o)

care sint neconcave de ordinul # i aparfin mulfimii de definifie (F a func-
fionalei liniare (60), astfel cum aceasti mulfime a fost definitd la nr. 23.
Intr-adevir, funcgiile (61) au (peste tot) derivate continue de ordinul
n -+ 1. Vom calcula pe R[] si pe R[], Prles:.lpumnd' cd A€ (7, %)
si Ape (2p—1, 7). Este inutil de a reproduce aici in detaliu acest calcul,

Avem
ki1 Al
Ri{p,] = ¥ Mi(» — )T s M )
i=1
p—1 bt
Ri{,] = Y5 Nilzp — A) o ey = M= Bp)
i=1 ‘ !
unde
w9 n 42
4 (g
v ry—1 Wi kp—1 et
M1 = TR e g fa—1
[]_'I (& — zl)k’] (2p.— zl)k" 1 Ll'[2 (2o — Z,-)ki] (#p — 21)
i=2 =

ceilalfi coeficienti M;, N;, independenti de A, si A, avind valori care este
inutil si fie calculate aici.

Observim ca My, Ng,— sint diferiti de_ zZero si de_ gcelagi semr cu
iy, Kp respectiv. Se vede atunci cd putem gédsi un A, suficient de aproape
de z §i un A, suficient de aproape de z, astfel ca sd avem R[{, ]. I»é [$5]<< 0.
Dintr-o observatie ficutd la nr. 10 rezultd cd functionala liniard (60) nu
poate si fie de forma simpla.

Teorema 12 este complet demonstrata,
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Constructia functiilor (61) depinde, intr-o oarecare misuri, de spatiul
(F. Dacd acest spafiu este mai restrins, de ex. daci el nu confine decit
functii indefinit derivabile pe E, trebuie si inlocuim functiile (61) prin
altele convenabile. Putem evita aceastd modificare prin criterii analoage
cu acelea studiate mai jos (vezi nr. 30).

25. Raminind in cazul particular (21), (21’), dacid R([f] este o func-
fionald liniard definitdi pe (F, R*[f] = R[f'] este o funcfionald liniara
definitd pe mulfimea (F* a functiilor continue si derivabile a ciror derivati
apartine lui (F. Se vede usor cd dacd R[f] este de grad de exactitate
(= — 1), R*[f] este de grad de exactitate » -1 1.

Avem si

TEOREMA 13. — Sub ipotezele precedente, pentru ca R[f] si fie de
forma simpld, este necesar si suficient ca R*[f] sd fie de forma simpld.

Demonstratia este imediatd. Este suficient sd observam ¢4 derivata unei
functii convexe de ordinul # este o funcfie convexi de ordinul 7 — 1 si cd
toate primitivele unei asemenea functii sint functii convexe de ordinul n—+1.

26. Pentru a face o aplicafie, sd considerim formula de cuadraturi
numerica
D e = et
(far = 8 « /O @+ L 8: /") +'F v/ + RY] (62
- i=0 =0 i=0
unde / este o funcfie continud pe [a, b] avind derivatele scrise continue
sli@ < o= §.

Sd presupunem ci restul formulei (62) este nul pe orice polinom de
gradul w — 1 =k +1+m — 1 =0. Atunci formula intri in categoria
celor studiate la nr. 20. Numerele %, I, m pot fi nule, ceea ce insemmneazi
cd suma corespunzitoare (deci punctul a, ¢ sau b corespunzitor) nu inter-
vine in membrul al doilea al formulei (62).

Cazuri particulare ale formulei (62) au fost studiate de citre diversi
autori §i in particular de K. Petr [10, 11], G. N. Watson [27],
N. Obreschkoff [9]. Metoda acestor autori este diferiti de cea
expusa aici.

In virtutea teoremei 10, restul este de forma simpld dacd / este par,
In particular deci dacd / = 0. Vom regisi acest rezultat mai jos cu ajutorul
teoremelor 12 si 13.

Se vede ugor c¢d R|[f] are un grad de exactitate finit care este egal
cu n — 1 sau cu n. Functionala liniard R* [f] = R[f'] este de forma (58),
cu noduri nu toate confundate, numirul total al lor fiind -+ 2 daca
{ =0 si n-+3 daci I > 0. Putem dar discuta simplicitatea restului cu
ajutorul teoremelor 12 si 13.

R[f] este de grad de exactitate » daci si numai daca
b

P(c) = S (x —a) (x — o) (6 = %)™ dn = 0. (63)

(2]
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Aceastd ecuafie algebricd (degradul /) in ¢ nu are nici o ré(_iﬁ.cin:}
reald in (a, b) (de altfel pe toatd axa reald) dacd [ este par, §i are o singura
rddicind reald ¢* care este in (a, b) daci / este impar. Se obfine acest rezultat
observind cd ecuafia derivatd P’(c) = 0 este de aceeagi formad. R|f] es‘ie
deci de grad de exactitate » dacd §i numai dacd / este impar si ¢ = c*,

Teorema 11 ne aratd cd dacd [ = 0, R"[/] este de grad de exactitate
n si este de forma simpld. Deci R[] este de grad de exactitate n — 1 si
de forma simpld. La fel se vede cd dacd / este impar si ¢ = ¢*, el este de
grad de exactitate n si este de forma simpla. = aine

Pentru a studia celelalte cazuri posibile, trebuie calculafi coeficientii
Wy, Wy ai formulei (60) corespunzitoare lui R*[f]. Niste calcule, pe care
nu le reproducem in detaliu, ne dau

b = (=1 "R (6 — @) D — &)™ qumt, o= —m ) (b — (B — &) vy,
unde
(—1)

b
(=" v—0) (=) dz, (k>0)

M T ) c—a)(b—a)" )
m— b

ot = f(_b”a),:(b et o p-—a™an >0
m—1)! (b— —c) Y

& =1, ¥vi5= =10 =3
Aplicind teorema 12, vedem cd dacd / > 0 si dacd r(uestu_l R[f] este dE:
grad de exactitate n — 1, el este de forma snunplei dacd i numai daci
s > 0. Aceastd condifie este verificatd dacad / este un numar par.
Dacd [ este impar i k > 0, existd in (a, b) o valoare ¢; a lui ¢ i una
singurd pentru care p; = 0 si dacd m > 0 o valoare ¢, a lui ¢ $i una singuri
pentru care p, =0 ' ‘
Avem ¢; < ¢* < ¢, Pentru a demonstra prima inegalitate este sufi-
cient si observim ci pentru polinomul (63) avem

b
Pla) >0, P, = S (% — )~ (x—c?) T B—%)"dx > 0.

La fel se demonstreazi a doua inegalitate.

Se vede imediat ci daci ¢, < ¢ < ¢, avem pp, <0, si c{aci & =6y
sau ¢, = ¢ avem p,u, = 0. Rezultatele subsistd si dacd £ = 0 luind ¢, = 4,
si daci m = 0 luind atunci ¢, = b.
" Restul R [f] al formulei (62) este deci de forma simpla numai in urmé-
toarele trei cazuri:

e inipat e = ¢t

2°, Limpar, @ < 6 =¢; sal Gy =c < b

3°. I par.
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In cazul 1° restul are forma
R[f] = K*[§, &, ..

iar in cazurile 2° si 3° este de forma
Rf]|=KI[& &, ..., Erttamt 5 1)

unde &; sint, de fiecare datd, puncte distincte ale intervalului (a, b) si

.y Ek+!+m+2 5 ,/]

b b
K — S(x_a)’f (x—c)'* (x—b)"dx, K = g(,\:_a)"(x—o)’ (x—b)" dx.

a

In cazul , simetric” k& =m, avem ¢* —

tol»--

(@a+b)sic, +¢3=0a + b.
In cazul /=1, avem

:(m_—}—l)a{—kb, o (m+1)a+ (k4+1)0 _ma+ (k+1)b
m 4+ k -+ 2,

m—+ k41 m+ k41

Se poate demonstra ci in toate cazurile de simplicitate a restului
simplicitatea are loc si daci functia este presupusd numai continud pe
[a, b], avind pe punctele a, ¢, b derivatele care figureazi efectiv in membrul
al doilea al formulei (62). Ipoteza continuitdtii derivatei de ordinul
max (k — 1,7 — 1, m — 1) a fost impusi numai de definitia pe care am
adoptat-o pentru diferenfele divizate pe noduri multiple si de criteriul
pe care ne-am bazat pentru a demonstra simplicitatea restului.

27. In cazul particular (21), (21'), vom relua, precizindu-1 si comple-
tindu-1, un criterin pe care l-am dat deja [15].
Fie

¥ — A | — M)” (64)

Pn1, 2 =

2
unde # este un numdr natural. Aceasta este o functie neconcavi de ordinul
n pentru orice x. Derivata sa de ordinul % existi dacd 0 <k < n — | s
este continud pentru orice x. Avem, de altfel,

(k) n !
Pl b — e P LTk 3

(n — k)!

Fie n un numdr natural si si impartim intervalul finit si inchis [a, b]
in m > 2n pirfi egale prin punctele

O=k=un—1). (65)

5 > b— 2
N=a+ihi=01...mh=""2 (A, =g r,=b). (66)

m
Notim cu '
Dilfl = [M Mgty oy hiag i fl, =0,1, ..., m—j, j=0, 1,...,m (67)

diferentele divizate (obignuite) ale funcfiei / pe puncte (66) consecutive,
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S4 considerdm functiile

‘-PH! = fm -+ Qs (68)

m=—n—1

fm = (1 + L) _;0 D::+l [f] Crtt, B (69)

(_71))‘1 n s r y i(h —i— l} Peealio n] l 70}
s ST pCl W (Cet A |

Functia (68) este continua gi are o .derivat:& continud de ordinul » — 1
(deci de orice ordin =# — 1) pentru orice x. Ea'se reduce la un 1)0111101111
de gradul » in fiecare din intervalele [N, Ri+1], ¢ =0, L cow,m =L
§m este ceea ce am numit altd datda o functie leeme-.':rta-m de ord'f.ﬂ--ul. .

Am demonstrat [15] cd dacd [ este countmuu pe |a, b], $1r1'11 {41,,1}
converge uniform pe intreg intervalul [a, b] cdtre f pentru m — x.f Aceasta
proprietate de convergen{d o vom completa pentru cazul cind functia [
este derivabildi de un anumit numir de ori.

28. Inainte de a enunta si de a demonsfira teorema 14,_]_)? care 0
vom stabili-o mai jos, este necesar si facem citeva calcule preliminare.

1

Formula de recurenta Dj[f]= - IDIFLf) — Diy [f)} permite sa
b .
stabilim diferite relatii intre diferentele divizate (67). Astfel avem
— 1=k . RS T
; L {4_1)1[4‘1 klﬂ+ _1 i ?’£+ ]Dlv!»,l[/':l (71)
(n + 1)ADyy1[f] = = ’_gu (—1) ( ; KL

Aici % este un intreg astfel ca 0 <<k =n + 1. Pentru cele ce urmeaza
a - w —
va fi suficient si presupunem cd 0 =k =n — L. :
Tinind seami de formula (71), functia (69) devine

(1)i(1’!1+1ﬁk)(‘?"+l'll-”}' (72)

r—i

1—k —k r
4 (*1)“4_ k!n%. Dr 71 T v
fm = W_k ri"[) k [f] ( ) iar—;:'—-l-f—k
unde @,y . =0 pentru i <0 si pentru i > J dacd xe[Ajn, ANjpntils
P den
j=—mn—n+1....,m—n—1
Pentru a simplifica, introducem notatiile

Pey = (—1)° Sj: (*1)f (Tf—i_l _k) (¥ — Aign)". (73)

F=t

=
Tinind seamd de (73), gdsim
fm =0, pentru x e[Ag, M]

n+1—k g n—k .
fo= 1 +1 M[Z"D;Uw.mr— ;Hka P iiin
0 r=

r=

" ' hn-—-k
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n41—k+j %
€LY ) ; velr
| o e Dy (f] Pr,f-u—1+k.;]l pentru X e [Ajpn, Ajyuia],
§ = 0,7, v sl —
— )"k gy rn—k 2n—2k 41 :
/m:( ——'_IVEDr{f]P i
J k k0, Dz, et
" I]zn“k = sl AU] ror=n—14-kn—k|,

pentra xe[Aam_g, Appgyq ],

(ﬁl)".H_kkI n—lk A i
alA [rgn Dk U] Pf,(},r+ E D;’; U] Pr,f'-—"-l+k,r‘F’

r=n-+l—k

jm ==

n | B

b=kt
=t k=}13+1 Dy 7] Pr,r—rl——l+k]; pentru xe([Ajin, Ajpngrl,

fj=n—k+1,n—k+2 ....m—n—1.

Pentru a pune si polinomul (70) sub o forma con o )
nvenabili,
formula de transformare d, vom aplica

4 =ik .fcn—kr Lok +s—1

B od0) = (=" k# 5 D) [ £ (R Jerms] +

8 (ﬁ_ I)" r::tgl-—k (_l}r (11*7’) e D;_r U] [sgﬂ (ﬂ : : i S) Cr—SJ .
54 luam

r im+1 |
z:,:(—l)’l_)::0 ((=1h] ( ) (% = Xppa) 2 =0, 1, . ... %
Daca tinem seama de formula bine cunoscuti (vezi, deex., E.Netto [8])

i(_l)s(SJra)( b ):/b_a—l)

§=0 s J\t—s ¢
deducem \
r f?{")—l 3 7 i r—i l > k-l—S‘l 5 + 1§

= Pr,(),rn
Lfn—vrv—+s i R
‘f—S: — v — A ;o — . i
....-)a:;o( & )':’ ( 1) i‘:n( 1) (;V—z,)(-x }‘r+n) )
de unde, in fine,
(_UH—*k | n—k

2 5 nl hﬂ—.';__ r);';o D’; (f] Pr,[),r Jr

1. {(T—J%D;_r[f][éutn"( < ](;U—?\;+,,)'l]}. (74)

r=n+1—k gl
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Vom calcula acum derivatele functiel (68). Sd observam ca

5 (—1)1'( : ) (# — Nga)"™ = (=1)" 718" D [(z — 8],
=0 r—1

: ” 5 - ; o / n—k
unde considerim x ca un parametru gi ¢ ca variabila polinomului (x — ¢)

a cirei diferentd divizati se calculeazd pe nodurile Ay, Mgt -+ os Mntr
Insd, diferena divizatd de ordinul » a unui polinom de gradul » — 1 este
nuli identic. Rezultd ci derivata de ordinul %2 a celei de a doua sume a
membrului al doilea al formulei (74), dispare. Se vede in acelagi fel cd
Pf;’f),_,,_l.{.k, ,=0 pentru r=n+1—=%

Avem deci

e (_1)”“" | Jl;iz

4’1:1 = .|

e ) Di[f] P, pentru xe[Ag Al
nin r=

=k g n—k R ; nEl—ff j
wb(u[ﬁ Dilfl PR+ 8 D,,[/]Pi’,’l_,,_1+k,,-J

£ '— n! ]?-"_k r=j+1 r=n+4+1—£k
pentrit %e [Xpn Xpgnn b =01 oo —k —'1

* (_1)?I+k—kk ! fi+ 11—k

k)
¢m e DE [f] PE’J—H—-I-{»I:.}'

n—k

nlh r=f+1

pentru X € [Ajpn Agnst] j =0 — Bn—k+1,...,m—n—1.

Vom avea nevoie si de niste delimitiri convenabile ale derivatelor de ordi-
nul % ale polinoamelor (73) care intervin in aceste formule.

Pentru 0=s=r=n —k, xe[r Am—i] avem

P g (P

f8,F) — 3

(n— k)! i=0 il
— ___Lk)l : (“ g ]r- 3 k) |2\3 =5 ;'\r-',-n—ifnr‘ké
(m — r)! i=0 v
= n! i ('”’ i 1 — k][ max % — Regne| ] =
(” e k)l i=0 T -\-E[lry n’zu—k]
éif:l_hf—_k (2” =l k).’l—k (2H+l—k L 1}

(n —k

Dacd deci punem

I | Ly
M— J‘—| (@2n — By (2n+1 R (75)
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avem, in particular,
i | LA .
Proed = P M, pentru 0=yr=yu — %, €[ X Al
n—k
) nlh ) :
|PE'H]"J§%A;T“ M, pentru jtl=r=n—h se[hm Nansil

=00 e ]

Pentru j _,‘ 1 é?’g n +1 ““k‘F"'}, X E[)\!‘_#", lf'f‘”*l‘f_]! j‘; “. 1, T 'H‘&-*-H-—‘[
avem

| / 11 —k ;
{—Pﬁﬂ‘-—ﬂ—w&f‘ g (—H—k)l E (w i) ; k) |2 — 7\:‘+ul"_* =
" — Vi=r—m-14+k == g
n! Heklemkotsr gl k) ;
e : T S PO N L
(n 7‘%)’ =0 ¢ '\-E[;"J—Ifn’ J',H—ﬂ;]] E [+rl =
n) B K =k —r (-}z +1— /a) L =
< . LD B g s
Te—R) - =0 d e e
nl ;1""‘ ) . g T I=kFi—r o B
é(n k)l(”%_l_k#i]—r),k ‘}:'0 (”+1' k){:
n—Eg)! = ?
nl B F e T n! Bk
— (n 1—% g — )= =1 Bp
(”_k)z( h i e o

Se pot gisi si delimitiri mai bune. Am dat delimitiri de acest [el
fntr-o altd lucrare [15]. Pentru cele ce urmeazi este suficient sd se observe
ca numdrul (75) este independent de m (si de 7).

29. Putem acum demonstra
. TEOREMA 14. — Fitnd dat nwmdrul natural n st intregul k astfel ca
0 <k <n—1, dacd functia { admite o derivatd de ordinul k continud pe
mlersectra I a intervalului finil si inchis la, b] cu un interval deschis,
h ; ; s i .
strul derivatelor de ordinul k {!;JS”)}, ale functiilor (68) converge uniform
= . . ¥ Falte v ;
cdtre derivata de ordinul F, f* ) a functiei | pentru m — » st pe orice sub-
interval inchis al lui I,
Derivata de ordinul 0 a unei functii coincide cu insagi functia.
Concluzia enuntului insemmneazi ci convergenfa este uniformi pe
< gk . : o
[a’, 0"] € [a, b] dacd [® este continuu pe [a’, b'] si dacd, in plus, a < a,
este continuu si pe un interval [a”, a') cu a < 4’ < a’, iar dacd b’ < b
este continuu si pe un interval (&', b''] cu b’ < b’ < b,

Pentru a face demonstratia, vom delimita diferenta % — ¢%
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v 3 Y ¥ . 4 G 7 1
Daca in expresia lui ¢},f’ inlocuim toate diferentele divizate Dpl[f |
¢ P S 1 s G B
prin 1, functia f(,,k,) se anuleazd identic g1 polinomul Qﬁn) se reduce la

n—k L
(=)™ Ik g
it —k ‘f" r,0,r
nlh r=o

e i R (1) [,-'120(1' .),(ﬂ, el k) (x L_M)n_ﬂ:

(n—~)! il ¥

o\ =k | m—k Tk . n ot 3 i
—.(L 1,’1)17% b Fw[zﬂ (=1 ( J: ?. )] (e S =
n—pk)h T = -

k! Tk i —Fk
——a et . N ——1 !
(n—k)! A" f>;l (=D (

k! n—k i —k e
e e eI TS n—k—1) "=Fk!
(n — k)! i%—dﬂ (=3 ( i )(

In acest calcul am finut seama de o observatie deja facuta asupra
diferentelor divizate ale unui polinom. Se vede dar ca expresia este inde-
pendentd de x si deci se poate lua (de ex.) fc = ﬁg”_j{, . i

Rezultd ci diferenta f(k) — ¢$f§’ se obfine din {j inlocuind pe Dgl[f]

)(;\' o 7\’_+”)H—f\':

1

i
prin S Dyl v =20z 1, 55, 1 —=15¢
Tinind seami de calculele facute in nr. precedent, avem
—k | )
I - =M 3 Il DL /]|, pentru xe [Ag, Al
= r=0 k!
ik | B e
i/(k) L Lp‘,f;"\ <MM): o ’;’_’ D U]‘, pentru e [hjin, Ajsntt |
§ e r=j+1 .
i=0,1,...,m —n—1.

Fie acum [a’, '] un subinterval inchis al lui 7. S5& presupunem inth

cida<a <b<bsi fie atunci a < a' < a', b’ <b” < b, derivata de
: i A W -3 5 D

ordinul k, /% fiind continud pe [a”, b ]. S3& notdm cu wg(3) modulul de

oscilatie a lui.;l'- /¥ pe intervalul [a”, b"].

Sa ludm numarul natural s destul de mare pentru ca sa avem

o, #b—a) b—a EWM] (76)
m > max (2.%, T e 2 b

; '—a . b — a ' pob—a
sl sd punem j, = [“ ] —n, §p= [ —#n — 1, unde A -y si
h h

[a] insemneazd cel mai mare intreg < o.
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Avem atunci 0 <jo + 1, §, <7y 81 [a, '] © [Msn Ajns1] &
< [?\."n—f'l’ )\."H-”-H ] - lﬂ-”, bu]'

Dacd 1, <7 <), 1+1<7r<n+1—Fk-+4, nodurile diferentei
divizate Dj [f] sint in intervalul [Ajyy, Ainrq] & [a”, 8], unde f®
este continuu. Fxistd atunci un punct £ astfel ca

y 1 C el
Dilfl == 19@), Zelhn, Asnn]

si rezulti ci
]e{lf)
£ LT
Avem deci

= VW) < (1 +1 — k) Mag(nh), pentru xe (Mg Mjpntt]

1= Faodia 7= Leietcadls

= ox(nh), pentru xe[Ajin Apnsrl

deci, cu atit mai mult,
19 — W < (n 4+ 1 — k) Moy(nk), pentru xe[a’, b'] (77)

care, pe baza proprietdfilor bine cunoscute ale modulului de oscilatie,
al functiilor continue, demonstreazi teorema in acest caz.

Este usor de vdzut ci delimitarea (77) este valabili si in celelalte cazuri
posibile. Modificdrile care trebuie aduse demonstratiei sint urmaitoarele :

2 4110 —a :
Dacid b' = b, se suprimid termenul T in membrul al doilea al

b” =

e n(b —
Dacad a' = a, se suprimid termenul u
a’ — a‘ff
formulei (76) si se observa cd pentru §j << 0 numdirul » este supus la con-
difia ca 0 < 7 < n — k. Nodurile diferentei divizate Dj[/] sint atunci
in intervalul [A, A,].

Teorema 14 este demonstrati.

formulei (76).

in membrul al doilea al

30, Putem acum reveni la studiul criteriilor de simplicitate ale
functionalelor liniare. :

Fie [a,b] un interval finit si inchis si si considerdm sirul neascendent
de %k + 1 intervale parfiale [ag, by] =2 [ay, b,] D ... 2 [ag, bi], unde
g =2, by =

Fie @ spafiul functiilor / care admit derivate continue de ordinul 7
pe [a;, b;] pentru + =0,1, ..., % si si considerim norma

k ;
=% max A (78)

i=0 x€[a, b)]

a acestui spatiu.
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Avem

TEOREMA 15, — Fund dat numdrul natuval n si intregul k astfel ca
0 <k =n—1, dacd functionala liniard R[f] este: 1°. definitd pe @y,
2° de grad de exactitate n, 3°. wmdrginitd in raport cu norma (78),
pentru ca R[f] sd fie de forma simpld este necesar si suficient ca sd avem

R[x"""] R [pn41.2] =0, pentru Ae[a, b], (79)

unde functitle @y4,2 sint definite de formula (64).
Sa observam cd polinoamele si functiile ¢,,,;, aparfin spatiului €.
Condifia este necesard. Intr-adevir, »”*' este convex si g, este

neconcayv de ordinul n. Proprietatea rezulti din formula (31).
Condifia este §i suficientd. Prin ipotezi, avem

IRl = Alfll. /eéx

A fiind un numdr independent de 'func‘,tia / si ||fl| norma (78).

Vom demonstra intfi cd R[g,412] este o funcfie continui de A pe
[a, b]. Intr-adevir, avem

(P14 — Py, ar] = 7 | A — N (B “)rh]s xela, b]

deci 5i (0L i< n—1),

(i i n!
I‘Pn-)i-l.-‘t = ‘lel,l'l = (—‘;)! [P nt1—i,a — Pn1—i,a <
n— )l
n!

o A R R U,

1 f\

iz

Avem deci

IR[n+12] — Rpnt1a] | = R [Ons1,a — Pntrad | 2 A |l@nt1, 1 — Pnasal

Dar,

llen+10 — <[5 -2 coemEa o
v ol S [ 5 " A=

de unde proprietatea rezulti fird nici o dificultate.

Prin ipotezi, R [«"'] #0, deci R [¢nt+1,2] nu schimbi de semn cind
A parcurge intervalul [a, b]. S4 ne reamintim ci o funcfie convexi de
ordinul » pe [a, b] are o derivatd continui de toate ordinele <n — 1 pe
(a, b). Dacd deci fe @, este convex de ordinul n, in virtutea feoremei 14
sirul {R Ham]} tinde citre R|[f] pentru m — o . Dar, pe baza formulelor

m—=n—] 5
(68) — (70), avem R[{m] = R[f]=(n+1)4 Py Duyi [/1R [9nt1a,, ]
si din (79) rezultd cd daci / este convex de ordinul #, avem

R[x"™] R[f] = 0. (80)
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Rimine si demonstrdm cd in aceastd formuld egalitatea nu poate
avea loc. Am dat aceastd demonstratie in altd parte [15], asa cd nu mai
revenim aici asupra ei. ‘ :

Se deduce ci pentru orice functie fe @, convexa de ordinul # semnul >

este valabil in (80), deci ca R[] #0.
Teorema 15 este deci demonstrata.

31. Fie R|f] o functionala liniara definitd pe € si. nzérginité. in
raport cu norma (78). Sa presupunem cd 0 < A= n — 1 gl cd a = a, =
=\@y= 5. =Bl b =by=1"by = ... = by Atunei, dupi E. Ya, Remez

[22], dacd R|[f] este de gradul de exactitate », avem
b

RIf] = (2 doy(x), (81)

o
unde p este un intreg, & < p < n 4 1 $i o, o funcfie cu variatia marginita
care, pentru p =< #, verificd egalitatea o, (a) = o, (b) = 0. Reprezentarea

(81) este wvalabila dacd derivata a p-a, f¥) este continud pe [a, b].
E. Ya. Remez a demonstrat [22] si formulele

b
auri(®) = — {au(n) dz, k<p <, (82)
b a
R[f] = —S [ (%) wpy(x) dx, k+1 Lp<n+ 1 (83)

a
in particular, functia de & Pyqq,1 admite o derivatd continuid de or-
dinul # — 1 pe [a, b]. Avem deci, tinind cont de (80), (81),
b b
Rlpnpia] = n! S (x—2) doany(%) = —# !S dny(x) dx =
L 7
i
— Pt S o 1(x) dx = —n ! on(}).

a

Din (83) rezultd deci cd dacd / are o derivatd de ordinul » + 1 conti-

nuid pe [a, b], avem reprezentarea
b

RIf1 = Rlgnsia] /*)(x) da 84)

a

32, S4 reluim formula (56) a lui Gauss. Am stabilit formula (57)
sub ipoteza continuitifii functiei f pe [—1, 1] si a derivatei %ale pe (=1, dis
fnsi in cazul acesta funcfionala liniard R[f] este marginitd pe spafiul €,

al functiilor continue pe [—1, 1], in raport cu norma 1:}&%(” 171
x€[=1.1]
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Formula (57) este, in particular, adevdratd pentru functiile [ = Qg
care sint neconcave de ordinul 2m — 1. Se deduce ci R [Pom,a] = 0 pentru
re[—1, 1] si, aplicind teorema 15, rezulti ci formula (07) este adevdratd
sub singura ipolezd a continuildlii funcliei | pe intervalul [a, b].

§ 4.

3. Vom examina in acest §, fard a intra in prea multe detalii,
cazul cind functionala liniard R[f] nu este de forma simpla,

O functionald liniard R, [f] definitd pe (F se numeste o majorantd
sompld a lui R [f] dacd : 1°. ea este de forma simpld, 2°. avem R [f]=> K[f]
pentru orice funcfie convexia fe (F.

Avem atunci

TEOREMA 16. — Dacd functionala liniard R [f| definitd pe (F admite
0 majorantd simpld, avem

RIf] =K [&n &) -+ ., Gnas F] = KB [E] By oy B 11, (89)

unde : 1°. K, K' sint numere diferile de zero si independente de funclia f, 2°.
punctele £ eE, i =1,2, ... n+2 pe de o parte si punctele E.cE, i =
=1,2, ..., n+4 2 pe altd parte, sint distincte (ele pot depinde, in general,
de functia f).

Intr-adevir, fie R, [f] o majorantd simpli a lui R [f]. Avem R[f] =
= R[] — {R,[f] — R[f]}, unde functionalele liniare R,[f], R,|f] —
— R[f] sint de forma simpli.

54 considerdm o functionald liniard R [f] definitd pe (F si de forma (85)
indicatd in teorema 16. Daci constantele K, K’ sint de semne contrare,
R[f] este de forma simpli. Tste deci destul si examinim cazul
cind K, K’ sint (diferite de zero si) de acelagi semn. Fird si restringem
generalitatea, putem atunci presupune ci ei sint pozitivi. Avem atunci

Lema 4. — Dacd funcfionala liniard R[f] este definitd pe spatiul
(F st dacd ea este de forma (8B), indicatd in leovema 16, pentru orice funcfic
[ e (F cu diferenta divizatd mdrginitd,

reprezentarea (85) este valabild pentru ovice fe(F (deci si pentru elementele
lui (F care nu au diferenta divizatd mirginita).

Se vede ugor cd lema 4 este o consecinti a urmitoarei :

Lema 5. — Dacd: 1°. R[f] este o funcfionald liniard definitd pe (F,
2° K, K' sint doud numere pozitive,

pentru orice fe(F a cdrui diferentd divizald nu este mdrginitd, se pot
gasi n + 2 puncte distincte £, ¢E, i=1,2, ..., n + 2 st n 2 puncte
distincte EjeE, 1 =1,2, ..., n + 2, astfel ca sd avem (85).

Sd presupunem, pentru fixarea ideilor, ci diferenta divizati a func
fiei f nu este mirginitd superior. In virtutea teoremei 4, daci diferenta
divizatd a acestei functii ia valoarea m, ea va lua orice valoare mai mare
decit m. Iie atunci m o valoare luati de diferenta divizata si fie

12 — Sludii si cercetdiri de matematica
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mK — R[f]

[E1, B3 - -« Enyas f] o diferentd divizatd care ia o valoare >
si [E1 &g - -.) Enga; f] o diferenid divizatd care ia valoarea

%{-{mz;, So oo binat £+ R > .

Formula (85) rezultd.

Se procedeazd la fel dacd diferenta divizatd a funcfiei / nu este mirgi-
nitd inferior.

ILema D este deci demonstrati.

Reamintim ca notiunea de diferentd divizatd, de simplicitate a
functionalelor liniare si spatiile considerate sint in sensul de la § 1.

Este clar cd, in loc de majorante simple putem intrebuinta mino-
rante simple. Funcfionala liniard R;[f] definitd pe (F se numeste o mino-
rantd simpla pentru R |f] dacd ea este de formd simpld si dacd Ry[f] <
< R[f] pentru orice functie conecavi f.

Pentru a putea pune o funcfionald liniard R|[f] sub forma (85), este
deci suficient de a cunoaste o majorantd (sau o minorantd) simpld. De
exemplu, funcfionala liniard (58), care se anuleazd pe functiile (19) si care
se poate deci pune sub forma (59), are ca o majoranta simpld functionala
liniard

m—zﬂ--l IP-'LI -+ W [

i=1 2

unde . este un numir pozitiv gi xj, » -+ 2 puncte distincte ale interva-
Iului £. Toate funcfionalele liniare de forma (58) pot deci si fie puse sub
forma (85), indicatd in teorema 16.

Xis Xigy - - o Brengrs 1 U [35 %5 o o Bagos 1

J34. Daca functionala liniard R|[f] este de forma (85), diferenta
K — K' = R|fu41] are o valoare perfect determinatd. Sd presupunem ci
K, K' sint pozitivi. Putem atunci Inlocui K, K’ prin K + ¢, K’ 4 & res-
pectiv, e fiind un numir pozitiv oarecare. Intr-adevir, daci avem (85)
pentru un je(F dat, avem RJ[f] =R,[/] — Ry|[f], unde R,[f]=
=Ky, Loy »ois Epipei ] = el %5%a « oo Fanss [l Bolfl=K[&L &5 oo 0 Giat TI0E
+ &%, % ..o, Xy [], unde x; sint # + 2 puncte distincte ale inter-
valului E. Putem privi pe R [f], R,[f] ca niste functionale liniare de-
finite pe (F. Atunci ele sint de forma simpld. Proprietatea enuntata rezulta
observind cd Ry [fut1] = K + &, Ry[fap1] = K' + =.

Dacid R|[f] este de forma (80) dar nu este de forma simpld, coefi-
cienfii K, K', presupugi pozitivi, au niste margini inferioare ale céror
valori prezintd interes mai ales cind R|[f] este restul unei formule
de aproximare. In acest sens vom examina un caz particular important
in ar. urméitor.

35, 94 presupunem iardgi cd sintem in cazul particular (21), (21')
si si considerdm o funcfionald liniard R [f] definitd si mérginitd pe spatiul
@) considerat la nr. 30. Avem
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THOREMA 17. — Dacd : 1°. funclionala liniard R[f] este definitd
pe @k,lmargzmm in raport cu norma (78) si de gradul de exactitate n, cu
Bl ] >0, 2°. A este marginea superioard a lui R[f] pentru functiile
[ €@y ale cdror diferentd divizatd de ordinul n + 1 vdmine cuprinsdi in [0, 1]
st B =4 — Rz,

pentru orice e = 0, functionala liniard R[}] este de forma (85), indi-
cald de teorema 16, unde K = A4 + ¢, K' = B + ¢,

Din demonstratie va rezulta cd A, B sint finiti.

Avem 4 >0 deoarece, in particular, x"*'are diferenta sa divizati
de ordinul # -+ 1 cuprinsi in [0, 1]. Avem evident B = ().

B Daca coumderﬁn; functiile (69), prin formula Rm[_/] = R[fm] de-
finim o functionald liniard care, pentru m — oo, tinde citre R[f] pentru
orice fe@;. Si4 punem

- m—n—I ; R 2 _
RE[f]=(m +1)h E DHNHWﬂJHJZIRWMJMN (86)

si sd notam cu @ submulfimea lui @ formata din functiile f care au dife-
rentele lor divizate de ordinul # 4 1 marginite. De altfel orice functie defi-
nitd pe [a, b], avind diferenta sa divizati de ordinul » + 1 marginita,
aparfine lui @, Si observim ci funcfia de y, R [®pq1, x] fiind continui
pe |a, b], sirul cu termeni pozitivi

m—n—1
{(” -+ 1pgex =y, R[(P”-H'k”"] _‘t IR[CP"'*’""‘H»” l (87)
=1 )
tinde, pentru m — oo, citre o limitd finitd si bine determinati egali cu
b
e (” + 1) S R[(PJ'HLI, X ] 442|R[<P71+1. X ]‘ dx. (Ht\:)

Rezultd cd sirul (87) este marginit. Dacd [ e @f, sirul {Ry [f]} este de
asemenea mirginit. Se poate extrage din acest gir un sir partial conver-
gent cdtre funcfionala R' [f]. Se vede usor cd funcfionala R* [f] astfel
definitd pe @} este liniard gi se anuleazd pe orice polinom de gradul .
Dar avem R;[f] >0, Ru.[f] = R.[f] daci fe@;, este convex, deci
R [f]=0, RT[f]=R [f) daci fe@} este convex. Rezulti imediat ci
dacd ¢ este un numdir pozitiv §i ¥y, %5, . . ., ¥ppe, 7 + 2 puncte fixe ale
intervalului E, funcfionala liniard R, [f] = R*[f] + ¢ [%1, %g ..., %ni2; /]
este 0 majorantd simpli a lui R[f]. Se vede usor c& Ry [+"'] =4 + ¢,
unde A este dat de formula (88).

Ramine sa se demonstreze ci numéirul 4, dat de formula (88), coincide
cu marginea superioard a lui R[f] dacd | parcurge mulfimea functiilor a
ciror diferentd divizatd de ordinul # 4 1 rdmine cuprinsd In [0, 1]. Daci
[ este o astfel de functie, este clar ci R, [/] nu depidseste termenul general
(corespunzitor) al girului (87). Trecind la limitd, rezultd ci R|[f] nu de-
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paseste pe 4. Fie acum = un numir pozitiv oarecare. Si finem seamd de
continuitatea functiei de x, R [¥y41,«], deci de continuitatea si de nenega-

1
tivitatea functiei de x, 5 R[®nt1, x] + |R [Pagr, ]I} s sd@ observim

cd punctele pe care o fuuc’,cie continud pe [a, b] se anuleazd, formeazd o
mulfime inchisd. Rezultd ci putem gdsi un numir finit £ de intervale dis-
juncte [a;, B, =l , k, apartinind lui (a, b) si astfel ca functia
R [Pnq1, x| 54 fie nenegatlva pe aceste intervale si astfel ca si avem

B;
\
(1) % Ri®ups] dx > 4 —

a,
i

(89)

£
2

Puteni sd presupunem a <oy < f; <oy < fp < ... <op<<Pr<<b-
Fie M = max (n +1)| R|Puys, « ]| $i sd. alegem punctele of, B}
XE€ [a, b]
t=1,2,..., &k astfel ca sd avema < o&f < o, Be<< BL<< b, Biy < Bim1 <
<o¢,<o¢,,1—_.,3 ., ksl ca

M}j,(af—a§+@:—ﬂ;)<

€
i=l1 2

(90)

Fie acum [ o funcfie a cirei derivatd de ordinul n 4 1 existd gi este
continud pe [a, b], aceastd derivatd reducindu-se la (n + 1)! pe inter-
valele [or,, B, i=1,2,..., k la 0 pe intervalele [a, «j], [Bi bl
IR e =208, . ket 1 cfte o functie liniarad pe fiecare dintre inter-
valele [of, o], [Bi Bi], =1, , k. Functia [ considerati aparfine
lui @ 31 formula (29) a mediei ne arata cd diferenta sa divizatd de ordinul
n -+ 1 rdmine cuprinsd in [0, 1). Tinind seami de reprezentarea (85), avem
pentru aceastd funcfie

Bi
R(f] = (n + 1) ‘_{'1 (& [onsie 1 dx+

a:

¢

: .l. g“f R (u+l)( P . (’l+1) )
=l (Ii + ) IZ:']“’ '(P"+1:A\'J -( S 1) dx -I- ‘_gls [<Pn+j,_x:] (—*:W . (9])
Insi
a I ﬂ: f(ﬂ+i) (x)
A0 B I+ 3 | Rlbwe] e
,. i (92)
aj ; g ‘
= (n+ 1) ,-ZJIS +§1§{RJ(PH+‘ | dx} < M 2 (o — o + Bi— ) <
a o fi;
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Tinind seamd de (89), (92), din formula (91) rezultd cd R[f] > 4 — =
Numirul A este deci marginea superioard indicatid in enunful teoremei.

Teorema 17 este deci demonstrata.

fn aceastd teoremi am presupus R [#"7']= 0. In cazul contrar,
deci daci R[x""'] < 0, proprietatea si demonstraia sint analoage. In
acest caz B =0, A>0

in cazurile 4 =0 sau B =0, funcfionala R[f]| este de formi simpla.

Hste usor de demonstrat ca dacd fe @, are o derivatd de ordinul # 4 1
continud pe [a, b], avem

RIf]= (|—{‘1i‘"+” &) — Bf"V (n)}, & me [a, 0],
Daca fe @ sidacd d este marginea superioari a valorii absolute a dife-
renfei divizate de ordinul » + 1 a lui f, avem delimitarea

R[] < (4 + B)d.

36. Existd gi alte forme sub care se poate pune o funcfionald lini-
ard R|[f], deci restul unei formule liniare de aproximare. Aceste expresii
prezintd un interes mai ales atunci cind R[f] nu este de formi simpla.

S4 presupunem cd sintem in cazul particular (21), (21') si sd presu-
punem cid R |[f] este o functionald liniard definitd si de grad de exacitate
n pe (F. 5S4 considerdm o descompunere de forma

R[] = Ri[f) + R[] —Fg il (93)
unde R, |f] este o functionald liniard definité pe (F si unde functionala
liniard (definitd de asemenea pe (F) R[/] — R, [f] are un grad de exacitate

n + p > n. Atunci dacd R, [f] si R[f] — R [f] sint de form& simpla,
avem

Rlf]= R[] [E & ovvs Bruigas 114 KBRS s F ] (94)

unde K # 0 este independent de functia f si &, &; sint grupe de »n | 2
resp. # + p + 2 puncte distincte in E.

Fird a avea pretentia de a face aici o teorie generald, vom aridta, pe
doui exemple, cum se poate gisi efectiv o reprezentare de forma (94)
pentru restul anumitor formule de aproximare.

37. 54 consideram formula de cuadraturid a lui Hardy,
6

Sf(x) dx = 0,28 [f(0) +

0
Gradul de exactitate al restului R|[f] este

cd R[gg3] =% >0, Rlggs] = — 17 < (0 si deci, in virtutea teoremei

150

f6)] + 162[/(1) +/(5)] + 22/ @3) + RIf].

-

5. Un calcul simplu ne arata

15, restul nu este de formd simpld.
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Pentra a pune R[f] sub forma (94) este avantajos si considerim intii
functionala liniarda R*[f] = R[/'], pe care am considerat-o deja in § pre-
cedent. Intr-adevir, este destul sia gisim o descompunere de forma (94)
pentru aceastd funcfionald liniard. Descompunerea corespunzitoare
pentru R[f], rezultd imediat.

Avem

R*[f] = —63 [0,0,1,1,3,3,5,5;/] +190,8[0,1,1,3,3,5,5,6; f] —
—63[1,1,3,3,5,5,6,6; /].

Fie
Relr] = g4[0.0, 1,1, 3,8,5,5; rlElE 00 15308, 5156 filf L
+ !‘13 [1’ 11 31 31 5: 5: 6) G s /]n (95)
unde
P 1 e+ g = 64,8 (96)

Avem atunci
REFI—R[f] =663 - p,)10,0,1,1, 8.3, 5,5 6 f] — (97)
=663 4 wg) [0,1,1,3,3,5,5,6,6; f]
care are un grad de exacitate > 6.

Functionaleleliniare (95), (97) sint de forma simpla daca ju, =y, 1, Sint nenega-
tivi. Gasim astfel urmatoarea expresie a restului in formula lui Hardy,

D o e 2 (63 +
R/ Zﬁ{b![gpéz»---:':»7:/]—(—&18—@8![0117}2,---,'&9;}’]}’

unde f este continuu pe [0, 6], & sint 7 puncte distincte iar «; sint 9 puncte
distincte ale intervalului (0, 6).

Din metoda particulard de demonstratie rezultd ci in aceasti formuls
avem 0 < py < 324.
Dacd [ are o derivatd continud de ordinul 8 pe (0,6), avem

RIf) = ool Mg — 2t

700 . L ('n)}, g, ne(0,6).

9
Dacd in aceastd formula punem p; = — gésim restul bine cunoscut [24]
3
Ril=—m@E—L mwl &40 (98)
700 2
Dar putem lua $i p; = 0 gi atunci gisim
9 35
R ) By = f(ﬁ) —q}, £, me(0,0),
=500 © -5 Pl zae00

s 35 by x - 1
unde coeficientul o este mai mic decit coeficientul corespondent i din

= e

formula (98).
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38. Ca o a doua aplicatie, si luim formula de cuadraturd a lui
Weddle,
6

Sf(‘«\f)fix = 0,3 [£(0) + /(2) + 1) +/(6) ] + L5 [/(1) +/(5) ] + 1.8/(3) + R[/],

0 .
. 3
al cirei rest este incd de grad de exactitate 5. Avem R |[ggs3] = 10 =
R [9ps4] = wE<(}, deci restul nw esle de formd simpld. Procedind
- 30

ca la exemplul precedent, avem

?wak:—M&QLL11&3J]mﬂﬁhLll&&4”]+

!

L d(1,2,2:3,8,4,4,5: f] -4[2,3, 34455 6 f] —
=38, 3,4,4,5,56.6854]

si luam

5 % . .
%&m:meMJ&&&n+mmmmJ&¢%H+
_I_ [J‘.'} [11 1) 2: 2: 31 3) “-I-'J 4!/] + IJ"4 [1r21 2’ 3» 3: :1" "I,D;f! + (99)

+ 1 [2,2,3,3,4,4,5,5; /] + s [2.3,3,4,4,5,5,6; /] +
+ope [8.3,4,4,5, By e/

unde
20ty + po + pg) + e = — 10 (100)

si atunci avem
— 2 [R*[f] — R[f]] = 16(uy +3)[0,0,1,1,2,2,3,3,4,4;/] +  (101)
18

+ 2026, F g - 10)]0, 1,15 2,2, 8.8, 4,4 61 f] -

+ 1635 + 2us + ps +~17)[1:1,2,2,3,3,4,4,5,5; f] +
+ 2002 -y -10)[1,2,2, 3, 3,45 4,5, 5165 ]

4 160 8112, 2.3, 8.4, 4. 5,5, 6,81

SHludm w = —3, = —2, g3 = @y = 0. Atunci (100) este veri-
ficat si (99), (101) sint de forma simpld. Deducem
L i 1 T . 41l
RIN =~ 161 B B & )8 I ),

functia f si punctele &, u; verificind aceleagi condifii ca si in exe_mplu}l
precedent (nr. 37). Dacd functia f are o derivatd continui de ordinul 8
pe (0, 6), avem

e 1 e } +6(0. 67,
RU]~1mP(@+5fm% £, 7¢(0, 6)
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in formula binecunoscuti (241,
9

RIf] = ~—i{f‘ﬁ’ (B + L o (-q}} £, ¢ (0, 6),

140 10

coeficientul derivatei de ordinul 8 este de 4,5 ori mai mare in valoare
absoluta. |

S4 mai observdm cad dacd, pe lingi (100), avem si
200, + ps + 2p; = — 96, (102)

putem scrie

ke
A R*If] = R [f [} — 400 (1 -+ 3)[0,0,1,1,2.2.8,3 44,55 /] -+

18
+ 12018y + Bpp, +74)[0,1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6;/] + (103)
+ 400(u, +3)[1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6; f].
Daci luin ol LI itati
P T &1 iy — T gy = p, = 0, egalitatile (100),

(102) sint verificate §i funcfionalele liniare (99), (103) sint de forma simpla.
Pentru restul R[f] al formulei lui Weddle obtinem

1 L , 61
MH:m%!aaﬂma;
15,4, S

140
u_nd_ef este co_utinuu pe [0, 6], & sint 7 puncte distincte iar »; sint 11 puncte
distincte ale intervalului (0, 6).

10! [0y, g, -+ oy Mz s /]}

Daca functia / are o derivati continui de ordinul 10 pe (0, 6), avem

i N N ol L
RUL= —{ 75 17® 51z (). 5ne.0),

Ob OCTATOYHOM UJIEHE B HEKOTOPLIX JIMHEFMHBIX
POPMYJTAX TMPUBJIMKEHUS AHAJIM3A

(Kparkoe codepocarue)

y B Hacrosuiefi paGore mbl paceMOTpuM (GOPMYJIB MPUG/HKEHHS BILA
(*) rme A[f], B[f], swauur u ocratounsii uwien R[F1=A|f] —B][}] nuneii-
Hble (aQHTHBHBIE H OJHOPOAHBIE) (YHKUMOHAMNL, ONpPEAEJCHHLIE 1A HEKO-
TOPOM MPOCTPAHCTBe (F BEIIECTBEHHBIX W HENPepHIHBbIX (DYHKUH{ BEIECTBEH-
HOTO NEPEMEHHOro, OMpeJleleHHBIX Ha .THHEelHOM MHOMKecTBe (B 4ACTHOCTH
Ha npoMexyrtke) E. 3HaHHEe CTPYKTYPHI OCTATOYHOIO uYJeHa R[f] Baxsua
AUISL €ro HaJJIeXKAllero OrpaHHYCHHS B NPUMEHEHHAX. B mpemmosoxenii,
HTO STOT OCTATOWHLIA Wi€H DABEH HYJbI0 Ha JAHHBIX (YHKLHSX (1), mm
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H3yuaeM HOBOE BbIPAXKEHHWE 3TOTO OCTATOUHOTO uwiena. ITo BhipaKeHHe, B
H3BECTHOM CMBbIc/ae, ofllee M3BECTHBLIX A0 CHX IOP H Jyulle obHapy:KHBaeT
ero cTpykrypy. Mel no6némcs sToro pesysbTata nmpu [OMOLLI TEOPHIl Bbi-
OYKJABIX (PYHKIMH, KOTOPYIo Mbl 0600UHIN B APYrHX paborax |12, 13].

PaGora pasmenena wa ueThlpe naparpada.

B § | MBI crepBa paccMOTPHM CHOBd MOHSITHE pasjeeHtoll pasHocTH
OTHOCHTEABHO cHeTeMbl (18) n+2 dyuxuun it onpeaesennoli gopmyoit (22).

Onpeneanrens V, NOSB/ISIOLHIACA BO BTOPOM uylene, onpeientu ¢op-
myaoii (1) ecau Touku x; pasaumunbl. @yukipn (2) obpasyior cucremy (I)
(BIM MHTEpHOJAUMOHHYIO cHcTemy) ecau umeem (10) aas Besikoro MHO-
KECTBA m pasamypbX Touek x; u3 E. Moxio o606uuTE npeasliyniHe no-
HATHSL H ONPELENEHHA Ha TOT cjyuai, KOrga TOUKH X; He Bce pasaudibl. C
a1oli meabio oGobumialor onpeneantens (1) onpenennrtenem (3), rae nows-
JSOTCA M mpomsBoanbie pyurmui (2) po Rk —Il-oro nopsika Ha COOTBET-
CTBYIOIIMX TOYKaX 2;, ki -oro mopsjka kpaTHoctd. @ynkuuu (2) oGpasywoT
peryaspuyio cucremy (I) k-oro mopsigka ecan MMeem (10), npuuem BCe
yncaa k; <k (eciu k==m, cucTeMa HasbIBAETCSs, B UYACTHOCTH, MOJHO Pery-
AsipHoit) . [IpH NMOMOIM TAKOro pPoja MPEeArodoNKEHHH PeryspHocTi OTHO-
cutenbho Gynkmuil (18), MOXKHO paciIMPHTL MOHATHE PasjieeHHol pasHOCTH
Ha clydall He BCeX pas/HYHBIX Y3J0B. ‘

Ecan ¢yukunn (18) obpasyor cucremy (1), To dynkupst [ HasbiBaeTcs
BEIMYKJIOl, HEBOTHYTOH, HEBBITYK/IO, COOTBETCTBEHHO BOTHYTOI OTHOCHTEILHO
pyrknuit (19), B 3aBHCHMOCTH OT TOTO, HMeeM Jii (25) Ha BCAKOM MHOMKeCTBE
A+2 pasmHYHLIX Touek. TOrAa .uHeiiHbil ¢ynkumuonan R[[] wnaseBaercs
npocroeo suda na (F ecaw jaasi esikoil fe (F ou Buma (30), ¢ nocTosHHOM
K==0, wesaBucumoit or ¢yukuuu [. Mmeem Torma.

TEOPEMA 5. Heobxodumoe u QoeTarounoe yeaosue das To2o, 4rodol -
netinotli ynryuonaas R[] 6oia Gor npocrozo suda. — umers R[f| =0 das
acaxoit pyrryuu [ (e (F) soinyxaodi orHocutessro yaxyud (19).

B § 2 Mbl HECKONLKO MOAPOSHO U3YyYaeM HEKOTOPBIE TCOPEMLI O CPeJHEM,
OTHOCHMTENIbHO pasfeJqeHHbIX pasHocTell, Ha Pa3sNUuHBIX U HE DAa3JIHYHBIX y3-
nax. MBI yXKe H3yuaau TEOPEMBI TAKOTO poja B Apyrux pabotax [12, 14, 18],
B uactioM cayuae (21), (217). D1tu pesypTaThl B TECHOH CBSI3H C BAXKIULIMH
Teopemamu o cpendeM, npuxagnexamue I B. Buanepy [28]. Tlonwxoe
3HaueHHe 3THX (POPMYJ O CPeHeM C/Aedy T 13 HaMAEHHOro MNpeACTaBIeHHS
A7 QCTATOYHOro yaeHa R[[].

B § 3 Mbl u3yuaem HeKOTOpbIC YACTHbIE MPH3HAKH, TIOEOAACILHE CYAHTh
0 TOM, ABJASIETCS JMHEHHbIH (YHKIHOHAJN MPOCTOrO BHAAa uaH HerT. Mbl u3-
yuaem, B HACTHOCTH, CJyual, Korja JnHeiHblil ¢yukunonan B[f] ua ¢op-
myae (%) man dopmynamun (51), (52), rme L(flx) — nuuefinas uurepmo-
JAUMOHHAs KoMGuHauus (yuxuuii  (19), pannas Qopmyaoir suga (11).
Torpa, ecain auneitunii hyukunoran A|f] DoloKHTENEH W eCaH MTOPSHAKH KPAT-
HOCTH k; TOYeK 2; Jewaulux BHYTPH MDOMEKYTKa £ uYeTHBl, 0CTaTOuHbI
unreH R[f] mpocroro Buma. Popmyia uncjAeHHOTO HHTerpupoBanns [aycca
i opmysa (54), ocrarounslil wien xortopoit nsysan M. Panpoun [21] —-
yacTHble clydau mnpeaplayiieii Qopmyas, Maydenne nuHefHBIX (YHKUIHO-
HaJioB BuAa (58) MO3BOMAET OMpenenHTh BCe CJAyddH, B KOTOPBIX OCTATOY-

B .
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UBLH ujeH B KBaapaTypHoft (opmyse (62) — NPOCTOr0 BHAA. 3[IeCh MBI B
HactHom cayyae (21), (217). B Tom ke uacTuom ciydae Mbl gaiuM PH3HAK
BbIDaXKEHHH HHMKENpPUBEICHHOH Teopemoil.

TEOPEMA 15, [Tycre daubl narypassHoe wucio n u yeaoe 4wucio b,
0<k<n—1; ecau aunelinoui pyukyuonas R[] 1° onpedesen Ha €y;

s 1°0 o

2°. nopadka tounoctu n; 3°. O2PAHUYEH OTHOCUTEALHO HOPMbL (78); roeda,
das To2o 4T00bL R[f] 6bta 61 npocroco suda, Heobxodumo u AOCTATOUHO
usero (79), ede pynxyuu gy, 1, onpedescuor (64).

3fecb @ — NpPOCTPAHCTBO HENPepBIBHBIX (GyHKuHi f(x), HMEIOLLX
[IENIPePBIBHBIE TIPOH3BOIHBIE TOPALKA |, f")(x) Ha [a;, b maa =0, 1, ..., k;
0=k<n—I1, [a, b]l=[a,, bo] =2 [ay, 5] 2 ... D[ag, ], R[f] (xoueuynoro)
mopsiaka TouHoctu # ecan R[x] =0, i =0, 1,...,n, R[«""] 0.

OTOT pesyabTaT mosyden o6oOuiennemM (BhIpaXKeHHBIM Teopemoii 14)
TEOPeMBbl NIPUOTHKEHHS] BBITYKABIX (DYHKIUT BBICIIEr0 TOPAAKA, KOTOPYIO MEI
JAanu B Apyro# patore [15].

B § 4 mbl usyuaem cayuaii, korma Juveiinbit (yukumonan R[f] — ue
npocroro Buja. B wactnocrn, B cayuae (21), (21') nmeewm:

TEOPEMA 17. Ecau: 1°. aunednoul pynsyuonan R[] onpedeaen na €y,
Oepanuver oTHocureabHo Hopmol (78) u nopsdka TowwocTu n, npiuuen

n41 o
R[x™ 120; 2°. A — rounasn sepxuan epanuya R[[| din ¢ynxyud [e @,
pasdesennan pastocts nopadka n+1 koropeix sescur meocdy 0 u | w ecau

1 A o o
B=A—R[{'"""], r0eda s scakozo >0, aunerinbu pyuryuonan R|f] —
suda (85) npuuem K=A+e, K'=Bte.

PaGora okoHuaercsi HEKOTOPBIMH PACCMOTPEHHSAMH OTHOCHTEJIBHO KBa-
Aparypubix Qopmys Xapaw ¥ Bennge, ocTaToydpli umeH KOTOpPHX — He
npocroro Buza. Ilosbsysich npefblAyIuMI METOAAMH, MBI YJIYULIHM, MEXKRY
IPOYUM, 3HAYeHHE KOI(P(HLHEHTOB MPOM3BOAHLIX NOSBIAIIIUXCH B XOPOLIO
II3BECTHBIX BBIDAMEHUAX ITHX OCTATOYHBIX UJCHOB.

SUR LE RESTE DANS CERTAINES TFORMULES LINGAIRES
D’APPROXIMATION DI I’ANALVSE

(Résumé)

Dans ce travail nous considérons des formules d'approximation de
la forme (*), ott 4 [f], B[f], donc aussi le reste R[f] = A [f] — B[f], sont
des fonctionnelles linéaires (additives et homogeénes) définies sur un espace
vectoriel (F de fonctions réelles et continues d’une variable réelle définjes
sur un ensemble linéaire (en particulier un intervalle) E. I,a connaissance
de la structure du reste R[f] est importante en vue de sa délimitation
convenable dans les applications. En supposant que ce reste s’annule sur
les n 4 1 fonctions données (19), nous étudions une nouvelle expression
de ce reste. Cette expression est, dans un certain sens, plus générale que
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celles connues jusqu'ici et fait mieux ressortir sa structure. Nous obtenons
ces résultats A 'aide de la théorie des fonctions convexes que nous avons
généralisée autrefois [12, 13 ].

Ce travail est divisé en 4 §§.

Dans le § 1, nous reprenons d’abord la notion de différence divisée
par rapport 4 un systéme (18) de # 4 2 fonctions et définie par la fu}'glt}le
(22). Les déterminants }° qui interviennent au second membre sont définies
par la formule (1) si les points x; sont distincts. Les fonctions (2) forment
un systéme (I) (ou systéme d'interpolation) si nous avons (10) pour tout
ensemble de m points distincts x; de E. On peut généraliser les notions
et les définitions précédentes au cas ot les points x; ne sont plus distincts.
Pour cela on généralise le déterminant (1) par le déterminant (3) olt inter-
viennent aussi les dérivées des fonctions (2) jusqu’a l'ordre k; — 1 sur
les points z; d’ordre de multiplicité &; respectifs. Les fonctions (2) forment
alors un systéme (I) régulier d'ordre % si nous avons (10), les k; étant
< k (si k=m le systéme est dit, en particulier, complétement régulier).
Tn faisant des hypothéses de régularité de cette nature sur les fonctions
(18), on peut étendre la définition de la différence divisée au cas oill les
noeuds ne sont plus tous distincts.

Si les fonctions (18) forment un systéme (I), la fonction f est dite
convexe, nonconcave, nonconvexe resp. concave par rapport aux fonctions
(19) suivant que nous avons (25) sur tout ensemble de n + 2 points distincts.
Alors la fonctionnelle linéaire R[f] est dite de la forme simple sur (F si pour
tout fe (F, elle est de la forme (30), olt KX #+ 0 est une constante indépen-
dante de la fonction f. Nous avons alors le

THEOREME 5. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
Sonctionnelle linéaive R[[] soil de la forme simple est que Uon ail R(f] #F0
pour toute fonction f (e(F) convexe par rapport aux fonctions (19).

Dans le § 2 nous étudions, avec certains détails, des théoremes de
la moyenne relatives aux différences divisées, sur des noeuds tous distincts
ou non. Nous avons déja étudié des théorémes de cette sorte dans d’autres
travaux [12, 14, 18 ], dans la cas particulier (21), (21’). Nos résultats sont
étroitement liés 4 d'importants théorémes dus & D. V. Widder [28].
Toute I'importance de ces formules de la moyenne résulte de la représen-
tation que nous trouvous pour le reste R[f].

Dans le § 3 nous étudions quelques critéres particuliers permettant
de décider si une fonctionnelle linéaire est de la forme simple ou non. En
particulier nons étudions le cas oit la fonctionnelle linéaire B[f] de la
formule (*) est donnée par les formules (51), (52), ot L(f|x) est la combi-
naison linéaire d’interpolation des fonctions (19), donnée par une for-
mule de la forme (11). Alors si la fonctionnelle linéaire 4 [f] est positive
et si les ordres de multiplicité k; des ponts z; qui se trouvent a l'intérieur
de l'intervalle E sont pairs, le reste R[f] est bien de la forme simple. La
formule d’intégration numérique de Gauss et la formule (54), dont le
reste a été étudié par J. Radon [21], sont des cas particuliers de la
formule précédente. I,étude des fonctionnelles linéaires de la forme (58)
permet de déterminer tous les cas ou le reste de la formule de quadrature

o
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(622 est de la forme simple. Tci nous sommes dans le cas particulier (21)
3 . . - - . s
(21 )] Toujours dans ce cas particulier, nous donnons le critére exprimé
par le

THEOREME 15. — Etant donnés le nombre naturel n et U'entier k, 0 < k<
=n —1, si la fonctionnelle linéaive R[f] est: 1° définie sur €, 2° du
degré d'exactitude n, 3° bornée par vapport d la norme (78),

]bO-%-W que R[f] soit de la forme simple il faui et ol suffit que on ait
(79), oiv les foncltions ¢uyqa Sont définies par (64).

Iei @ est T'espace des fonctions f(x) continues et ayant des dérivées
d’ordre i, f(‘)(x)_ continues sur [a;, ;] pour i =0,1,...,k 0<k< n—I1,
= '[ao, by] 2 [a, by] 2 ... 2 [ag, by] . R[f] est du degré d’exacti-
tude z (fini) si R[#'] =0, 1 =0,1, ..., n, Rz 0.

C'e résult’at est obtenu par la généralisation (exprimée par le théoréme
14) d un théoréme d’approximation sur les fonctions convexes d’ordre
superieur, que nous avons donné autrefois [15].

Dans le § 4 nous étudions le cas ot la fonctionnelle linéaire R[f] n'est
pas de la forme simple. En particulier, si nous avons (21), (217), nous
démontrons le ;

THEOREME 17. — Si: 1% la fonctionnelle linéaire R[f] est définie sur
Ex, nﬁﬂf’nee par rapport @ la norme (78) et du degré d'exactitude n avec
R[5 =0, 2° _A”ast la borne supérieure de R[f] pour les fonctions

fe€. dont la différence divisée d’ordre n 1+ 1 reste comprise dans [0, 1]
(donc entre 0 et 1) et B = A4 — R[x"*"],

pour tout = >0, la fonctionnelle lindaire R est de la forme (85
avee K =4 4 ¢, K' = B + ¢. L f e

Nons terminons ce travail par quelques considérations sus les formules
de quadrature ;{e Hardy et de Weddle, dont les restes ne sont pas de la
forme simple. En employant les méthodes précédentes, nous précisons,

entre autres, les coefficients des dérivées qui interviennent dans les expres-
sions bien connues de ces restes.

-
=
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