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Intr-un spativ @ al lui Hilbert, fie {e; ) o bazd ortouormald, Atunci
fiecare element v ¢ A se poate scrie sub forma
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unde componentele ¢; ale elementului y sint numere complexe, astfel incit
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Fie acum fi(x,, x,, ..., %) functii reale de variabile reale x;, ,, .., Xy,
definite intr-un domeniu D al spatiului euclidian E,, pentru care
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in domeniul D si fi(x,, %, ..., %) 3£ 0 in fiecare punct al domeniului D,
pentrit o infinitate de valori ale indicelui 7. Atunci elementele
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alcituiesc prin definifie o varietate V,, n-dimensionald a spatiului lui
Hilbert considerat.

In cele ce urmeazi studiem aceste varietafi; definim in ele curbele

geodezice, curbele cele mai scurte i cu ajutorul acestora introducem o
geometrie intrinsecd a varietitilor #-dimensionale ale spafiilor separabile 7.
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§. 1. Curhele varietitilor, lungimea lor, eurbe rectificabile

Hie %.(1); ®t); -.

., ¥n(t), functii finite, definite in [a, b] si astfel ca
x1(4), %),

.+, %a(¢)) € D. Elementele

YO =Y, flmld), %), ..., w®)e, a<t<b (1)
=1
ale spatiului lui Hilbert alcituiesc prin definitie o curbd C in varietatea Vi
}31ea? g s o .0, = e — bsi y(t) = Py, un punct al curbei C,
Formam numerele :

k
0i(C) =Y 0(Piey, Py), ‘ (2)

i=1
unde e(P;_y, P;) reprezinti distanta puctelor Py si Piin spatiul metric
definit in 76 prin norma spatiului. Marginea supef'ioaré a numerelor o
pentru toate diviziunile intervalului [a, 6] o numim lungimea curbei C
st o notdm cu S(C) sau S(C; a, b). In cazul S(C) < oo, curba este numits
veelificabild.
Notam

Ji(x:(2), x5(8), . .., x(t)) = Fi(t). (3)

'l\EOR_E_I\:IA L. Curba C este atunci si nuwmai atunci vectificabild, dacd
toate funcliile F(l) sint cu variafie Mmarginitd. :
Demonstrafie. Inainte de toate este valabild egalitatea :

S(C;a,0) 4 S(C;b,¢) = S(C; a,c), (4)

daca @< b< c. Demonstratia este imediati. Astfel functia S(C, ), ca
functie de tervalul &, este o functie aditivi de interval.
Pe baza definitiei lungimii curbei in spatiul 7, este evident ci

Wil a,0) < S(C;a,b), i=1, Do (5)

[=-]

Y, Wi(Fi;a,b) > S(C;a,b),

=1
}mde Wi(F;; a, b) este variatia absoluti a functiei F; pe intervalul [a, &].
Teorema 1 este o consecintd imediatd a inegalitatilor (5). :

Fie acum o curba C, rectificabild in [a, b]. Tinind seama de ‘relatia (4),
ea este rectificabild si in [a,t], unde a< t L b. Lungimea SL a8
0 notdm cu S(z).

LEste evident ci

1
S+ ) — SO >{Z[Fi(t+h) — F@P)z, (6)
aceasta, in baza definifiei lui S(/) precum si in baza definifiei normei in
slzag:gul lui Hilbert pentru fiecare ¢ din [a, b] si pentru fiecare 4 > 0. Tm-
partind ambii membrii ai relafiei (6) prin % si facind apoi ca % si tindi
citre 0, gisim ci

S0 >

g

Fi(e)?, (7)
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dacd bineinfeles existd S'(¢), Fi(f), F5(f),... Presupunind ci functiile S(¢),
Fy(¢) sint cu variafie mirginita, S'(¢), Fi({) existi aproape in fiecare punct
al intervalului [a, b], si intrucit mulfimea functiilor F, (i =1, 2,. . .) este
numerabild, rezultd cd Fi(t) (i = 1, 2, ...) existi deodatd, aproape in fiecare
punct al intervalului [a,b].

Din cele precedente se vede ci metoda demonstrafiei teoremei lui
Jordan pentru spatiile n-dimensionale se poate extinde la cazul spatiilor
separabile ale lui Hilbert. Astfel putem enunfa

TEOREMA 2. Pentru fiecare curbd vectificabild dintr-o vavietate V, a
unui spaiu Hilbert, are loc inegalitatea

SO > Y i) (8)

s

aproape in fiecare punct al intervalului [a,b] §i de asemenea inegalitatea
b _—
S(C; a,8) > \/ S Fr(). )
i=1

In aceste velatii semnul egal se realizeazd atunci st nuwmai atunci cind toate
functiile F(t) sint absolut continue -in [a,b].

§ 2. Curbe geodezice in varietiiti n-dimensionale ale
spatiilor lui Hilbert separabile

In cele ce urmeazi vom folosi metodele si rezultatele calculului va-
riafional siin acest scop vom considera numai acele varietifi n-dimensio-
nale si in acestea numai acele curbe, pentru care metodele si rezultatele
amintite sint aplicabile.

Vom considera deci varietitile n-dimensionale pentru care functiile
Ji(%1, %, ..., ), G =1, 2,...) admit derivate de ordinul 1, 2 si 3 In do-
meniul D, in raport cu fiecare variabili . Presupunem mai departe ci
pentru curbele variationale, functiile %i(4), ¢ =1,2, ..., n) admit derivate
de ord. 1, 2, ceea ce asigurd absolut-continuitatea functiilor F;(f). Prin
urmare are loc egalitatea

b
L
S(C; a, b) = S\/E F2 () dt. (10)
a =
Sé considerdm in varietatea V, curbele variationale care leagd punctele
P si Q sl satisfac conditiile aratate mai sus, si si cautam intre ele pe cele mai
scurte. Introducem notatia

Y F = ®[x,(8), %y(t),- .., %nlt) ; #1(0), . . ., xh(f)]dL.

9 — Studii si cercetdri de matematicd
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Problema noastrd de variatie se reduce deci la minimizarea urmitoarei

integrale:
Q

9=S®Mmyxwp.”%m;xmwap.u%m]a (11)
P

adicd la o problema de tip Lagrange.
In problemele de geometrizare ne intereseazi daci ,curbele” din
varietatea V,, adici sistemele de functii

(al), %), w@)) st {xl3)], %=, .., xalt(r)])

reprezintd sau nu o aceeasi curbi, in ipoteza ci #(+) este monotoni si admite
derivatd continud in [v;, ,], unde {(t,) = a si #(z,) = b. Atunci problema
noastia de variatie este o aga-zisi ,,problemi de curbi’’. Dupid cum este
bine cunoscut, functia @ trebuie si fie pozitiv-omogeni de dimensiune 1
relativ la xy, a5,..., x5

Presupunind cd si aceastd conditie este indeplinitd, extremele pro-
blemei nostre variafionale de tip Lagrange satisfac sistemul de ecuatii
diferentiale

0 a4 do

e e e 12
axk di (9::,& ( )

Extremalele le numim /linii geodezice ale varietdfie intre punctele P
$i @. Variind punctele P si Q in varietate, obfinem mulfimea curbelor
geodezice ale varietdtii V.

Este cunoscut cid extremele numai in anumite conditii dau o valoare
minimd pentru /. Dacd o extremi indeplineste si aceste conditii, atunci
curba corespunzitoare este curba cea mai scurtd intre Psi Q in varietatea I/,.

§ 3. Varietiiti n-dimensionale ale spatiului 7 in privinta geometrizirii

In cele precedente am introdus in varietdti n-dimensionale curbele
cele mai scurte.

In baza teoremelor cunoscute ale calculului variational este evident
cd intr-o varietate n-dimensionald in spatiul 7, pentru doud puncte P
si Q se pot ivi urmitoarele cazuri:

a) prin P si () trece o singurd curbi, cea mai scurti

b) prin P si Q trec o multime de curbe cele mai scurte. Multimea
acestor curbe poate si fie finitd, numerabild, sau de puterea continului.

Existd varietdti — prin alegerea corespunzitoare a domeniului D
—in care, prin fiecare pereche de puncte trece numai o singurd curba
cea mai scurti.

A. D. Alexandrov si scoala lui a elaborat geometria intrinsecd
pentru suprafefele convexe, bazindu-se numai pe notiunea curbelor celor
mai scurte $i in lucrdrile recente aceste rezultate au fost generalizate pentru
fiecare spafiu, in care curbele cele mai scurte sint definite,

tar

e
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In cele precedente am vizut cd in spafiul 76 existd varietifi n-dimen-
sionale in care fiecare pereche de puncte, P si @, determini o singurd curbi
cea mal scurtd. Astfel este demonstrati teorema urmitoare :

TrEOREMA 3. In spatiile separabile ale lui Hilbert pentru fiecare n existd
varietdfi n-dimensionale, care nu pot fi scufundate intr-un spativ de dimen-
stune finitd §i in carve geometvia intrinsecd bazatd pe curbele cele mai scurte
este o geometrie de tip A. D. Alexandrov.

In lucrare s-a ardtat numai existenfa varietatilor V,, in care geometria
intrinsecd se poate construi cu metodele lui A. D. Alexandroyv,

Rimine si fie studiate mai deaproape aceste varietafi, in privinta
geometriei lor intrinseci.

Este deschisi pe mai departe problema slibirii conditiilor impuse
varietitilor si curbelor variafionale si studierea acelor varietati, in care
intre doud puncte oarecare nu se poate asigura existenta unei singure curbe,
cea maj scurtd, si determinarea partilor eventuale ale unei astfel de varie.
tdfi, in care geometrizarea de tip A. D. Alexandrov este posibila,

Studierea acestor probleme ne propunem si o continuim in viitor.

[TIPOBJIEMbI TEOMETPUH #-MEPHBIX MHO[‘()OSPASMPI
B T'MJ/IbBEPTOBBLIX CEIMAPABEJIBHBIX TIPOCTPAHCTBAX

KPATKOE COJEP)KAHHE

B cemapaGessnom npocrpancrse [misGepra 6 c OPTOHOPMaJIbHBIM
Casucom {¢y, MHOXKECTBO 3JIEMEHTOB Ve 70 BHjA

o0
y zglff(xla Koy v vn s Xn) &

Ha3bIBACTCHA /-MEpHBIM MHOrootpasuem V, npocrpancrsa 6. 3meck fi —
BEIECTBEHHEIC (DYHKI{HH BEIIECTBEHHBIX IEPEMEHHBIX X;, X, ..., Xy, onpene-
JIeHHBle B 06Mactn D eBKIHZOBOrO npoctpaHctBa £, NpPHYEM BO BCel
06J1aCTH HMEETCS COOTHOLIEHHE |

=]
2
Y (% e v e, %) < oo,
i=1
[lpeanonaraerca nanee, uto Bo Beskoit TouKke o6nactu D BEPHO COOTHOLIE-
Hue fi(x;, Xy, ..., X%,)#0 115 GecKOHEUHOro uHCAAa 3HAYCHHH 3HAUKA i
& ,
Dnementsr y(t)=Y, filx1(2), x3(8), ..., xu(t)]es, a<t <D o6pasyior 1o
i=1

onpenelienuio kpuylo C B MHOrooGpasuu V,, the (yHKIH xi(f) —- oupe-
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AelleHHble B [a, O] u xoHeunble (GyHKUMH, npHTOM X;(f)e D. Ijauua kpusol
C, S(C; a, b) onpepensercs TOUHOH BepXHell TpaHHUEH uHCes

&
0x(C) = EIQ(Pi—ls 2

=

B3ATOM MO BCeM pasieneHusiM j mpomexyTtka ] [a, 6], rne {P;} — ToukH
kpusoit C; o(Pi—1, Pi) obosHauaer paccTosiHMe Toyek P, /; B MeTpHyec-
KOM TpocTpaHcTBe o0, onpegenennom Hopmoi. Ecam S < oo, To kpusas
HA30BEM BLIMPAMJISEMOH.

Kpusas C to2da u ToabKO T020Q BOLAPAMAACMA, eCAl BCe QUHKYLUL
Fo(t) =F[x (1), x9(8), ..., x0(f)] — ¢pyrryuu xoueuroi sapuayuu.

3arem onpenensiioTcss Treofe3WYeCKHe KPHBBIE H KPHUBBIE HaHWMEHBLIEH
JUIHHBl B MHOrooGpasusx V), M JoKasblBaercs, 4To: 8 cenapabessHom npo-
cTparcree 6, npu seskom n=1, 2, 3, ..., CYWECTBYIOT N-MepHble MHO20-
vbpasus V, 8 KOTOpulx npucyuias 2eoMeTpus ABAAETCA 2e0MeTpuel Tuna
A. M. Aaexcandposa.

PROBLEMES DE LA GEOMETRIE DES VARIETES n-DIMENSION-
NELLES DANS LES ESPACES SEPARABLES DE HILBERT

RESUME

Dans un espece séparable 70 de Hilbert ayant une base orthonormale
{e;}, 'ensemble des éléments y ¢ % de la forme

L==]
== z f!'(le xl2r ey x,,) &;
i=1 '
s’appelle une variété V, n-dimensionnelle de I'espace 75, f v sont des fonc-
tions réelles de variables réelles x,, %,, ..., %,, définies dans un domaine

D de l'espace euclidien E,, dans tout le domaine ayant lieu la relation

8

12 (%1, %g) - . ., %p) < 00,
=1

L

On suppose aussi que dans chaque point du domaine D a lieu la rela-
tion fi(xy, %, ..., %,)32% 0 pour une infinité de valeurs de l'indice 7.

=]
Les éléments y(t) = Y, /i [%:(2), %(8), ..., x,(t) ] &;, a <t < b forment
i=1
par définition une courbe C dans la variété 7, ot les fonctions x;(¢) sont
des fonctions finies, définies en [a, b] et #;(f)e D. On définit la longueur
de la courbe C, § (C; a, b) comme la borne supérieure des nombres
k

54(C) =Y, p(Pi-1, Pi),

i=1
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pour toutes les divisions de l'intervalle [a, b], ot {P;} sont les points de
la courbe C; p(P;—, P;) représente la distance des points P;, P;—; dans
I’espace métrique 2 défini par la norme. Si S < co, la courbe s’appelle
rectifiable.

La courbe C est rectifiable et seulement vectifiable, si toutes I's fonclions
Fi(t) = fi[x.(2), %a(t), ..., %u\t) ] sont a variation limitée.

Puis on définit les géodésiques et les courbes les plus courtes dans les
variétés V, et on démontre que dans un espace J6 séparable, pour chagque
n=1,2,3, ... existeni des variétés n-dimensionnelles V, ot la géométyie
intrinséque est une géométrie du type A. D. Alexandrov.

Primit la 11. XII. 1959.




