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In lucrarea de fati dorim si introducem o structuri topologicd in
multimea pértilor (submultimilor) unui spatiu topologic S. Ne vom ocupa
in special de axiomele de separatie in acest spatiu si in subspatiul partilor
inchise din S. Vom stabili o relatie intre spatiile (7) si (7) : orice spatiu
(7,) poate fi scufundat intr-un spatiu ,,aproape” (75), (vezi teoremele 2 si 7).

Vom folosi urmitoarea terminologie :

Multimea S e dotatd cu o structurd de (V)-spatiu Fréchet, daci fie-
cdrui punct peS i se asociazd o clasi nevidd de parti ale lui S numite
vecindtifi. Intr-un astfel de spatiu spunem ci o mulfime e deschisd daci
contine cel putin cite o vecindtate a fiecirui element de al siu. Comple-
mentul unei mulfimi deschise se numegte mulfime inchisi. Daci M CS,
prin M infelegem intersectia tuturor multimilor inchise ce contin pe M.
M e o mulfime inchisd. (Vezi [5] pag. 7). Doud mulfimi sint congruente
— M, =M, — daci M, = M, (vezi [3] pag. 250). Se verifici ugor ci
M, == M, este echivalent cu M, € M, v M, ¢ M,. Daci pe aceeasi
mulfime avem doud structuri de (V)-spatii I'réchet =, si 7, vom spune ci
7, e mai find decit 7, daci orice mulfime deschisd in structura t, e deschisi
si in structura =,

S formeaza un spafiu topologic dacd e un (V)-spatiu Fréchet si veci-
natifile satisfac urmitoarele axiome :

(V1) Orice element e continut in toate vecindtditile sale.

(Vi) Daca Vi si V, sint vecindtdti ale lui p, atunci existd o vecindtate

V alui p cu proprictatea V.C VNV,
(Vi) Dacd V e o vecindlate a lui p si q ¢ V, atunci existd o vecindtate
U a lui g cu proprietatea U C V. '
Ne vor interesa indeosebi spatii topologice, care satisfac si una din axio-
mele de mai jos (vezi [1] pag. 58, 59, 67).
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(Tg) Penlru orice pereche de elemente p == q din S existd cel putin o vecindtate
a lut p care nu-l confine pe q, sau o vecindtate a lui q care nu-l contine pe p.

(Ty) Pentru orice pereche de elemente p 4 g din S existd cel pupin o vecindg-
late a lut p care nu-l confine pe gq.

(Tp) Pentru orice pereche de elemente p == q din S existé o vecindtate U
alui p s 0 vecindtate V a lui q pentru care U N\ V = @ (unde & e partea
vidd a lui S).

(T's) Pentru orice element p si multime inchisd F care nu contine elementul
b, existdé doud muljimi deschise G,, G, in spafiu, pentru care G, 3P,
G, 2 F st GiNG, = @.

Notam cu P = P (S) totalitatea parfilor nevide ale lui S si cu & tota-
litatea pdartilor Iui S, formate din cite un singur punct iar F=(F(S), va
desemna totalitatea pirtilor inchise ale lui S*). Presupunind ci S e un (V)-
spafin Fréchet, vrem si introducem in @ o structurd de (I)-spatiu Fréchet,
Avem desigur posibilititi multiple. Transformarea 76(x) = {x}e o trans-
formare biunivocd a lui S pe &. Introducind o structuri de (V)-spatiu in
(P e firesc sa cerem, ca in raport cu aceastd structurd, transformarea 7 si
fie continud sau chiar bicontinui.

Metoda folositd in multe alte capitole ale topologiei, de a introduce
in P cea mai find (sau cea mai pufin find) structurd in care transformarea
datd sd fie continud, respectiv bicontinui, pare si nu fie adecvati pentru
obiectul nostru.

Intr-adevar in cazul cind S e un spatiu topologic, cea mai find struc-
turd topologicd a lui 0 in care 76 e continui, e determinati de familia de
mulfimi deschise in  formatd din partea vidi a Iui (P(S) si elementele
G din (P(P (S5)), ale caror urmd asupra lui § e imaginea prin 76 a unei multimi
deschise G din S. In aceasti structuri topologicd 76 e o transformare deschisi,
deci aceastd structurd este totodatd cea mai fini topologie a lui P(S) in
care 76 este o transformare topologicd. In aceasti structurd topologici
orice element din (P—J& este un punct izolat.

Cea mai putin find structurd topologici in care transformarea 76 este
continud, poseda doar pe (P(S) si partea vidd a lui S ca mulfimi deschise,
iar structura topologicd cea mai pufin fini dintre structurile topologice
in care 75 este un omeomorfism, are ca multimi deschise imaginile prin
0 ale mulfimilor deschise din S, si mulfimea (P,

Aceste topologii nu ,,prelungesc’” in mod firesc topologia lui & in .

Sd presupunem cd S este un (V)-spatiu Fréchet. Vom introduce in
P=@(S) trei structuri de (V)-spatiu Fréchet.

Pentru un MePfie ' o submultime inchisd arbitrari (eventual partea
vida), a lui M, iar G o mulfime deschisd arbitrard din spatiul S care acopera
pe M, adicd

FC MCG.

¥) Semnele €, C 5i C (ultimul pentru incluziune in sens strict), le vom folosi atit in mul-
timea S, cit i in multimea (2(S). Caracterele literelor clarifici sensul simbolului. Elementele lui
S sint notate ‘cu minuscule, elementele multimii (2(S), adicd submultimile Iui S, sint notate cn
majuscule, iarelementele multimii @(fP(S)), adicd submultimile Iui @(S) sint notate cu
litere rotunde,
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Printr-o vecinitate a Iui M vom intelege multimea
@u (F,G) ={(N: Ne@ A\FCNCG

(Reamintim cd (@ nu contine partea vida a lui S.)
Vom defini o altd categorie de vecinatati in felul urmitor: Dacd F
este o submulfime inchisd proprie a lui M, adici

Fc MCG,
unde G noteazd iardgi o parte deschisd a lui S, atunci vom folosi notatia:
_ @u (F, G) ={N: NeP \FCNCG).
Mai introducem si un al treilea tip de vecindtafi al elementului M din @,

definit de un sistem de vecinita{i ale punctelor p € M : (V})pem
‘7);’4 ((VP)PEM] — {N N = (EJJM NP A@CNngp/\ (754:}5’—’]\[;301\’}‘ :_@)}
il

TEOREMA 1. Dacd S eun(V)-spajiu Fréchet, totalitatea vecindtdatilor@y(F, G)

O (F, G) respectiv Oy (V p)pem definesc trei structuri de (V)-spatin Fréchet in P,
primele doud satisfacind axioma (Vi) st (V). Dacd S e un spafiu lopologic,
toate trev sistemele de vecindidfi determind cite o structurd topologicd in (P.

Mulfimea (2 dotatid cu aceste structuri de (V)-spatiu Fréchet o vom nota
cu (prla (pt-_p resp. @fg' y . . N

Demonstratie. In orice (V)-spatiu Fréchet partea vidi si spatiul intreg
sint multimi inchise si deschise. Pentru orice Me(P va exista vecinitatea
Oy (@, S). Se vede deasemeni imediat cd I e Dy (F, G) pentru or‘ice veci-
ndtate. Pentru a verifica (Vyy) este suficient sd observim cd Ne@y (F, G)
implica

OYF, G) = @, (F, G).

Dacd S e un spatiu topologic, sistemul de vecindtati @ (F, G) verifica
axioma (Vy). Intr-adevir daci F,C M C G, si F,C M C G, determini
doud vecinatifi in P, atunci

@;M(FI' Gl) ﬂ(oM (Fo, Gp) = (0,’1,;(F1 UFs G1NGy)

si — S fiind un spafiu topologic — F;|JF,, e o parte a lui M inchisi in S,
iar G; ) G, o parte deschisd a lui S care contine pe M.

Analog se demonstreazi pentru structura t,, avindu-se in vedere ci
Dep.

Pentru structura topologicd t; sd presupunem cid S e un spatiu topo-
logic.

a). Pentru orice p e M existd cel putin o vecinitate V', in structura topo-
logicd din S, prin urmare existd sio v.ecinétate @;;((VP)PE ) (acest rezultat
fiind valabil i daca S e un (V)-spaftiu Fréchet). ot

Pentru orice vecinidtate a lui MeP avem Me D y((Vp) o) cci M =
= U {p}si Np ={p) satisface conditiile din definitie.

peM
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P
e o vecinitate a lui p» in S si Ne Q’)";((V;JQV;)‘DEM] inseamnid N =

=U Ny, GC NSV NV, adicd @’CN,,_‘;V;/\,@CITVPQV; si
€M :
p:f;p’ — Ny Np =@. Prin urmare
Ne Oy (Vo) pen) N O (V) pem)

c) Fie Le@y((V}),ey)- Vrem s construim o vecinitate @}((V,) gz
a lui LeP? cu proprietateacd; & @y,
Prin ipotezda L =)L, OcL,CV,;
pem

?:FP'—’LPHLP’:@ (1)

si fie ge L. Atunci existi un p = f(g) ¢ M $i unul singur cu proprietatea
geLp. Vom nota Vy =V, unde p = f(g).V, este o vecinitate a lui ¢ in
S,cicige L,C Vy, =1V, siV, eoparte deschisd alui S. Vrem si ardtim ci :

@Z((Vq)qei.] = @L((Vp)pem) Y

Intr-adevir, daci Ne @, atunci N =y N, 9CN,CV,
qel
9F ¢ > NNNg =0 (2)
Insa N= U (UNy) = U Np, unde am notat N, = |J N,.
PEM qELy peM g€l
N, satisface conditiile din definifia vecinatitilor cici din relatiile L, D @
§i Ng D @ satisficute pentru orice p e M, ge L, rezultd N, D @. Pe de alti

b) Avem  @p((V:),en) N On((Ve) o) 2Om(VoN V2, er) cAci Vi, V2
i

parte avem N, C V), cici dacd gel, atunci V, =V, siN,C V, =TV,
deci Ny, =) Ny, C Vy.
9eLy

In sfirgit pFp' - N, Np =@ cici din p == p’ rezultd dupd (1)
cd L, Ly = @, deci dacialegem ¢,e L), g,eLp, vomavea g, 3= ¢,, care im-
plica dupi (2) Ng, NNy, = @. Dar N, = |J Ny si N,y =) N,, de unde
rezulti N, N, = @. 9€Lp q€Lp

TEOREMA 2. Spatiul lopologic S este omeomorf cu subspatiul ., res-
pectiv 8+, al lui (P, respectiv (P, .

Demonstratie. Pentru a ne convinge de bicontinuitatea lui 76 si ohser-
vam cd vecindtatea lui {x} in &, e datd de @D ,(F, G)N S Din F C {x}
rezultd I' = @, deci f(’):,'x} (@, G)NS e format din mulfimile, {y} cuyeG.
Imaginea unei vecinatafi absolute G din S a lui x este chiar o vecinitate
a lui {x} In &, si invers.

Pentru a ne convinge de proprietatea analoaga pentru . , observim
ca vecindtatea lui {x} in &, este datd de @, (Vy) NS, iar Dy (Vi) e
format din mulfimile {N: & C N CV,}. Prin urmare Diy(Vx) NS constd din
multimile {y} cu ye V,.

De aici rezultd cd S si &, sint omeomorfe,
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Teorema ne asigurd ci in cazul structurilor topologice Ty S1 T, trans-
formarea 76 e bicontinui. In structura topologici T, 0 e o transformare
continud dar in general nu e un omeomorfism. (Daca de exemplu S e un
spatiu topologic (7}), atunci &, e un spatiu discret).

Pentru a putea studia cazul cind S e un spatiu (T,), avem nevoie de
citeva notatii si leme.

M, M, inseamni evident ci M, — M, confine cel pufin un punct
iar M, == M, e echivalent cu M, { M, v/ M, M,.

Vom folosi urmitoarele notatii : M, | M, daci M, — M , contine cel
pufin doud puncte si M, 4 M, inseamns M, q M,V M, J| M,.

LeMA 1. Dacd M,, M, sint paris dintr-un spatiu topologic (1) st
a) dacd M, { My, atunci existd o mulfime inchisi F pentru care F C M, A

A FC M, :;

b) dacd M, & M, atunci existd o mulfime deschisé G pentru care M 1L G A

ANM, &G

LEMA 2. Dacd M,, M, sint pdrfi dintr-un spagin topologic (T,) si
a) dacd M, §| M, atunci existd o mulfime inchisi F pentyu care F d| M, A

A FE M.

b) dacié M, | M, atunci existd o muljime deschisd G pentru care M, | G A

A M, EG.

(Pentru lema 1 vezi si [4] pag. 77)

Demonstram numai lema 2.

a) Dacd M, (| M, atunci existd p, =k p, care apartin lui M, — M,

Atunci F = {p,, p,} satisface conditiile lemei.

b) G =S — {p,, p,} satisface proprietitile din enunt.

Didm citeva proprietiti ale spatiilor (D, ., respectiv (D, in cazul
cind S e un spatiu topologic (7).

TEOREMA 3. Dacd S e un spapiu topologic (T,) atunci =, e o structurd
topologicd mai find in P decit -,

Demonstratie. Fie @ (F,G) o vecinatate arbitrara a lui M in(P,, Atunci
avem FFC M © G. Deoarece M —F =+ ) existd peM, p& F. S fiind un spatiu
topologic (7,), multimea {p} deci si F|J{p}=F, e inchisi si F C F,.
@, (Fy, G) e o vecinitate a lui M in P, si a, F, G) S @, (F,G),
deoarece Ne @,, (F,, G) insemneazd F; C N C G, ceea ce implica FCNCG,
adicd Ne@,(F, G).

Prin urmare 7, e o structurd topologicd mai fini decit ,.

Deosebirea intre cele doud topologii nu este mare. Daci multimea
M C S nu e inchisd, atunci orice vecinitate @, (F, G) contine vecinatatea
@y (F, G) deoarece M 4= F. Prin urmare daci S eun spatiu topologic (7})
atunei topologiile 1, si 7, sint identice in P —(F

Topologia 7, diferd in schimb esential de primele doud. Avem urmi-
toarea teorema : :
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TEOREMA 4. Dacd S este un spatiu topologi i )
"OREMA 4. . Frat gic, atunct structura tobol i
T1 € mar find peste mulfimea (F decit Ta. gk
Demonstratie :
Fie d tv . T " : . ;,,
atd vecindtatea (Z)M((Vp}pw) a lui Me (F. Atunci @M((Vp)pEM)Q

2@, (F, G), unde G = |J Vpiar F = M.
y pEM
Intr-adevir fie Ne @,(F,G). Atunci

F=MCNCG
Notdm cu N, = (N — M) Vp si alegem o buni ordonare

Pubo - P (xed)

arbitrard a elementelor mulfimii M C S. Form&im multimile :
Ny = Mg 5 Npu:ﬂg Ny, pentru orice aeAd diferit de 1 si fie:
o

N, = N;,,U {t«) pentru orice weA.
Avem
N= ||N. © I CV i
f)LuJEJWP"J DTN, EVy sipaFpp —>Npu n Nps =0

TEOREMA 6. Dacd S e un spatiu topologi ' ;
i pal pologic (T), atunci P, e un spatiu

Demonstratie. Fie M,, M, pirti diferite ale luj S - i
A 1 M, part elui §; atunci avem M, € M,
1). Dacd M, M, atunci in virtutea i i ista
: 1 punctului b) din lema 1 t
0 multime deschisd G_z, pentru care M, G, M, C G,. %Din M, iaG 'ree;uu?tg
;1 Elrﬂt;tea} }zu&céc;ulmFa) din lema 1, ci existi un F, inchis penztru care
W E M5 Fy o Fie F, o parte din M, inchisi in S G. o1 iS4
din S, care acoperi pe M. Atunci ; AR

O, (Fy, Gy) N Dy, (F,, Gy) =0

cdcidin Ne @, (Fy, G,) N s (Fy, Gy) ar rezulta F, C N si N C G,, adica
F C G, contrar felului in care l-am ales pe F,. Existd deci vecinititi dis-
.]UHCEZG ale 111vl M, si M, in structura topologica +,.
2). Dacd My, M, procedim la fel, permutind indicii 1 si 2.
TrOREMA 6. Dacd S e un spagin topologic (T me
St ] pologic (Ty), P., este de asemenea un
Demonstzfa,tzie. Lie My, MyeP, M, += M,, Atunci]M, € M,sau M,"C M,.
1) - DaC%l]‘. M, L M,, atunci in virtutea lemei 1, a) existdi o mulfime
deslcén_lsa Gy ﬁl_l S cu proprietatea M, € G, 5i M,C G, Fie F, o sub-
mulfime inchisd proprie arbitrard a lui M,, adics (= i
in vedere M, G, avem : e L S
My & @y, (Fy, G,)
M, are o vecindtate care nu-l confine pe M,.
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2). Dacd M, C M,, atunci existd un punct ge M, — M,. Pe de alti
parte M,eP si vom avea M, - @, deci existd un punct (diferit de ¢) pe M,.
Se constatd apoi cd F, = {g}ye o mulfime inchisd pentru care au loc relatiile

F,C M, F,C M, adici M, D, (F,, G,) pentru o iultime deschisi

arbitrard G,, care contine pe M,.
La fel se aratd cd si M, are o vecindtate care nu-l contine pe M,.

TrorEMA 7. Dacd S eun spatiu topologic (Ty), M, Mee (P si M, 4 M,
atunct axioma (Ty) e satisfdcutd in (P., pentru pevechea M,, M,.

Demonstratie : M; 4 M, e echivalent cu M, | M, v M, | M,.

1). Dacd M, {| M,, atunci in baza punctului b) din lema 2, existd
o mulfime deschisd G, pentru care M; (|G, si M, C G,. Din M, (|G,
rezultd ca existd p,, p,eM; — G,. Fie /| = {p,}. Avem atunci F, C M,,
F, L G,. Dacd F, este o submulfime proprie inchisd a lui M,, iar G, o mul-
fime deschisi ce contine pe M, atunci:

D (F1, Gy) N Dy (Fy, Gy) =0

cici din Ne @y, N @y, ar rezulta F; — N si N € G,, deci F, C G,, contrar
felului in care l-am ales pe F,.

Aceastd teoremd ne aratd cd desi axioma (7,) satisfiacutd in S nu
atrage dupid sine ca (7,) si fie satisficutd in(P,, (ceea ce e imposibil, S fiind
scufundat in P, dupa cum ne arati teorema 2), totusi aceastd proprietate
e valabild dacd M, si M, diferd mai mult decit minimul necesar, adici in
loc de M; == M, avem M, M,.

TEOREMA 8. Dacd S e un spafiu topologic (T,) atunci (P., satisface
axtoma (T,).

Demonstragie. Fie My, Mye P si M, 4 M,. Avem M, L My, \y M, @ M.

1). Dacd M; { M,, atunci existi un punct pelM; — M, Pentru orice
geM, vom avea p 3= g, deci existd o vecindtate V, strdind de p. Atunci

mn

Ml & @Ml- ((Vll) QeM!)
cdci in caz contrar am avea
M 1= U N q N ag V-?
qgeM;
si avind in vedere cd pel,, ar exista un g,eM, pentru care peNg, SV,

contrar felului in care l-am ales pe V,,
2) Dacd M, M,, construim analog o vecinitate (@}, care nu-1 con-

tine pe M,.

Din demonstrafie se vede ca dacd avem pentru doud mulfimi M, € M
si My @ M, simultan, atunci pentru perechea M,, M, din P, e satisfacuta
axioma (717).

TEOREMA 9. Dacd S e un (V)-spapiuw Fréchet si M,==M, atunci
axioma (T,) e satisfacutd in (P, pentru perechea M,, M,.

Demonstratie. M,== M, e echivalent cu M; (M, M, ¢ M,.
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e Paci’t M, @ M, atunci existd un punct poeM, — M,. Atunci peC M, ;
C o, fiind deschisd, p, trebuie si posede o vecindtate ¥, cu proprietatea
VD;C {ulf deci VN M; = @. Pentru P =Fpo definim V, ca o vecinitate
arbitrard, iar pentru p == Po Vp =V, =V, Atunci

M e Q)};R((Vp)pma)
cdci in caz contrar avem M, = |J N, @cnN,C K
1 partieniar & Y -
o Zlglr;lcmﬁr. BC NSV, si M, Vo=2Np,D@, contrar felului in care

‘) w T ~ o3
dz Dacd M, € M,, procedim analog aritind ci in structura . M
posedd o vecinitate care nu-l contine pe M, R

TEOREMA 10. Dacd S ¢ un spatiu topologi ; ;
: : 0. Dac 1 gic (15) si M M,, -
veoma (T,) e satisficutd in Pr, pentru perechea ﬂ(/Ill,) o w5l a4
Demonstrafie. M, == M, implicdi M, &+ M,, adics
! 8 ; a avem M, C M,
\V My CM,. Vrem si aritim ci M au:e1 in aélbel i s
care nu-l confine pe M, : - “C:i:zun Ehii
1) Daceiu M, € M,, procedim ca in demonstratia teoreémei 8, la cazul 1).
2)u Daci M, ;M2 vom avea My,  M,. Intr-adevir din ipotezi
rfez__ulta M, C M,, si dacd am avea M,C M,, ar rezulta M, C M, =F
si M, ar fi egal cu M,, contrar ipotezei M, == M, Dar da(;é M, ¢ M
atunci putem rationa ca in demonstratia teoremei 9, cazul 1)z i
TrOREMA 11. Dacd S e un spatvu topologic (7 ' '
. - Dacd ] gic (T3) st M M,, at -
xtoma (1) e satisfacutd pentru perechea M, M, (z”na)@r A s
Demonstratie. Relatia M, == M, e echivalents cy M, g M, \/M, CM,
;i 1) M, ¢ M, garanteazi existenfa unui punct PoeM, — M,. Intrucit
S satisface axioma (7,), existd o vecinitate V. a lui 5. «i i M, 1
i s o@lul pgsiGa lui M,in S,
FeNG = .

Pentru fiecare geM, alegem o vecinitate V, pentry car ' i
5 : 2 , pentru care geV, C G. |

VeNVy=@ pentru orice gel,. : e e
Fie V), o vecinitate arbitrari a luj e, daci |, i :

dacd p = p,. Atunci: e 2tse s VoV

O (V) pean) N Vs (Vo) yep) = &
cidci din NE‘@L,U(OL ar rezulta N = (J N; DN, SV, de unde

) A PeM;
NNVy2D N, 5@, Pe de altd parte N = (J N, N, CVy Dar VN V,=0
. qEMa N
Deci Ny Vy = @ pentru orice geM,, prin urmare N Vo=@, in con-
tradictie cu rezultatul anterior.

2) Dacd M, €M, procedim la fel,

=a
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CororAr. Dacd S e un (V)-spatiu Fréchet, atunci (F+, e un (V)-spatiu
Lréchet care satisface axioma (1y). Dacd S e un spa u topologic (T,), atunci
(F+, ¢ un spagiu topologic (T,). Dacd S e un spatiu topologic (T,) atunci (T,
satisface axioma (1),

Corolarul poate fi extins la orice subspafiu a lui (@,, in care din fiecare
clasa de congruenti, figureazi cel mult un element.

TEOREMA 12. Dacd (P, ,P., sau(P., satisfac axioma (Ty) si S e un
spagiu topologic, atunci S e un spapin (1y).

Demonstragie. Pentru (D.,, (0., afirmatia rezultd din teorema 2 si din
ereditaritatea proprietatii (7,). Daci (P, satisface axioma (77) sipfgq,
atunci prin ipotezi existd o vecindtate @i, (F,G), care nu-1 confine pe
{#. ¢}, adicd g & G. Deci G = ¥V, nu contine punctul ¢. La fel putem construi
o vecindtate a lui ¢ care si nu confini pe p.

In cazul cind S e un spatiu uniform, e usor si introducem in (@ o struc-
turd uniformi (vezi [2] cap. II. § 2. ex. 7). Se poate arita ci vecinitatile
unui element M din spatiul uniform pot fi definite prin formula

Ou (V) ={N:N = N,ABC N,C V(p)}

PeEM .

unde V' e o imprejurime arbitrard a structurii uniforme asupra lui S.

Degi aceastd definifie prezinti o aseminare cu definifia vecinatatilor
@u, cele doud structuri topologice nu sint comparabile nici in spatiile
euclidiene.

O [NPOCTPAHCTBE YACTEM TOIIOJIOTMYECKOTO
[TPOCTPAHCTBA

KPATKOE COJIEP)KAHHUE

‘B nacrosmell samerke H3yuaercss BOSMOMKHOCTb BBEJICHHSI B MHOYKECTBO
P Hemycthix uacteit (V)-npocrpancrsa ®pelie H, B YaCTHOCTH, TOMOJOTH-
HECKOr0 MPOCTPAHCTBA TOMOJOIHYECKOH CTPYKTYPHI.

Tpebyercs uroGel oTOGpazkenue
() = (%)

S Ha (P SIBHJIOCH HENPEPLIBHLIM MJIH J1a7Ke TOMEOMOP(H3MOM B 3TOH TOHOJO-
rud. HanGosiee ToHKas M HAaHMEHbLIE TOHKASI H3 TONOJOTHUECKHX CTPYKTYp
B KOTOPLIX A0 SIBJISIETCS HENPEPBIBHLIM HJIH TOMEOMOP(H3MOM TIPEICTABJISIOT
C/IMIIKOM MaJblil HHTEPEC, MOTOMY 4TO OHH — TPHBSIBHBL. B (2 BRegyTCs
TPH Pa3JIHYHBIX TOTIONIOTHYECKHX CTPYKTYPHl Ty, Ty T3 H H3YUdeTcs OCOGEHHO
npo6iema B Kakoi mepe axcuombl otmenenust (Tp), (7y), (Ty) ocraiores
BEPHBIMH OT S Ha P u na (F & (P, o6pasoBaHHBI M3 3aMKHYTHIX uacTedl S.
[IpoctpanctBo S BIONKEeHO B Pr, B Py B Tonosorun ¢, npu Gomee cia-
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Oblx TpeGoBaunAX, CACAYIOT GOJiee CHAThle CJAEACTBHSA: CCJAH S YIOBJAETBO-
pser (7y), to (P Oymer BunoaHATL akchomy (7). B ciywae Tomosoru-
4ecKOH CTPYKTYpPHI T ecau S saBaserca (7y) — mpoctpaHcTBOoM, TO H (P
objlaflaeT TeM JKe CBOMCTBOM, a BCAKOE INOATNPOCTPAHCTBO (2 B KOTOPOM
9JIEMEHTBl Pa3JHuHbl B GoJee 4eM OAHOH Touke (Tounee ecmu M;—M; win
My—M, conepxaior mo KpafiHell Mepe ABe TOYKH) BEINOJIHSET AKCHOMY
(Ty) ormenenus. B crpykrype t3 MOCKOJIBKY S— TOMOJIOTHUECKOE (Ty) mpo-
crpancTBo, P ymosaersopser (7). Ilast toro, uto6ul (F ssuaocsk (Tp) —
[POCTPAHCTBOM, HET HAJOOHOCTH, NPEAMNOJAraTh OTHOCHTENBHO S KaKylo
JM00 AKCHOMY OTHE/IEHHS, Ja)e HeT TOMOJOIHYECKYI0 CTPYKTYpy: HLOCTa-
TOYHO 4TOGBI OHO o6pasosanso (V) — mpoctpanctso ®peme. Eciu S —
TOIOJIOTHYECKOE MPOCTPAHCTBO H ymoBaersopsier (1), To (F 6ymeT o6.a-
/iaTh TEMH 2Ke CBOHCTBaMu, a ecau S ynosaersopsier (T3) (mer HamoGHOCTH
B perynspuoctu), To (F—(T,) - IPOCTPAHCTBO B TOMOJOTMUECKOH CTPYK-

Type

SUR L’ESPACE DES PARTIES D'UN ESPACE TOPOLOGIQUE
RESUME

Dans la présente note on étudie la possibilité de l'introduction d'une
structure topolegique dans I'ensemble (2 des parties non vides d’un (V) — es-
pace Fréchet et, en particulier, d’un espace topologique. I ’application
(%) = {x} de S dans @ doit étre continue voire méme bicontinue dans
cette topologie. La plus fine et la moins fine des structures topologiques
ol /6 est continue ou bicontinue présente peu d’intérét, étant banales,
On introduit dans (P trois structures topologiques différentes i L
et on étudie spécialement le probléme a savoir dans quelle mesure les
axiomes de séparation (T,), (7,), (7,) sont transmis de S & @ et & (F & P,
formé des parties fermées de S. L'espace S est plongé dans P, et P . Dans
la topologie 7, d’hypotheéses plus faibles résultent des conséquences plus
restrictives : Si S satisfait (7)), (P vérifiera 'axiome (7). Dans le cas de
la structure topologique 7, si S est un espace (T3), alors (2 jouit également
de cette propriété, et tout sous-espace de @ oi1 les éléments différent dans
plus d’un seul point (plus précisément si M; — M, ou M, — M, contien-
nent au moins 2 points) satisfait I'axiome (7,) de séparation. Dans la struc-
ture =, S étant un espace topologique (7;), (P satisfait (Ty). Pour que (F,
soit un espace (7)) il n’est point besoin de supposer de S quelque axiome
de séparation, pas plus qu'une structure topologique : il suffit qu'il forme
un (V) — espace Fréchet. Si S est un espace topologique et satisfait (137),
alors (F jouira des mémes propriétés, et si S vérifie (7}) (il ne faut pas
qu’elle soit réguliere), alors (F est un espace (7,) dans la structure topo-
logique .
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