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INTRODUCERE

In prima parte a acestei lucrari, studiem formulele de cubatura

\faxdy = T e 30) + flma ) + fla ) + 9]+ R (1)
D

| famdy = Sftzo. 30 + R (2)
D

unde D reprezinta dreptunghiul format de dreptele x = x;, ¥ = %,, ¥ = ¥,
Y = ¥g; (%0, Vo) sint coordonatele centrului dreptunghiului D iar S este
aria dreptunghiului D. Ne preocupdm mai ales de determinarea restului
acestor formule, pe care-l punem sub forma

Ri= Y - a"_f) dxdy, 3
Sj{@axz i qJaxay T Y o) Y (8)

presupunind cad functia f(x, y) are derivate pafiale in raport cu % si cu y,
de primul si al doilea ordin, centinue in D.
Determindm de asemenea formula de cubaturi

[\ randy =2 Ui, 30 + flo 391 + B @)
D

*) Aceastd lucrare apare gi in limba franceza in revista ,,Mathematica”, vol 1 (24), fasc.
2, 1959,
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si punem restul R sub forma (3). Vom aplica aceastd formula in partea
a doua a acestei lucrdri la integrarea numerica a ecuafiei cu derivate par-
tiale de ordinul al doilea de tip hiperbolic.

Am obtinut formulele de cubaturd (1), (2), (4) printr-o extensie a me-
todei pe care J. Radon [1] a dat-o pentru obtinerea formulelor de cua-
draturd si pe care noi am aplicat-o in mod sistematic [2]. Exteunsia ficutd
are un caracter general. Dezvoltarea ei sistematici va forma obiectul altor
lucrari.

In partea a doua a lucririi de fafi tratdm ca aplicatie a primei parfi,
despre integrarea numericd a ecuatfiei cu derivate partiale

2%
DL e, 3,5.8,9), ®)
(e
unde p = g_z si g = % , presupunind cd ea admite o integrald unica z(x, y)
X 0.

in dreptunghiul A format de dreptele x =0, x = A, ¥y =0, y = p si care
este nuld pe laturile acestui dreptunghiu, situate pe axele Ox, Oy.

Problema pe care o tratim este urmitoarea : Sa se determine o retea
I’ formatd de dreptele ¥ = #;, ¥ = ¥y unde punctele x; si y, impart inter-
valele (0, ) si (0, ) in 2 si m parti egale sisd se caute un algoritm de calcul
pentru numerele 2§, p52, gf;‘? unde s = 0,1,..., v, astfel ca e fiind un numar
dat, valorile absolute ale diferentelor

2%, ve) — A0, bl ve) — B, (%, v — gf

pe nodurile retelei I, sa fie mai mici decit 2e.

CAPITOLUL I

FORMULE DE CUBATURA
§ 1. Prima formulid de cubaturd

1. 84 consideram dreptunghiul [, definit de inegalititile :
MSES T, NSYSY, (1)

si o functie f(x, ¥) avind derivate parfiale de primul gi al doilea ordin, con-
tinue in D. Cdutdm o formuld de cubaturd pentru integrala dubli

7, 9) axay @)
D

relativd la dreptunghiul D. In acest scop vom extinde metoda datd de J.
Radon [1] si pe care am aplicat-o in numeroase lucriri [2].
S4 notdm cu ¢(v, v), U(%, v), 6(x, y) integralele ecuatiilor cu derivate
partiale
2, 82 ! ()20
OB L ST 92 — &, (3)

av®  axay | 9y
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definite in dreptunghiul D si care satisfac la conditiile la limiti care vor fi
precizate in cele ce urmeaza. In formulele (3) «, B, vy sint constante care
vor fi determinate.

Vom transforma integralele

dx 0X0.
D

prin integrari prin pirfi convenabile.

1°. Putem scrie

Vs Xg
(22 fi5a _Sd S a (¢ of (( @ 2%
Lo i d = BT 00 L 5 L oy d a'J
!SEW y . * X [aﬂff c'aaxJ x+3§¢ax3 i
Vi X1

si vom avea
Ya

i =% fanay ! [5—“3 (3 9/ (32, 9) = 9 50, 9) 2L (1, ' P
D g

Tz
V2

{15 )19 0 0090 2L (1, 9) | ay +
h

=+ SDS ® ;_Z” dxdy. (5)

2°. Vom avea de asemenea

Xs Vs

%0 ,, o e ” .

2 fdxdy =\ dx\ 2|22 £ __ q0) %

SES ar? Jfaxdy S(fxsay (F)ﬂ’ f—8 m}) ay -+ SS ] mlzdxdy,
X3 " D ’

adica

X

i Pae e . af
SDS = S [a—y (% 3%, 30) — 6(x, 39) (%, 3) | dx —
o g”[@ (e (% 30) — 0, 30) 2L (5, 92) |
3y 5 Y1)J (% Ny (x!yl) 8_3; (x’yl)‘, %+
X5
A%
o SDS Béﬁ dxdy. (6)




338

D. V. IONESCU

5 FORMULE DE CUBATURA 39

3°. Putem scrie

adica

Insa

Lo

Xa J2

zssﬁq"—fdxdy:deSi[at—bf* V2 4y +

axay 3y lax
D X3 W
Vs Xz
A (s 42 gy + 2(C0-"L gaa
+deSax(a:~’f ¢a_v] % Ssyaxaf\f o
"1 Xy b
Xa Xg

SS %fixdy = S;—i’ (%, o) (%, y)dx — S¢(x, ¥a) ;’—i (%, yo)dx —

D X1 X3

X3 X3

~ (24 e ) flo 3+ Qb ) 2L (i +

Xy Xy

ya Vs
+ (22 (o, ) 90y — (i 3) 25 (2 )y =
b2 Wi
Y2 Va )
=2 S%“d_: (xls y)f(x}) y)d,’}’ —I_ SLP(JC], y) a-a;% (,‘(:1, _),r)dy ,_I
»n Vs

Ty SS*P%My
D

Xa

S b(x, v) ,?_j_:(xsya)d}’ = (%, Vo) [(%s, ¥o) — Y(%1, Yo)f(#1, 35) —

Xy
Xg

ok IO %
— SB_X (%, ¥2)f(%, vo)d

Xy

S':l’(x’ Y1) g—i f(, y)dx = (%, y1)f(%, y1) — $(%, y1) [(#1, ¥1) —

Xy
X3

= (22 (5 203, y2x
ox

Xy

Vs
§t5 3) 2L (x50 = 9l 33050, ) — Hlo 30) 132, 93) —
¥ Vs
=22 (2 ) (rey)dy
W
Yz }
S $(x1, ¥) g—; (%1, ¥)dy = (%, ¥2)/ (%1, Y2) — Y0, YIS (1, 1)
i Ja
= (2% (), )y
J1

Tinind seama de aceste formule, vom avea

3y,
SS 8;;65;;/ fadxdy = — §(%, y9)f(%5 ¥5) + $(x0 ¥2)f (%1, v2) +
+ Y%, V) (% ¥1) — P20, Y1)f (%1, 31) +

D

) o "
+§ 22 (3 90)f (s, bz — (T (3 90t ) +

/s Ya
it }S”BJ"J (%9, ¥) (%0, ¥)dy — SF’_‘J" (xl: V)%, y)dy +

Yy o ay ’
21 "1
3 5
i Spsq)axaﬂ.’ g L

Functiile (%, ), ¢(x,y), 0(x,y) fiind integralele ecuatiilor cu derivate
partiale (3), adunind membru cu membru formulele (5), (6) si (7), vom
obtine formula

(24 B+ ) {§ fady = — Yo 903, 39) + bl (30, 9) +
T 9 30 — bl ) —

Ye YVa
= P
= Scp(xz, ) 8—; (%2, ¥y + S ¢ (%5, y) a—fi (%1, ¥y —
¥i Vi
Xg X

- G d i )
Se(x, ¥e) 2y (%, yo)dx + S (%, ) ay\'\f: Yi)dx+

X3 Xy
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Xa Xa \

+H?M%HﬂWJﬂMWMWﬂEﬂ¥m+ﬂxwﬂﬂwmw+

+j[ Y
ay

J%)Mm.w_fﬁﬂ%w+gWMﬂﬂ%w@+
n

25 jj 8%?' + d 826))(3’ ik ;;dedy (®)

Formula (8) se reduce la o formuld de cubaturd cu restul ei, daca
functiile o(x, y), (x, v), 0(x, y) satisfac la urmitoarele condifii la limita :

¢(xy ) = 0, @(%,y) =0
o630 =0 Ol =0
{p( ) ¥) + ( Ya) = 84)( V) + 5y ( )= (9)

- (%2, y) + = (%2, ¥)= 0, s == (¥ 1,y)+ax (%1, ¥)=0.

Daci este posibil si se integreze ecuatiile cu derivate parfiale (3) cu
conditiile la limitd (9), sintem condusi la formula de cubaturd

(m+p+ﬂjjﬂmw=:—¢wm%m%4a+¢wu%Ma4@+
D %

+ b( % ) (%2 31) — G20, ¥)f(%0, 1) + R (10)

" ﬁ[ axz_]_ ¢axay ; szd @y, 4

Cautarea formulei de cubaturd (10) este astfel adusd la integrarea
ecuatiilor cu derivate partiale (3) cu conditiile la limita (9). Numerele o,
B, v vor fi determinate astfel ca aceasta problemi si fie posibild.

cu restul

2, Si determinim functiile ¢(x, v), ¢(x,y), 0(x, y). Prima ecuafie (3)
si conditiile @(%;, ¥) = 0, ¢(%5, ¥) = 0 determind funcfia ¢(x, y).
Vom avea

0% 9) =+ (¥ — m)(x — ). (12)
in mod analog vom avea

8(%,9) = L (y — )y — - (13)

_ PR O UTNOSRRTONERN o s N SN RC I
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Celelalte condifii la limita (9) devin

%%(x.yl) =%(y2 — ) ; %(xl,y) :f (% — %) . oy
-;lj;'(%.yz) = —%(3’3 = A L (2, y) = — %(x2 — 7).

A doua ecuafie (3), ne di

$(x, ¥) = Bxy + dao(*) + da(w),

unde ¢;(%) si ¢p(y) sint functii de determinat. Scriind cd condifiile (14)
sint satisficute, avem ecuatiile

Byy + 1(%) :%(3’2 — 94} By + da(y) :% (%p — 27)

Bys + $i(0) = — L (3 —3) 5 B% + b)) = —— (% — =),

care ne dau

) o o
= — Xs — |— - Xy = —
G2(9) = - % (2 + (3] 1
Pentru ca aceste ecuatii si fie posibile, alegem constantele «, B, y astfel ca

1:__(_5.+g), -°i=ﬂ(%+£3],

2 2

_(';— == B) Xg-

adica
«= = f, y=—F8

Pentru a determina complet constantele «, B, y, si adaugam ecuatia

at+ B+ y=1

si vom avea
ol = —1, R (18)

de unde rezultd ca

1

W) =5t ) =7

(%1 + %)

si prin urmare

Llil(x) T Lpz(y) = (¥ + ya)x-lz- (%1 + )y +const.

Vom avea deci in definitiv
P(x, ) = — %[(x — )y —¥a) + (¥ — )y — )]+ C, (16)

unde C este o constantd arbitrara.
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3. Functiile o@(x, ), $(x, ), 0(x.y) fiind determinate de formulele
(12), (13), (16), sa revenim la formula de cubaturi (10). Avem

Vo) =C  dlm90) = C =20z

b(%, y2) = C, Y%, ;) = C + (*_;iﬁ;j;ym,)
si formula (10) devine

j j fixdy = — C[f(x, 31) + f( )] +

-+ [C -+ W] (f(1, y2) + fl%, 31) ]+ R, (17)

unde restul R este dat de formula

R=({(o2L + 2L 4 028 dxa 18
Jirj(cpax” Lpaxay '}12) - 18)

In formula (17), coeficientul constantei arbitrare C, este

f J 2= dudy — ([ 31) + S5 98) = Flx 3) = flo, )]

si el este nul, astfel ca aceasti formuli se reduce la formula de cubatura

ijdxdy = W (%, ¥s) + f(%, 31) 1+

]

A A%
%Lﬁ o + LPHW, + 0 W dxdy, (19)

cu

o ¥) = (v — x)(x — =)
Yo ) = — S~ m)p—m + x—=)y —m)] (20

0(x,79) = é(y — )y — ¥2)-

Insa se poate alege in formula (17), constanta C astfel ca aceasti
formula si aibd alte forme.
Xy — )y — =
‘7‘—ﬁj—ﬂ avem formula de cubatura

De exemplu, pentru C = — =

j j fandy == B0 pr oy L f, )] +

2

2 19 220 dxay, 21
+J‘.§. 712 39\73')’+ Fiy) ( )
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cu
o(r,9) = 5 (1= m)(x — %)
Yw.9) = — = (=) (y—3a) + (F—m) (y—1) + (fo— ) (30 —30) ] (22)
0(x,9) :% (y — )y — 32)-
De asemenea, daci C = — (7= %) 0 — 1), avemn formula de cubatura

4

\s.j‘fdxdy = i%m [f(%, ¥1) + f(%e, ¥2) + (21, 9) + fle, 1) I+

0 2\ dxd -
_U ax* Jxa\'+ ave) o (23)

e

o, 9) = (¥ — %) (35— %)

(7, — %) (Ve —33) (24)

bm, ) = — ] [0 = my =20+ (G—m)ly =) + 2=

0 9) = — (=) — ).

% Se poate discuta semnul functiilor ¢(x,y), (v, v), 0(x,y) din
formulele de cubatura (19), (21), (23) in D.
in formula (19) avem o(x,v) < 0, 0(x,%) < 0, Y(¥,9) >0 in D.

Din contrd in formula (21) avem ¢(¥, 9) < 0, 0(x, ¥) << 0, {(x, y) < 0
in D. Intr-adevir, daci in formulele (22) facem schimbarea de variabile

Yy —H L M=

%, - P+
AT L y=NT0 g A =2""1 p ="
9 - 9 2 2

voim avea
(x — 2)(y — ¥2) + (¥ — %) (¥ — 31) + (%o — %) (32 — 1) =2 (En+2w)

s1 deoarece in dreptunghml D, avem | £| < A, | 1| < p, paranteza En + e

este pozitiva si prin urmare u(\ y) << 0 in )
in formula de cubaturd (23) funcfia §(x,y) isi schimba semnul in

dreptunghiul D. Intr-adeviir dupid calculele plecedcnte avem

o — X)) (Va—¥1) _ or.
(5 — ) (9 — 30) + (5 — ) (y — 95) + 2= = 28y

si prin urmare functia {(x, y) isi schimbid semnul in dreptunghiul D.
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5. In capitolul al doilea vom face o aplicatie importanti a formulei
de cubaturd (21). Pentru aceastd tormula vom da o evaluare a lui | R|.

Observam intii ci functiile ¢(x, y), (x, v), 0w, y) ale acestei formule
liind negative in D, putem aplica teorema mediei si vom avea

(P,) J.Jcpdxdy j—lf- P Jjnl.uduiv Mf P,) J'jedmw,
dﬁ’j 0

unde Py, P,, P, sint anumite puncte din dreptunghiul D.

Avem
“ pdzdy = — Gz U= j j' bdxdy — — Va= @0 =90
12 ; '
1] 1
0dxdy = — A% — #) (3, —n)®
12
]
gi prin urmare formula precedenti devine
(2 — #)(¥3— 1) i %
R= 2 L3 JW(x, — x,)2 2L (P 3(¥, — % — ) —— (P,
12 [( 2 1) 85\72( ) + 3(% ) (Y2 — ) 8»’»\78}’( a) +
= :
‘;‘(3’2_3/1)2% (Pa)J- (25)
Daca notdm cu M, o margine superioari a lui il . 9Y ; &.
XY T 3xad| - [9y?

in D, vom avea urmitoarea evaluare a valorii absolute a restului R din
formula de cubaturd (21)

S r 9 . aoR
|R| ga [(%2 — %)% + 3(% — %) (32 — 1) + (32 — ;)21 M, (26)
unde S este aria dreptunghiului D.

§ 2. A doua formuld de cubaturi

6. 5i considerdm dreptunghiul D definit de inegalitatile

—h <% xﬂ +h yu_k<3’<y11 + k. (1)
Vom determma restul formulei de cubaturi
j j J(w.y)dxdy = hkf(%,9,) + R, @)
i)

presupunind ca functla J(%, y) are derivate partiale de primul si al doilea
ordin, continue in D.
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Sd notdm cu Dy, D,, Dy, D, dreptunghiurile definite de inegalitétile

(D,) % <% < %4 + b, YVoSYSy+ k

(Dy) % —h<zx<x, NSISrnt+h g
(D) % —h<x<x Yo —k<y<y,

(Dy) %o < % < %y + b, Yo~k Sy <y,

La aceste dreptunghiuri, atagim functiile si numerele urmitoare

(D) 5 er(%, ), u(x 9), 6%, 9); o, B ™
(Dy) 5 pa(%, ), dalw, ), ( ; %, B2 Yo
(Dy) ; e3(%, ¥), Ya(¥, ¥),  04(x, ¥) o3 Ba, Ys
(D) ; Pa(% ), dulx ¥),  0ulx, }’) ) %, Ba Ya
astfel ca

2%, A%,y %6,

—_— = —L = f . _— =

axt Y Gmay U g M

R = A%, o 2°0, K-

—ax2 g, 9%y ﬁEJ 93’2 Ye (4)

% = A2y = (5 aﬂi = v,

9x? ¥ axay Y gy ’

Py 97y %0,

— = Oy, _— s =% e %

a2 ¥ G e g W

La fiecare dreptunghi D,, D,, D,, D, si aplicim formula (8) din § 1.
Vom avea

(4 B + v1) j j f%, y)dady = — Gy(xo+ ks yo + E)f(xg -+ h, vy + £) +
h

+ 1 (%, Yo+ &) (%0, Yot+8) + Pu(% + 2, Yo%+ R, yo) — dn(%0, yo)f (%0, Vo) —
Yot+k Yotk
= Joso ) 2oy + [ o) 2 (5, )ty
Vo Yo ;
Xot-h Xo+h
jem Yo+ B & (x, 3, + #da +je % y0) 2 (e, yo)d +
Xo-ft
iy j‘[%(% Yo + )+ P‘il(ﬁ’u Yo + k) ,f(-"fj Yo+ k)dx —

Xo+h

j‘[n% ;Z‘ (x, yn)Jf(x, yo)dx 4
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Yot+-k
| : ;‘d"'.l 1
+ [ [t + h.9) + 2w + )| fira + 1, 9)dy —

Vo

Yotk
_([2% P
{50 9) + 22 (50, ) | flzos 0y +
N 24 Ay e
' ,U( %axz_l_ 3%9Y +61 )dxd (5)
(e + By +72) j j" £, 9) = — bol%0 o + B)f (%0 90 + ) +
Yo

+ Yoo — 2, ¥o + B)f(%g — b, vy + k) +

= Ua(%g, Vo) (%0, Yo) — bal2g — A, Yo)f(%o — I, o) —
vk Yot

J.‘Pz X0, Y xu, )dy+ j‘Pz — X y) ( Fo— h,y)dy —

Yo

*J'owy R y(fcy.]+km+jo %, ;) 2L ('z o)A+

Xo—/ xo=k

o,
(%30 + k)_]f(x,yo + Rdx —

wﬂq‘t(v Yo + R)+

Xo—=/i
Xo

e j 52 o+ S (2. 3 )Jf(x, Yol +

Xo—h
Yo+k

i ﬂi—? (%0, ) + Zf;(’”u: 3’)-J f(#, y)dy —

Yo
Yot+ik

_ﬂj”( —hy) + %xu—h,y)]f(xu—h,y)dwr

Y ¥
0 dxdy, 6
TJJA aah amay+ a}] % ©)

(03 +PBs+ va ij x, y)dxdy = — (%9, ¥o) [(%4, ¥0) +

+ (%o — A, 3) f(%g — &, 3o) +
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ok ‘Ps(xu,_'}’o — k) f(%0 Yo — k) — %(xo b, ¥o — &) flag — b, yo — &) —

o
= j%(“fu: xo: dy+j<P3 h-y)a—:; (%9 — b, y) dy —

Yo—k Yo—k

Xo Xo
o ar s E
jestx, 30 L, o)+ Jf (30 = ) 2L (x, 50 — K)dx +

xq-h Xo=h

+ j “e, )+ 22 (3, 90)| /13, 900 —

.!L’o—fr

- 5_?(’5 Yo — k) +F;—i? (%, Yo — k) [f(%.50 — k) dx +

3y
Yo—k

+ j 998 (o, )+ L # (5o y)]f(xm y)dy —

—j. %%(xo - k,y)—%’;jj (% — 'f"’:.’}’)]f(xﬂ — h, y)dy +

Yo=Kk

+.U af_{_q) 2 iy P’:)dxdy (7)
axay *ay

(ot + B4 +'Y4 j.j‘f(xj y)dxdy = — Ya(xg + 4, ¥o) [(%g + 2, ¥o) +

+ Uy(%0, Vo) f(¥0s o) +
gl 444(950 + h, vy — k) f(%o + B yo — B) — Yal%0, Yo — &) f(%0, Yo — F)

Jo

—"j%(% F A, )’) % (5"0 + h, y)dy ‘i"j Pa( %o, Y )—“(f"«n. y)ay —

‘
Yo—it Yo—k
Xo+h Xo+-h

= j 04(%, o) % (% y0) dx + j 04(%,50—F) g—j(x, o — R)dx +

Xo

+T[h 2 y")_[" o ( yo)]f(x, Yo)dx —

Xo

xo+-h
- j[’"“"(x Yo — ) ~+aj (%, Y0 — k)Jf(x,yu — R)dx +

aoX

Ao
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g J’ [ﬂ% %o 4 b, ¥) + %(x., + b, y)] f(%o + b, y)dy —

ay
hr-k
Yok
J[;;ff( o:y)""a% (%0, ¥ ]fxo’ Yy +
Yo=Kk
oY Yy af dxd 8)
1—.U ws TGy TH ay) 4 (

54 adundm membru cu membru, formulele (5), (6), (7) si (8), si sd
impunem conditii la limitad, astfel ca noua formuld si fie de forma (2).
Presupunem intii cd constantele oy, By 7y; sint astfel ca

ut+htn=%t+tht+tr=uat+bt+tva=a0+8+ u=>r (9

Conditiile la limitd vor fi urmitoarele:

‘pl(xo -+ hl Yo _[_ k) = 0» 4"2.(%0 = h, Yo - k) =10 (10 )
i 1
ba(%o — 2,30 — &) =0,  dul¥+ Ay — k) =0

$a (%0, Yot k) — ba(%o, Yo+k) =0, Yo%y — h, Vo) — Ya(%g — B, 3) =0 (10
Ys(%o, Yo— k) — ba(%o, ¥o—k) =0, ba(%o + £, o) — ba(%p + %, 39) =0

(% + hy) =0, 0%y, + k) =0
P — B, 9) =0,  Oy(x,90+ k) =0 (10,)
93(¥% — b y) =0, B (
PalFo + 2, 9) =0,  Oy(x, 9, — k) =0
(% ¥) — a0, ) =0, 01(%, ¥o) — B4(%, ¥9) = 0 (10,
4
By(%, ¥0) — 03(x, ¥ =0, P3(%o, ¥) — Pal%, ) =0

” v)
O (gt k) + 0% (w9 + B) =0, L0(x, 3t h)+ 2% (x,y+ 2) =0
ax ay ox oy
My hy) -2 (g — hy) =0, (i, )+ 2B (4,— ,y) =0
ay a9x ay ax (1 0 )
B,
; 5]
;M s g%%%—ﬂ=& &WJFM+L@%ﬁM=O

0 (o b, 9) + 22 (2, + &, 9) = 0, “ﬂx+hyHﬁ%wr+mm~o
9y 9% oy
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A P A, 99z
— =0 (%0,9) — 2 (2,9) + 52 (2,1 =0
4 (x,,5) M(%m+w(%w+amUu

- 3% (%, 95) — 21 (%, yo) + 24 (%, 0) + ﬂ"( s Vo) =

ax a9y ax ay
Y A8 Ay 29, 0
— 2 (g, — 2 (g, - 2 (%, ¢ =
o ool et (Eye) o e yo)+a (%, y5) =
Ay - AN AV, APy
— — (x,, — == (&, — (x,, — (%4, 9) = 0,
ay(oy) ax(u)’)‘f‘ay(oj")‘l‘yx(uj)
Se obfine astfel formula de cubaturi
mjpmww@= 1)
]
= [— (%0, ¥0) + Yo (%0, Vo) — Ya( %0, Vo) + $s(%0, ¥0) 1 f(%0, ) + R
unde restul R este dat de formula
R bk i 62T )d d 12
j j- ax2 ¥ 3%y b ays) “X" 12)

functiile ¢, ¢, 6 fiind egale cu @, ¢y, 0, in Dy, cu g, ¢, 0, in Dy, cu ©3,
P, 63, in Dy sicu ¢4 {y, 6,10 D,

Cdutarea formulei de cubatura (11) este astfel adusi la integrarea
ecuatiilor cu derivate partiale (4) cu conditiile la limitd (10) Constantele
e, [5,, yi vor fi determinate astfel ca aceastd problemi si fie posibili.

7. Vom determina acum functiile ¢;, ¢;, 0; si numerele o, Bi, -
S& integrdm Intii ecuatiile

;"ggol H'Z‘PQ

= G’-]; -
9x? gx®

tinind seama de conditiile la limita

o{% + 1, y) =0, @y — h,9) =0
P1(%0, ¥) — @a(%, ¥) = 0.

—_‘a2

Vom avea
(%, y) = 22 + Ay(y)x + By(y)

(%, ) = ? %2 4 Ay(y)% -+ By(y)
0 = (50 +1)2+Ay(y) (504 k) +By(y)
0= (g —A)2 + Ay(y) (% — k) + By(v),

4 — Studil gi cercetiiri de matematici nr., 1/1960.
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de unde rezulta ci

Pl 9) = (v 50— W5 (6 o+ 7+ )+ i)
) = (v — 5+ B[ 2 (5 + 5 — B) + Ayf3)].

Condifia ¢;(%,, ¥) — @s(%g, ¥) = 0 ne di ecuatia

(20 + ax)o + 5 (@ — o) + Ai(y) + Agly) =

care determind pe 4,(y); vom avea
Ay(y) = — (o + a)wy — — (o — %) — 44(y)
si prin urmare
w(5) = (5 = % — |2+ 5+ B+ )]
%%, 3) = (¥ — 5o+ A) [ (x — %) — on¥e — 1w — Ay(3)], (13)
unde A,(y) este o funcfie arbitrara.

In mod analog se giseste

Bal ) = (x — 7 + /z)[ (v — %) — o — 5 @ — 40|

: (13)
%l 9) = (v — %0 — B)| 5 (6 + %0 + 1)+ A4(3)|
unde A4,(y) este o functie arbitrara.
Printr-un procedeu analog, se gidseste ca
6,(%,3) = (¥ — 30 — B) |2 (¥ + 20 + &) +C1(x)]
(%, 9) = (v — 30 = B) [ (y + 90 + B +Cov)
(14)

u(x,5) = (¥ = 30 + B [0y = 20 — 1a30 — 5 Y2 — Cal)]

[ k
0%, 5) = (¥ =20+ #) [L (¥ =20 — Yo — 5 N1 — Cl(x)].

unde C,(x) si C,(x) sint functii arbitrare.

Cu formulele (13), (13’) si (14) conditiile la limitd (105) si (10,) sint
satisfacute. ‘

i 7 FORMULE DE CUBATURA 51

Sa trecem la determinarea functiei (%, ). Conditiile la limitd (10;)
ne dau

AgY _ A6
L (%, v - & X, Vo + &
- (%, ¥ ) = Y —(%, Yo )
3%
X h
83’(0+ y) = ax(0+zy)
si formulele (13) si (14) ne dau
U+ B = =l +8) — G
ay (15)
-ay—l (% + 51 y) = — (% + &) — 4y(y)
Sd integrim acum ecuatia
% 5,
GEZ M
cu conditiile (15) si cu prima condifie (10,).
Vom avea
Ay e T
2% = B(y — ¥ ) — (¥ + k) — Ci(x)
g1 integrind in raport cu ¥, se giseste
$i(®,9) = By — % — &) (¥ — y0 — &) — va(¥o + &) (v — %o — )
X ¥
— (%o + B) (9 — yy — E) — 5 Cy(s)ds — J Ayt (16)

Xo+h Yotk I

Functia {;(x, y) astfel determinatd satisface la conditiile (15) si la
conditia L]J](x,, + h,yo + k) = 0.
Introducind functiile

Px) = (Cio)ds, i) j A
Xo-+h Yotk ;
x (17)
x) = | Cy(s)ds,. Qa(y) = | Ay(t)at
Je f
vom avea formulele
(%, 9)= Bulx — % —B) (¥ =3 — k) — a(¥o + &) (# — x5 — h) —
— (% + B) (¥ — 50 — k) — Pi(%) — Qu(y)
$o(%, ¥) = Bolx —x0 + &) (¥ — 39 — &) + (2%, +%k) (y=9—~) —
— Ya(¥o + &) (¥ — %y + B) — Py(x) + Oa(y) - (18)
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ba(%, 9) = Balt — %o + 5 (¥ —yo + &) + (vadio + 2LIR) (v — %y +B) +
+ (ago +2TE0) (9 — 3o + K) + Py (5) + Quly)
Yal®, ) = Balx — x4 — B (y —90 + &) + (Y10 + %ﬁ k) (x — %y — h) —

— og(% + B) (y — 0 + k) +Py(x) — Qy().

Cu formulele (18), conditiile (10,) si (10,) sint satisficute. Si scriem

cd si condifiile (10,) sint satisficute; vom avea ecuatiile
(1 + vo) (Vo + R+ Py(x) — Py(xg) = 0
(o + o) (% + Bk + Ou(y9) — Qu(yp) = 0

(v + vy + BFLEER 2] - Py(xy) — Py(xg) =0

[(0'-1 + o) %y -+ M‘E“ng /7'] k4 Qa(ye) — Q1(y0) =0

care ne dau

Balx) = Prl)
(g + R)B
0ulys) — Cal)
(vg 4 W)k

it rve=Y+v=—
(19)

o ooy = Gy | oty = —

Scriind cd condifiile (10,) sint de agemenea satisficute, vom avea
ecuatiile urmatoare
a + ap+ B+ B=0
Prt+ B+t va=0
(20)
Ys+ Yo+ Bt By =0
oy + ag + B3 + Py = 0.

8. Ramine si determindm numerele «;, P;, y; care satistac la relatiile

(9), (19) si (20).
94 introducem mnotatiile

Py (%) — Polx) —<] Q4(5) Qz(}" ) j (21)
2h(yy + k) ’ 2k (%o + 1)

si parametrii #, #, v, z, prin relatiile
oy — g =2f, og— ot =20 v, — 12=29, TYi— vi= 2z
Din ecuatiile

it Ye=20 s+ va=2I; o4+ ay=2]; ag+ 0 =2]
Yl—-—--Y2=2'z); YS_T4:22'- o‘,IfO(Q'-'—=2£; O<3--*G!2:2M
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se pot determina numerele o; $i y,; vom avea
w=J+t4 n=I+v
p=J—u, vo=I—1v
gg=J4u y=I-4z
Gg=J =1, m=1—a3
In sfirsit ecuatiile (9), unde 2 este presupus cunoscut, ne dau
Bp=r—IT—J]—v—¢
Bp=A—I—[+v+u
Bi=A—1— ] 424

Scriind ca ecuatiile (20) sint satisficute, vom avea conditiile

A=T=]. (22)

Vom avea in sfirgit

=J+4t P=—J—v—t yu=J4u

g=J—u, Pp=—J4+vtu yp=J—9v

=T+t By=—J—z—u vy =]+z

G=J—4 B=—J+z2+4, Ye=J— =

Astfel problema mtegraru ecuatiilor cu derivate partiale (4) cu con-
ditiile la limitd (10,), ..., (104) este rezolvati.

Functule q;,, $;, 0; sint date de formulele (13). (14), (18) unde 4, (y )

A,(y), C ( %), Cy(x), sint functii arbitrare, legate prin functiile (]7)
relaj;la

Py (%) — Py(x,) = Qi(v) — Qz{j’u)_
2h(yy + k) 2k(xy + )

(24)
J. Sd calculdm acum coeficientul lui f(xq, vo) in formula de cubaturi
(11). Avem
— ba(%0, ¥o) + a0, ¥o) — Ua(,, j’u) + da(%0, ¥o) =
— (By 4By + B3 + o) o — (o oty o +04) =—=nt+%+% -0 E—
— (1 +ve) Byo+ ) — (vy + Yz)]fj’ — (o + ) (%o + ) — (oq + 054)"?-% S
+ 2[Py(%) — Py(%0) ] + 2 [Qi(y0) — Qa(30) 1.
Tinind seama de formulele (21), (22), (23), (24) se géseste
—Ua(%0, o) + ba(o, Yo) — Y%, Vo) + (%o, ¥o) = 4T Ak
Formula de cubaturd (11) devine astfel

{§ 72 )y = aht fiza, 39 + 5 (25)
D
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10. Si vedem acum rolul constantelor arbitrare ¢, #, v, z i al functiilor
arbitrare A,(y), A4(¥), C1(¥), Cy() care intra in functiile ¢;, ¢y, 0; in expresia

restului R al formulei de cubaturd (25).

Coeficientul lui # in expresia lui R, conform formulelor (13), (14), (18)

si (23) este

2
Ly

et _SS (3= g —H) (% -+ %0+ ) gi)fadmy =

— (5 +5))) = % + 8 2L dndy +
+ [+ im (v —20-+-1) &L axdy
_%SS (x_x(,ifz) (% + %+ h) éa_;gdxd%
—Txﬁ W —yo— 1 2 dndy -
=) (x-—x“-ﬂlm (9 —yo— #) 83 7 dudy +
4 o s

o (onrfzf-JSS (v — 30 + #) 2Ly of

axgy
g
B —yoth) 2L
+ (st M| (r—20tR) 22 dudy +
Dy
+{f =20 (0 =30t B) 22 dndy.

Ly

Prin mtegran prin parfi, convenabil duse, se demonstreazd ci 1" = 0.
Se demonstreazd in mod analog cd in expresia restului R al formulei de

cubaturi, coeficientii lui #, v, # sint nuli.

Rezultd ci in formulele (23) se poate face t = u =0 = z

aceste formule se reduc la

= oy = g = 0y = ]
| By
' T1

l
&
Il
;ca
Il
|
~

Be =
Y= Ys= Ya=J

I

0 si atunci

(26)
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Formulele (13), (14) si (18) devin

(% y) = (¥ — % — h) | = 5 (J( + %o+ h) + Ay(y)

Pa(%, y) == (% — %y + h)

o [~

Ps(%, ) = (¥ — %y + /)

|
s 0]
-

o ]‘--.

(% — %) — [xo‘i‘

wi:—

Ay 3,)]

1‘--<

ol ) = (& — 20 — h) [Lw + 2, 4 )+A4(y)]

—

ulx3) = (5 — 30— )| L0 + 30+ B) + Ci3)]

Ba(%, ) = (v — 3o — &) %U’ + Yo + k) + Cz(x)}

O0(x,9) = (¥ — 3o -+ B) [y — 30 — T (30 + 5] — Cata]
On9) = =30+ B[00 =20 = J [0 +5) = Cu¥)]
Wlx9) = —J(5 — % — B = 30— B) = J(yo + ) (5 — 5 — ) —
— T+ W = 90 — ) Caloli 5 Ay

i etk

Wa®9) = —JE =%+ B @ —y—FA+TE+HB -3 — k) —

~Jon B =m0 = (G + | Al
Xo—h Yotk

Yo(#,9) = = J(x =%+ B —yo+ & +J o+ 8 (v — % + 4) +

| % ¥

4 J (%6 & BV (4 ~ 5 + ) +SC2(S}ci.s —i—SA,l(t)di-.
Xo—/ Yo—k
Yal#, 9) = — J(® — % — B) (¥ —yo + &) + J(¥o + &) (¥ — x — ) —
x y
= TG+ B (0 3o + ) +{Culs)ds — (Ay(ha
xot+h Yok
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Functiile §;(%, v), $o(%, %), $s(x, ¥), Us(x, ¥), pot incd si fie scrise sub forma
urmdtoare

X

ha(x,9) = — J(x — 5 =B ( ~50— ) = | [Ci(5) +J (30 + ) 1ds —
Xot-h
¥
~S[A1(t) + J(%q + k) dt
Yotk

X

W(e.9) = —J (& — %+ ) (y = yo— 8 ={[Culs) + T2 + Bds +

xo—h

+yam+ﬂ%+mw
Yotk

X

%mw=—Jw*%+mw—%+m+qu+ﬂ%+mw+

Xo=—h

y

+{ 14400 + T + 1

Yo=K
Yi(x, 9) = — J(x — %, — B (y — 3o+ R) +S[Cl(5) + J(yo + F)Jds —
xo+-h
1)
— {4u) + T (30 + 1) 1.
Yo—k

Aceasta ne sugereaza si notim

A(y) = 4 + T+ 1), G(x) = Cy(x) + J(3e + &)
A o) = Au(y) + J(% + h), Ez(x) = Co(x) + J (30 + &)

ik o o S R e
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si formulele precedente devin

(%, ¥) = 1—%[,—}5[ (x — %y — h) < —/Tl(y)’

t\b

g2, ¥) = (¥ — %, + &) ’—j—;\—xn—i—h gA(y)]r

~

o3 ) = (v — 30 + 1) [T — %0 + 1) — A,)]
wal9) = (& = 5 — B[ — %o — ) + A
Bu(x, y) = (v — yo; k) |J 9 — % — &) + Gy X)]
Bo(%, ) = (¥ — 95 — &) [% (@ — 9 — B + @(x)]

Bs(%, ¥) = (y — 30 + k) H— (¥ — 30 + &) — Cz{x)]

0u(%,9) = (9 =30+ B) [£ 07 =30 + B) — Cu(2)]

X y
%mww=~ﬂx—%—mwu%www{aw&—SEM#
xo+ht Vo-+k
W, 9) = — J = 3+ W3~y — B—(Cul s +{Z0a
:‘: o—h ;r.,-!-k
Wl 3) = — Jlx = 50+ (y =30+ B) +(Clas + | Ao
Xo—h VYo=K
X y
wmm:—ﬂxk%mmtw%+m+5(m—jamm
xokh Yot
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Cu noile functii (27) vom avea
Py(xg) — Py(xg) = SEI(S) ds — SEZ(S)dS + 2Jh(y, + k)
xo+h Xo=h
Yo Yo
Ay — Qalye) = ( Ay (0t — | A0t + 2 Th(xo + 1)
Yotk Yo—k
si conditia (24) devine
Xo Xo Yo Yo
SEl(s) ds — S?:;(s)azs S?m)d; 5 Sz,l(.c)a:x
X+h xo—h — Yotk Yotk
2h(yy + k) 2R(xy + ) (78]

Suma termenilor din rest in care intrd A,(y), A,(y), Cy(%), Cy(%) este

urmatoarea :
y

0 :SS?II(y) (x — %, mk);i:jiz dxdy — SS [SA ()dt) B Gudy—

X9
Dy Dy Yotk

¥

— (4100 (= 50 + W B andy + ( (,0at) 2% dady -

Dy g yotk
}l

2 SSZM) (x — %y + h) a‘x" dxdy -+ SS [SA ()dﬁ} 2 dxdy

Dy Dy ¥ o=k
y

i SSZ"@') (et = ) ;%dxdy — SS (524@)&] % dxdy +

Dy Ny Y=k

X

+{[Gn) 0 — 30 — 0 EL dwdy | (JCutoras) 22

I 1y xo+h

5

— ([0 v — 30 + 0 2Ly + ([ ((Cuts)as) B2 amdy +

1y Uy xoth

x

+SSEE("7) (¥ — Yo — k) f -dxdy — SS {sz(s)d';) 8;;;3’ dxdy —

Ly Dy xo—h

dxdy —

(30) .
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X

—{{Gt#) (7 =30 + 1 B dxty + {§((Cutslas) 22 axdy.

Ly Dsy ao—=h

Prin integrdri prin pir{i, se aratd ca

Yo Vo
Rii== [\Zlmdt — Sz-i(t)d‘f]{f(xn — h, ¥o) — 2f(%0, ¥0) + f(%o + h, o) ]+
Yotk yomk (30")
T [Satsws - S”c;(s)dsjif(xm Yo — B) — 2f(%6, %) + J(%0, Yo + B)).
Xo+h xo—h

Astfel expresiile functiilor ¢;, ¢y, 0; sint date de formulele (28), functiile
arbitrare A;(y), A,(v), Ci(¥), Cy(%) [nnd obligate si satisfacd la condifia
(29). Deci contribufia functiilor A,(y), A4(9), Ci(%), Cy(x) la restul R este
dati prin formulele (30) si (30"). Dacd ludm A,(y) = Ay(y) = Cy(») — Cy(x)=
= 0, condifia (29) este satisfacutd si contribufia lui A,(y), Ay, Ci(x),
C,(x) la restul R este nuli.

Deci putem face in formulele (28), A,(y) = 4A,(y) = Cil) =Cy(w) =
si avem fin sfirsit formula de cubaturid

)7 1wy = 4t 1o, 30 +gU§[ Lo 08%) axay, (1)

D

unde functiile @, ¢, 6 coincid in dreptunghiurile Dy, cu functiile ¢, ¢i, 0;,
unde 7z = 1, 2, 3, 4, date de formulele urméitoare

alny) == —x— W% ) = — (5= % — 85 =5~ A,
| 0,(%, 9) = — (¥ — %0 — )?
w® ) ==& — %+ B ny) == (5= %+ —5= k),
Ba(w, y) = %(y =S 4I° (32)
w(6y) =5 & — %+ 0 W®my)=— (= 5% +H @2+
05(%,9) = (v — ¥ + )?
wlry) == (& — % — % Gmy) = — (¥ — % —h) (¥ — 3+ 4,

0u(%,9) = =(¥ — 3o + 1%

|
{
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11. Putem si dim o evaluare a valorii absolute a restului R al for-

mulei de cubaturi (31). Notind cu M, o margine superioard a lui :—:’; ,
—pi\ , ‘i’f in D, putem sd scriem
%3y ave
| R| < 11:—" iSS(x — Xy — h)2dxdy + }
2 ).
+ M, SS(% + b — %) (Yo + k — y)dxdy + .. }
Dy
‘|“£'j ‘SS (y — Y k)gdxdy + .- % .
. 1y
Avem
S(x-— %o — h)2dxdy =%k, s
[is '
h2k2
(§ (o4 = %) (0 + &~ )andy =2, ..
Dy
SS (y — o — k)2dxdy = %f . b
1y ;
de unde rezultd ca
IR <%(i’-‘ff+ﬂa] + Mok
2 3 3
adica
| R| <% [2(h® - k2) + 3hk]M, (33)

unde S este aria dreptunghiului D, S = 4hk.

12. Putem compara cele doud formule de cubatura demonstrate in
acest capitol

({famay = E2=2R=2 (5, 90) + 301 + Ry (21)
D
stabilitd in § 1, si

SS faxdy = 4hk f(x, yo) + Ry (31)

h]

stabiliti in acest paragraf.
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b
~1

A doua formuld este preferabild primei intrucit ea utilizeazid un singur
nod (xg, o), centrul dreptunghiului D, pe cind prima utilizeazi doui noduri,
virfurile opuse (%, y;) $i (%5, ¥5). In ceea ce priveste resturile R, si R,,
avem formulele (26) din § 1 si (33), adica

SM,

M
| Ry <o, —
12

| By| < 0s—%
12

unde
0= (% — %)® + 3(%p — %) (Y2 — 1) + (92 — )2
0o = 2(h® + k%) + 3hk.
Inlocuind in expresia lui p;, %, — ¥y si y5 — ¥, prin 24 si 2%, avem
01— 03 = 2(h% 4+ k%) + 9%k >0,
adica p; > py.
In cazul patratului, # = &, avem

o By

& = 2,

P2 7

§ 3. Caleulul en aproximatie dati al unei integrale duble
intr-un dreptunghi D

13. Vom aplica formulele de cubaturi stabilite In acest capitol, la
calculul cu aproximatie datd, al unei integrale duble relative la un drept-
unghi D.

Sa considerim integrala dubla

b d

SSf(m yVdxdy = 3 dx Sf(x, V)dy

si sd presupunem ca funcfia f(x, ) are derivate parfiale in raport cu x si y
de primul si al doilea ordin, continue in D. Si impdrfim intervalul (a, b)
in pir}i egale prin punctele x, x,, ..., 4,—; si intervalul (¢, d) in m parti
egale prin punctele y;, ¥y, ..., ¥ ;. 5S4 notam cu Dy dreptunghiul format
de dreptele s = ap, ¥ =%, Y=g,y =ypunde 4 =1,2, ..., % k=
=1,2,...,m, cil conventia x, — @, %, = b, ¥y =€, V= i

Sd aplicim la fiecare dreptunghi D;, prima formuli de cubatura.
Vom avea

SSJC(”: y)dx dx = did k) %1y Y1) + f(%i ve) ] + R,

2nm
Uig
unde
= e e N i — e
|Rik| \{(b aj(d—c) [(b—a) 43 (b — a)(d — ¢) e (d—c) Mg.
12mn n2 nm m?
s . . - 2 E 2
M, fiind o margine superioari a lui o] 0 i A in D,
ax*| |axay ay*?
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Ficind suma integralelor duble in dreptunghiurile Dy, vom avea for-
mula de calcul

m—1
dy = L=90=9 [ fr o)+ % fln d) + X S0 96) +
[{70s. sty = L= Sl ) + 5 S & +
u
m=1 n—1 m=1 (1)
+'T e +2 5, 5, 0} + R
si pentru restul R, avem
n m
|R|< ?.: ; | Rkl
adica
IRI‘{U}— a)(d — ¢) [(b—ﬂ}f +3 (b —a)(d —¢) 4 —:) ﬂ/f (:.’.)
12 n2 mn m? |

Fiind dat un numir pozitiv e, se pot alege numerele naturale n i
suficient de mari, pentru ca

et = | o< e

12 n? nin m

"8

Cu aceastd alegere a lui » i m vom avea formula de calcul (1), | R| < =.

14. Se poate deasemenea aplica la calculul cu aproximatie datd al

unei integrale duble, a doua formula de cubatura.
Avem
©=Al=9 fg, n) + Rue,

nin

SSf{ﬂ:, y)d?\’-dy =

Dige
unde (£, n) sint coordonatele centrului dreptunghiului Dy $i avem

“’_—“ﬁ—_ﬂ[ =gt o g iE g, Wy,

2
12nm 2n? Anm 2m

|Ry| <

Rezulti formula de calcul

(b —a)d—29) & o HE, R’ (3)
p d;'(ij _ - j(E.iJ rl'ﬁ) +
SS f(x’ y) o) ni g_;, ,(E;I
D
si pentru restul R’ —avenn :
b (b = a)(d—2)! (b—a)* p—ald—q , @—0. _“)] M,. : (4)
|R'| <. "___—.1:___ om? _1_ Ry = dnm 3 2m?

29 FORMULE DE CUBATURA 63

Fiind dat un numar pozitiv ¢, se pot alege numerele naturale »n si m
destul de mari, astfel ca

13 (b —a)(@—e¢) a (d—c)?

| 2nt 4nm © 2m?

 — a)d—c) [(bﬁfc}z At
12 2 -3 S
Vom avea atunci in formula de calcul (3), | R'| < =.

Vom aplica formula de calcul (1) la integrarea numericd a ecuafiilor
cu derivate partiale de ordinul al doilea de tip hiperbolic.

CAPITOLUL Il

INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIEI CU DERIVATE PARTIALE
DE ORDINUL AL DOILEA DE TIP HIPERBOLIC

. Consideratii generale si ipoteze
g S

15. 5S4 counsiderdam ecuatia cu derivate parfiale
2%
axay

unde functia f(x, v, z, p,g) este continud in domeniul D, definit de inega-
litatile '

= f% 3,20, 9), : (1)

0Ss<a 0s<y<?d |z]<e |PIS<B |gIS¥y (2)
si satisfac la conditia lui Lipschitz
|f(%, 9.2, P,Q) —flx, 3. 2. $,9)| SA|Z —z|+ B|P —p| + ClQ — qi. (3)

Se stie cd in aceste conditii, ecuafia cu derivate partiale (1) are o in-
tegrald unicd z(x, y) nuld pe axele Ox, Oy. Ea este definitd in dreptunghiul
A, format de dreptele x=0, x=2;, y =0, y=yp,, unde A, si w; sint numere
pozitive care satisfac la conditiile

. : Y . B L o
A = min | g,——], =min|b, —|, X <=,
. ( M) 1 ( MJ 1t S,

unde M este o margine superioard a lui |f(x, ¥, 2, p,¢)| in domeniul D.

Se poate obtine mteglala z(x, y) prin metoda aproximatiilor succesive
integrind Lc11a1;111e

82-3(0)
gy R D)

: 4
9% (=1 o (5—1) (s—1) &
;)_x—a—j—!zf(x’y’z Tl

cu conditiile 2 (x,-0) = 2 (0, y).=.0, unde s =0,1,2, ...
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Seriile
0 1 e a8 T D e [ ) 8 ey A8 (=T
i =] ) - & S
e R IR el Ve R T s o Y
s=1 s=1 s=1
sint absolut si uniform convergente in dreptunghiul A,. Avem
: g L g 1
12 _ =0 < Mt Oy + )2
(s + 2!
|p(6‘) _P(&'—I)I < ML® O] =t P-I)S‘H
- (s + 1)!
s+1
;q(s) §_t q(-“—‘l)‘ < MLS (A + ) e
(s 4+ 1)!

Vom avea deci

]
iz ) =20+ y [ — )
s=1

pEN =P+ T 10— 0L am ) =d?+ ¥ [ — ¢
§=1

s=1
unde

L:A?l;r—‘“+B+C.

si vom scrie
[5HD . 9

s

2(x, y) — 2 (x,9) =

v

[P(SH) = f’m ]

v

p(x.y) —p (2, 9) =

sip8 i

7%y — ¢ (%,9) =% " - ¢"1.
Se demonstreazi ci - ) i
la(%, 9) — 2% (%, y) | € ML Hre _—“"“:VT’B’)V;H
p(2, 9) =3 (%, 9)| < ML*H! fHtwd u(v;;)}'*j
lg(%, 3) — g™ (%, y) | < ML'T' gHatw) ﬂl(—ﬁ:;“g;“-

Fiind dat un numar pozitiv ¢, se poate alege numdrul v, astfel ca mem-
brii ai doilea ai inegalititiilor precedente si fie mai mici decit e. Astfg%
vom avea pentru cel mai mic numir v care satisface la aceste condifii

la(x, y) — 2 (x, y)| < e
(%, ) —p (%, )| <

lgtx, 3) —¢% (%, )| < .
Numirul y astfel precizat ramine fix in cele ce urmeazid i va juca
un rol important in integrarea numericd a ecuatiei cu derivate parfiale (1).

m

()

“
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16. Pentru integrarea numerici a ecuafiei cu derivate partiale (1),
vom face mnoi ipoteze asupra functiei f(x, ¥, 2, p, ¢). Aceste ipoteze sint
impuse de procedeul de integrare numericd pe carel vom Intrebuinta.

Vom presupune ci functia f(x, v, 2, p, ¢) admite derivate partiale in
raport cu x, ¥, z, p, ¢ de primul si al doilea ordin continue in D. In aceste
conditii putem lua ca numere 4, B, C in conditia lui Lipschitz (3) mar-

al i Af | a
B f*_f’ Al 1 D,
a7 a4q

0z
Se demonstreazi cu aceste ipoteze ci functiile 2'(x, y), date de ecua-
tiile cu derivate partiale (4), cu conditiile z{s)(:!:, 0) =20, y) =0 au
derivate partiale in raport cu x si v, de primul si al doilea ordin, continue
in A, si cd dacd notam '

Folwa) = 1T 220, p 0 g, (6)

functiile fs(x,y), unde s=0,1,2,..., cu fo(x, 9 = f(x,%5,0,0,0), au
derivate partiale in raport cu x si y, de ordinul al doilea, continue in
dreptunghiul A;. Vom nota cu N o margine superioard a valorilor absolute
ale tuturor derivatelor partiale de ordinul al doilea

il

ginile superioare ale lui

2 2 2 -
8% % 8% )

ax® axgy a)*

pentru s = 0, 1, ..., v. Numarul N va juca un rol important in integrarea
numericd a ecuatfiei cu derivate partiale (1).

3 fiind un numar pozitiv dat, suficient de mic, sa notim cu A si u doua
numere pozitive care satisfac la conditiile urméatoare

A = min (a' Y;b] = min(b, f— 5J, N = o— 0 ®)
M M - M

Lste evident ca A < Ay, p << py. Vom nota mai departe cu A dreptun:
ghiul format de dreptele ¥ =0, x = A si ¥ =0, y = p.

Cu aceste ipoteze vom trece la integrarea numerici a ecuafiei cu
derivate parfiale (1). Vom ciuta o refea [ formati de dreptele x = u;,

Y=y in A unde 2=1,2, ...,n, k=1,2, ..., m si un algoritm pentru
calculul numerelor 2, 5, ¢, unde s = 0, 1, ..., v astfel ca

| (

| z{v)(_lf,-, W) —al | < &

(9)

0]

1270 30 — P | <
1 g% (e, i) — gtk | <

Lo

Cautarea algoritmului de calcul se va baza pe formula de cubatura
(21) din § 1 al primului capitol. ‘

5 — Studii §i cercetdri de matematica nr. 1/1960,
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§ 2. Apliearea formulei de eubatursi (21, § 1, 1)

17. Prima ecuatie (4) din § 1, si conditiile z(ﬂ)(x, 0) :z(U’(O, y)=0
conduc la formulele

xy
22 (%, y) = S S £is, tydsdt
0o
y ¢ (1)
PO (%, 9) = SﬂMJthmMaw=Sh&yM&
0 0

Pentru a calcula z(m(x, y), folosim prima formuli de cubatura care
conduce la formula de calcul (1) (I, §3). Pentru a calcula p”(x, v) si ¢ (x, 9)
folosim formula de cuadraturd a trapezului

b
Sﬂx = 852 1@ + f0)] + [E=Le=2 pr(s)as

2 2
a a

care conduce la formula de calcul

b
B 2 =1 .
[ iz =22 1@ + 70) + 25, | 8 ®)
i Aik) i=1 :
unde punctele x;, %, ..., ¥, impart in# pir{i egale intervalul (a, b).

Pentru restul R avem evaluarea urmaitoare

(b—a)®
1252

R L= (3)

unde N, este o margine superioara a lui |f''(x)| in intervalul [a, b].

Fie e, un numdar pozitiv pe care-l vom preciza mai departe sion,
doud numere naturale care vor fi precizate in cele ce urmeaza. S3 impirtim
intervalele (0, A), si (0, ) in » si m pidrti egale prin punctele x;, ..., %
Si ¥ voo Ym—y. Dreptele x =x, 5i y =y, unde ¢ =071, ..., n si k=
=0,1,..5Mm . (%=0, 2p=27 9,=0, Yp=p) tormeaza o retea [,
Vom calcula z© (x, ), ;‘)(U)(x ), qw)(ﬁ» %) pe nodurile acestei retele. 53 notiam
cu Ay dieptunghiul format de dieptele x =0, ¥ =%, y =0, vy = y.
Aplicind formulele de calcul, vom avea

(U) (xi yk) e z{?{) e R(O)
P( 0) (ﬂf[ yk) (U) _I_ R(U)r (4)
q° (%, v = ¢ + R,
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unde
© _ At k—1 i k—1
A= 2 fﬂ (27, 0) -+ E 1o(0, 31) _Efo(xj:yk) <= Elfu(xf’yf) +
=1 k—1
; ;lfn X5, Vi) J

(?:)—‘f[fn %1, 0) + fol#o, yi) + 2 Efﬂ s y’)J

(5)
0
== [fu (0, yi) + folxi, yi) + z}jfo x,,yk]
j=1
iar pentru resturi avem
ik [AZ Ay i
TR e N E A g B _E_PL_)N.
: 12 n m |\ n? nm m?
R(U) | < ll- i]\"l \.!{2)"' <
12m2 m ]2?15s n
Deoarece ~<1, £<1, putem scrie incd
n m
0 ?u A o AR g
| REI<E[Z 4+ a—+i] N
12 | n® nin m2 .
D) (b)
04 "
RY |I<-t-w, R <~
12m?

Vom spune cid numerele 29, _',bi}g), t]f?) date de formu_lele (b) sint ,,va-
lorile calculate” ale lui z(x, i), p(%i, Vi), ¢(%i, ¥x) pe nodurile (xi, yi).
Putem alege cele mai mici numere naturale n si m astfel ca
3 3 2 %
X Nee, =N e, ﬁ(iju:aﬂi-y N< ¢ (7)

= <
12n2 12m? 12 |\ n? nin m2

si atunci, In formulele (4), vom avea
72, |62, |48

ik

<& (8)

Nuerele naturale » §i m odatd alese prin condifiile (7) rdmin fixe
in tot restul lucrdiii si prin urmare refeaua [ este bine determinata.

18. Si trecem la caleulul 1ui 2V(x, v), pP(x, v), ¢P(x, ¥); avem

xy
zmwdd=ﬂfmazwme#Wan ¢s, #)Jdsdt

00

]
00k, v) = S.f [, ¢, 2% (%, ), pV(x 1), ¢, ¢)1at (9)

1}
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X

il (% 3’)=Sf[s, 2,29, 5), 6% 3), ¢%s, y)1ds

0

q

Pentru calculul Iui z"(x, ), 2z, v), 9" (, ) putem aplica formu-
lele de calcul pe nodurile (x;, yz)
A (2, 30) = [R] + oD
}b(l)(x:’, V) = [p(l)]_l_ (l) (10)

0¥ (2 ) = g1 + 7",
unde

(7Rl [ A < - (11)

[aff) = 22 {Ej[z,,,o 2(x;,0), 9%, 0), ¢, 0)]

+ Z F10,90 270, 7)), %0, 1), 4900, v) ]
+ Efl% Vi )(11: Vi), Jf’m)(ﬂfjd’k),qw(xf- Vi)

3 03200, 59 503, 0, )

i=1 k=1 ]

+2% % Sl 90 2% 1), 60 1), ¢ (@, ) ]f

Jj=1l=1
[pif ] = = {f[u, 0, 2%, 0), p(x;, 0), ¢V (x, 0)]
+ £ 1% Y6 22 (5 ), 200 91, ¢ v ] (12)

f—1
= 2 E I 5,30 2% (%, 90,0 (51, 91), 72 1) ] }

[9i¢' 1= {f[o 26270, 26, 2”0, 7). 4”0, )]

+ FL%1 Yoo 2% (0, 30), 2V (1, 90, ¢ (1, 31) ]

f—1
+ 2%, F1%3.9% 2% (5, 3, £ (55, 39, ¢, 1) 1} |

J=1
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fnsd valorile Iui 2%(x, v), p@(x, %), ¢”(x,%) pe nodurile (%1, y%) sint date
aproximativ de formulele (4). Daca & eb’re stficent de mic, putem inlocui
m general in formulele (12), 2%(w, y4) (%1, v), ¢ (%, v) prin 22, P,
gi?. Vom demonstra aceasta la nr. 20.

S4 notdm cu 2P, lbf;l‘) g‘? numerele obfinute inlocuind in [z} ], [p‘”

(482, pe 2 (wn30), 2 (o1, 1), ¢ (21, 30) cu 2, %, ¢, adics

) Al 0 0 ) 0 0 0
AP = [2 f, 0, 20, 37, 4f) + Y £0, 30 20, 68, )
=1

2nm

: 0) (0 0 o
Y S e 42 22, gD+ Y S yu 2D, pf. o)
1=l

=l

i1 k=1
- 0) .0 (0
+2% Y, f%. ye 50, o9, & ))]

j—11l=1

] T ;
PR =+ [f(xf. 0, 240, 20, o) + flx, v 22, 2, o) (13)
9% flx, © L0 (O
+2¥ fxn v 20, i, qir)
=1
A
i = -2 [f(O, Vi, 20, DR aS0) + F(%t, vie 2R, DR qrﬂ’)

i—1 )
+23 flz, e 20 B, q;sa)]
I=1 i
Notind
0] =72 + Qg}{)
[P(‘)] p(n (1)'

l 1
gR1=giR + QS}J ;
VoI avea

?
ofi =t { + [f(xi v 2%, v1), 2% v0), ¢, 1) -

2nm

— %1, 4;1 ,]511 ; f]}[}))] + .. }




70 D. V. ICNESCU 36

Din aceaste formule rezulti cia

e <amif 4 Lt B O)e <

nom

A (4 + B4 C) g
o | <w 8 (A-+B+Ce < pd-+ B+C)eg (14)
m ‘ uis

oty l%(A-}-B—{—C)el SAA+B+C) e

Notind prin
Q=max [Mp (A 4+ B+ C), wld + B+ C), M4 + B+ 0)] (15)

vom avea
(e, [0%], le’|< Qe,. | (14')
Avem deci
(i, yi) = 40+ R
PP (wi,90) = pi+ R (16)
¢ (0,90 = gl + R
unde

Rp=rd+ofd, RY'=r+of, RY'=#AY+ ol
Dupd inegalitdtiile (11) si (14) in formulele (16) avem
Rkl (R RE| <+ Qe - an)

19. Si trecem la cazul general. Si presupunem cd am demonstrat
formulele {

2D, ) =250+ R
$7, v =i+ RET (18)
¢ Do, ye) =g "+ RET
analoage cu formulele (16 si inegalitifiile
[REDL IRETY) IRE <@+ Q 4 .+ 0he (19)

analoage cu inegalitdfile (17).

Pentru s=2 formulele (18) si inegalitatile (19) se reduc la formulele (16)
si la inegalititiile (17). '
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Functia 29(x, y) si derivatele ei parfiale (%, ), ¢*(x, ) sint date
de formulele

(%, ) g FLE =, 70, 0), g5V m), ¢° 0, v)1dEdy

o

(=}

0
y

(%, ) =§ffx 0, (%, n), p0=, 1), ¢ (=, 0)Jdn
0

99 (%) = Sf[i,y. #E, y), p‘s (g, y), ¢°N(E, v) JdE.
0

Pe nodurile retelei I', vom avea
x‘yk

2, yi) = SSf[a, 7, 257E, ), pEE ), ¢CTV(E, ) dEdy
00
Vi

29 (1, v) = Sf[xl.,.m S
0
*¢

0, 98 =\ 11850 2~ (E v, #5790, €76 9 1%

0

Aplicind la integralele din membrii doi formulele de calcul (1), cap I,
§3 sl (2), cap II, § 2,

(e, ), 2570, ), 6570 (%, m) 1Ay

2, yi) = [#f ] + 717
P pn) = [k 1+ 7@ (20)

g% (i, ) = [ 1+ 7
in care

(2] =2 [Zf [%, 0, 2z, 0), *~(x;,0), 4% (s, 0)] +
2mn l [
LN 10, 31, 2700, 3, 25700, 1), 470, 1)1 +
=1
+ Y 15 Y 270 ), 27, 90,8 e ]+
1=l

fe—1 (s—1) (s—1) (s=1)
+Zf[xfr Ni, & (S'C;', yf)' P (xfryf): q (%‘;J’[)J*f‘
=1
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i—1 k=1

+2 z /5 90 27, 90, 590, 4570 (37, )]

=lI=l

ﬁp,‘i’J =jn{f£xf. 0, 2k, 0), p°(xs, 0), ¢ V(x, 0)] + (21)

+ 7 %0 3 2570 v8), 2% yi), 47 (50 y0) ] +

k—1

+2¥, flx yo 27006, 1), 2570, 30), 650, 1) ] }
=)

2

gl =—{f[o Y 270, v, 25700, v, ¢50(0, yi)] +

i L% v 2%, v4), N (, ) P, ) T4

1=—1
+2 1%, ye 2 90, 2570 30, (@ 94) J}

J=1
si unde

(s) ‘?(SJ

Iylk ) |?,(3J f< g1, (22)

' S4 notdm cu 2, pht, g numereile obtinute Lnlocuind in membrii doi
alicl))rmulelm( 2), pe 2 (%1, 91), P(s— )(ﬁVj.J’:). gt (Aj, ) prin fﬂ : P(S—I):
qﬂ Vom demonstra la nr. 20 cd aceasta este posibil. Vom avea astfel

s) A i=—1
! = 2 7 (8—1) (s=—1) (.s I) 1 §o—
¥ e [Euf“-f- 0,257, A5 g ) + E SO, 1, 270, po=", gi) +

k—1

i .
(s—1) (s—I —1 o =
+jEI S(x5, Ve, /rﬁ » Pk A f/'ﬁ: ) +le I (% 91 25? 1 fi( O ff 1}) -+

=1 f—1
+ 3)1 Y f (g w0, 0, Y, ”‘-”)] (23)

=| [=1
=1 (s—1) p(s—1) (s—I = =
i &% ;n [j(if. (J, 20 }5 S }, 1-5‘ ) —|‘f{xi: Ve, ;lﬁ-—l) PE?{ 1) g gs ”) +

k—1

+2 3 flon i, 470 40, o)

(s) A 1 — = = o~ -
fik ='7_n[f(0’yk, s oo e ) A Sl Yo zie L ple g ) +

i—1
+ 2 Eij: Yo 3fk i Pﬁ:_”, ;i"”)’
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Notind
[(s‘)] e zts) + Qf}?
] =P + ot (24)
) = + o

vom avea

oft = 2L Ul 30570 (i 30, 5 (3 70,47 ) =

ST T ) I VRS }

(8),
el = -

(s)rr __
Qik

. si dupa formulele (18), (19) putem scrie

|g’” | <amd +B+OAL+0+ ... +0 e

o | < wd+B+OA+Q+ ... +0 )

o< M4 +B+OA+Q+ ... + @ Nes

sau, dupd semnuificatia numarului (),
il loff | o 1 <@+ @2+ ... + @)= (26)
Revenind la formlele (20, (24) vom avea

2@ (3, y) = 22 + RiY
(51, 1) = 15+ R (26)
¢ (3, 90 = gfd + R

unde
R} =7} +off
R = +of
R =" + ol
si tinind seama de inegalitatile (22) si (25), vom avea

R, IRY), IRY1<0404 ... +@)e (27)

Comparind formulele (26), (27) cu formulele (18), (19), rezultd ca for-
mulele (26, (27) sint valabile pentru s=1,2, ..., v.
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20. Am stztéjlhtm;iec(lu un algoritm pentru calculul numerelor zm, p,k,
q,«k Numerele 2D 0 qt,() sint date de formulele (6), iar numerele z,,f),
P:k: i) sint date pentru s = 1,2, ... v, de formulele de recurenti (23).

Pentru a putea aplica formulele de recurentd (23), trebme sa aratam

cd se poate alege e, astfel ca punctele de coordonate (%, 1, zj ) f'(s:) qﬁ)

unde s =0, 1, ... v, si se giseasci in domeniul D de definifie al functiei
flx, E P, g):‘_ Pentru s = v, avem

40 = 2%, y1) — RY

£l =", ) — RfY
a0 =q"(x;, y) — il

P
®), a ‘félll:lru cd nodurile (%, v;) sint luate in dreptunghinl A, dupi formulele

2 (2, 1) | L o — 8, 6%, v) 1 < B — 8, 1 (5, 9 S ¥ — 3
si atuci formulele precedente aratad ci -
| a— 3+ IRY I<a— 3+ 140+ ... +Q)e
2P1<B—8+ IRYI<B—34+(140+ ... + Qe

v
: 190 1<y =8+ IR ISy =8+ (1 4+0+ ... + e,
Daca luam '
o]
R I (28)
vom avea '

150 | <o 16018 1<y

si prin urmare punctul a i
donliemul = punctul de coordonate (x;, y;, z,,,pﬂ, gﬂ) se gaseste In

Pentru indice un oarecare s < v, prin calcule analoage, avem

‘W<a—s+a+9+ A< e — 3+ L+ Q0+ .+ e <
BB~ +TA+0+ . )< P—3+ (140 + ... + Q<P
SY=0+@+0+ .. +P)a< y =8+ A +0+ ... +Me<r,

ceea ce dovedeste ci punctul de coordonate (x; v, 20 & O e
in domeniul D, pentru s=0,1, ... v — (1’b Aiidais Bif v r) Be gaEe

I Q’,(rsf)l

Deci presupunind ci e, verifici inegalitata (28) f i
in general formulele (23) 311115,l valabile pentgu g (Z oL

SV,
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21. Putem acum si precizdm numirul ;. Sd facem in formulele (26)
si in inegalititiile (27), s = v si sa {inem seama de inegalitatea (28). Vom

lua
gy = mm[_——-- g ——————) (29)
(+Q+:.. 40" 140+...+¢"
Atunci, in formudele (26) pentru s = v, vom avea

DL IR R e e

si pentru s< v, in formulele (26) vom avea :
RYL IRYL RGI<SO 40+ +Qa< 0+ 0+ Qe
adici L ievsday
(RP|, IRE| IR <e e )

23, fn rezumat, metoda de calcul numeric a valorilor integralei z(x, 3)

si a derivatelor ei part1a1e p(x, ), q(x y) pe nodurile refelei I este urmé-

toarea : Se calculeazi intii numerele zfy, p,‘:, g2 cu formulele (5) si (23).

Apoi avem formulele (26) si dupi inegalitatile (30) si (31), avem
1291, 1) — 720 160 90 — PR 109w 3 — gl < & (32)

pentru s =0,1, ..., v

S84 considerdm inegalitatile
(v)

2, i) — Ae= [2(x, y) — (2, 9] + [ yi) — k]

p(%, Yi) — Pk = -

g (% 0 — qie= ...
si sa finem seama de inegalitatiile (5) din § 1 si (32). Vom avea
|2(x0, ) — #0]<2e
D (% ye) —Pik| < 2¢ (33)
lg(xi, Y&) — g'f}?|<2a.

Astfel am atasat la un numir pozitiv e dat, o refea [’ formata de no-

(8]

durile (x;, y) si un algoritm care permite calculul numerelor 2l p,‘,c?, ,)
relative la aceastd refea pentru s = 0, 1, ..., v, aceste numere fiind pentru
s =v, valorile aproximative ale 1nte0rale1 7(\: ) si ale derivatelor ei partiale

P, y) q(x, v) pe nodurile retelei, valorile absolute ale diferentelor
Z(;\:fi 3’k}“zgk), p(xb _’)}ff) ai ‘Plk 3 Q'(f'\"i; _’!"1’6) ol ':]M'

fiind mai mici decit 2=.
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®OPMYJIbl KYBATYPBI; [TPUMEHEHME K UHUCJIEHHOMY
UHTETPUPOBAHHMIO YPABHEHUM C YACTHBIMHA
[TPOM3BOAHBIMH BTOPOI'O TTOPSIIKA,
FUTEPBOJIMYECKOTO POA

KPATKOE COIEP)AHME

B sroii paGore cnepsa uayuaiorca Ky6atypuete dopmyast (1), (2), (4)
[IPHYEM MBI CTDEMHJIHCh ONPENENHTh MX OCTATOUHBIH wieH R KOT,OpOM’ Mb;
nipupanu Bup (3). B uenu noayuenns sroro pesyJakrara M;nl pacnpoZT a-
Itjgmd K KyGaTypHBIM (hopMynaM MeToa AaHHbii U, Panounom [I1] LEIIH
;;a%'g?r(;imig].KaaapaTyprx_x (opMy.T W pasBHTHII HAMH B MHOrOYHC/ECHHBIX

IMocTpoenne KybatypHoit (opmyasr (1) cBemeno B § | nepsoil riaasm
K PELICHHIO YpaBHEHHH C YACTHHIMH TNPOH3BOAHBLIMH (3) mpu rpanmunBIX
yenoBusax (9). Yucna a, B, y onpenenenn TaK, 4TOOLl 3Ta 3ajaua SBHJACK
paspemuMold. Mu momyuaem ky6aTypHble popmynnr  (19), (21), (23), B
KOTOPLIX (QyHKUHK @ (X, y), (¥, y), 0(x, Y) TOsIBASIONIHECH B BprﬂH(EI-’IPIH
OCTaTouHoro uneHa K, aawel dopmynamu (20), (22) u (24).

B § 2 nepsoit raasw OTpeleJIeH OCTaTOYHbI uieH R ky6aTypHoit ¢op-
Mynas (2), mpuuem 3Ta 3ajaua cBemeHa K PELIEHHIO CHCTEMBI YpPAaBHEHHH
¢ HacTHBIMH MPOMSBOAHBIMH (4) npu rpaHuuHbIX yeaoBusix (10,) — (10g),
a TIOCTOAHHbIE i, [, y: BBHIOpAHBI Tak, 4TOGH 3Ta 3aaua sIBHIACD paape-
IIHMOH.

. Mpr nomyunnu Takum 06pazom Kybatypnywo dopmyay (31), B koro-
poit dyHruMH @:i(%, ¥), yi(%, ¥), 0:(%, y) nauwb (dopmynamu (32).

”Mbl yKasaqiu Ha BaXHOCTh 3THX KyOATYpPHBIX (hOPMYJl NP BHIYHCIEHHH
ABOMHOrO WHTErpasa, OTHOCHTEeNbHO MPSIMOYrosbHuKa D, ¢ Hanepez sajaH-
HBIM mpuGamxennem (ra. I, § 3).

Bo Bropoii rmase paGorsr MB npusenem [IpHJIOKeHHe KybaTypHoil (op-
Mynbl (4) K 4YHCAGHHOMY pelleHHo YPABHCHHS C YACTHBIMH TIPOH3BOJHBLIMH
(5), JMOMycKamero exuHCTBeHUbI HHTErpan 2z(X,y) B NpAMOYroJbHHKE
A OrpaHHYEHHOM MPSIMBIMH C YPABHEHHSIMH COOTBETCTBEHHO % — 05 % =k,
¥y =0, y=u npuueM 5TOT HHTerpa; paBen HYJIO Ha CTOPOHAX STOro
NpAAMOYrO/MIbHAKA PAaCHOJ0XKEHHBIX Ha ocsix Ox, Oy.

Msl pemnnn caenyomyo 3agauy: Onpenennts cers I', oGpasoBanHylo
NPSIMBIMH C yPABHEHUSMH COOTBETCTBEHHO X = X,, ¥ =4y, NpPHYEM TOUKH X
W Y pasieasior npomexytka (0, X), (0, u) Ha n u m PAaBHEIX YacTed M
AOGHTBCS a/TOPUTMOM BBHAY BBIUHC/ICHHS umcesn 2, i, gif, roe s=0
I, ..., v, TakuMm o6pasom uTo6B ecim & — 3a1aHHOe HOJIO}KHTEJIBHOG’
UHCJI0, aGCOMIOTHBIE 3HAUEHHS pasHOCTell 2(%;, ;) — 2, P(xi, yi) — b
9(%1, i) — g’ B yanax cetn I' Gulin menbme 92 g. , i

~1

43 FORMULE DE CUBATURA 7

FORMULES DE CUBATURE; APPLICATION A L’INTEGRATION
NUMERIQUE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU
SECOND ORDRE DE TYPE HYPERBOLIQUE

RESUME

Dans se travail on étudie d’abord les formules de cubature (1), (2),
(4) en nous attachant surtout & la détermination du reste R que nous avons
mis sous la forme (3). Pour arriver a ces résultats nous avons étendu aux
formules de cubature Ia méthode que J. Radon [1] a donné pour cons-
truire des formules de quadrature et que nous avons développé dans des
nombreux travaux [2].

La recherche de la formule de cubature de la forme (1) a été ramenée
dans le premier chapitre, § 1, 4 l'intégration des équations aux dérivées
partielles (3) avec les conditions aux limites (9). Les nombres «, @, y sont
déterminés de facon que ce probléme soit possible. Nous sommes ainsi
conduit aux formules de cubature (19), (21), (23) oit les fonctions o(x, y),
U(x, v), O(x,y) figurant dans le reste R sont données par les formules
(20), (22) et (24).

Dans le premier chapitre du § 2, nous avons déterminé le reste R de la
formule de cubature (2), en ramenant ce probleme a l'intégration du sys-
téme d’équations aux dérivées partielles (4) avec les conditions aux limites
(10,) — (10,) et ot les constantes «;, f;, y: sont choisis de fagon que ce
probléme soit posible. Nous sommes ainsi conduit a la formule de cubature
(31) oir les fonctions ¢(x, ¥) ¢(x, y), 0(x, y) sont données par les formu-
les (32).

(No)us avons montré 'importance de ces formules de cubature en les
appligant au calcul d'une intégrale double étendue a un rectangle D,
avec une approximation donnée (ch. I, §3). ‘

Dans le second chapitre de notre travail, nous avons fait une appli-
cation de la formule de cubature (4) 4 I'intégration numérique de I'équation
aux dérivées partielles (5), qui admet une intégrale unique z(x, ¥) dans le
rectangle A formé par les droites x =0, x = %, ¥y =0, y = et qui est
nulle sur les cotés de ce rectangle situés sur les axes Ox, Oy.

Le probleme que nous avons résolu est le suivant : déterminer un ré-
seau I formé par les droites ¥ = «x;, ¥ = y, oit les points x; et y, partagent
les intervalles (0, 1), (0, p) en n et m parties égales et chercher un algorithme

de calcul pour les nombres z8, 44, ¢, ott s=0,1, ..., v de fagon que ¢
étant un nombre positif donné, les valeurs absolues des différences
Wxuve) — 28, Pl ve) — P, g%, Vi) — gif sur les noeuds du réseau [

soit plus petites que 2e.
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