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intr-o notd a lui G. Julia [1], referitoare la calculul polinomului
lui Cebisev T,(z) relativ la un domeniu plan, in cursul demonstrafiei se
aratd cd existd un subsir de polinoame de grad n, Py, (2), al sirului P,(z),
precizat in lucrarea citati, care converge uniform citre polinomul 7,(z),
in domeniul considerat. De aici autorul trage concluzia cd intreg sirul P,(z)
converge uniform cidtre 7,(z). Acest lucru nu este evident, dar stiind cd
orice subsir convergent allui P,(z) tinde citre aceeasi limitd, anume catre
Tp(z) (polinomul lui Cebisev fiind unic), se poate arita cd in acest caz intreg
sirul P,(z) converge uniform citre 7,(z).

Acest lucru este valabil in cazul mai general al unui sir de funectii
olomorfe intr-un domeniu oarecare din planul complex. In prezenta noti
ddm demonstrafia acestei teoreme.

Fie {f,(z)} un sir infinit de functii olomorfe in cercul C : |z | K. Putem
presupune ca R > 1, cici in caz contrar, prin transformarea 7 = kz, raza
cercului C': |Z| < kR este kR si, alegind convenabil numarul 2, putem

z ! L -
avea kR > 1. Functiile f, (—f Jvor ramine de asemenea olomorfe in cercul
i3

C':|Z| L Ry, Ry = kR. Daca sirul {f,(2)} este uniform marginit in cercul C,
Z
atunci si ;]},[T)

urmatoarea :

va fi de asemenea uniform mirginit in cercul C’. Avem

TrorREMA. Fie {fn(2)} un sir infinit de functii olomorfe si uniform mdrginite
in cercul C' o | z| < Ry. Atunct dacd orice subsiv convergent al sau finde cdtre
0 aceeagr limitd f(z), sivul intreg este uniform convergent cdtre f(2):
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Demonstrafie. Scriem dezvoltarile dupd puterile lui z ale functiilor f,(z) :
fae) =al® + a2 + a2 + . L a4 n=1, 2,3,

Frunctiile /,(z) fiind uniform mirginite in cercul C': (z| < R,, deci
[ fa(2) | < M, rezulta

o] <=2 < M,
I

oricare ar fi # si .
Sa presupunem ci girul { Jn,(2)} converge uniform catre

fz) =ag + a2z + a2 4- ... + aam L .

(Un astfel de sir existd, deoarece sirul initial formeazi o familie normala).
Sdardtamciin sirul {f5(z)} nu existi subsiruri care sd nu fie convergente.
Presupunem contrarit{sl, c_é .$1'_ru1'numere10¥ {af,’,‘)}, unde m e {ix, n-ar fi

convergent pentru # variabil si cd ar admite doud puncte de acumulare

4= . . . " ' "

distincte a! si a! , a,Fa,.

Deci, din sirul
5:1,2,3,4;!..,m,

se poate extrage un subsgir
Si: nl,n]', n’l’, n'[", = P ‘nl“f), o

o nife)

n n n' I < Sl / .
astfel ca a !, ar, a’s, a™, .., @p o ... 834 conveargd citre 4, atunci

m? g’

cind %2 — co.
Din sirul S, se poate extrage un subsir

= o g "
S;:n Py By P 5+ 55,
: n I n’ n” n(k)
astfel ca @y, a’, ay, Ay 5 o Gin

La fel, din sirul S, se poate extrage un subsir

: (2
i My W) e

sd conveargid citre a,.

. an’ a1 (k
98 By Mgy g, Mgy o o f’*g TR

’ (k)
astfel ca a, af, af, ALY, ooy B,
din sirul S, se poate extrage un subsir

sa conveargi citre a, s.a.m.d.,

. ;s > ; k
Smy1 My, Ny, N, Ny, .. Ny, Hm1, Pmgt, - ‘f'h(n)-l-l,
r
2y n I 1, 1
astfel ca sirul a* By By Bl ey By "I’;,m—Tl' A SN
(k)
n o - ~ ’ . . . <
rtm""_}'l, ... Sa convearga citre @, 4, 1ar din sirul ém_H se poate extrage
un subsir
S D My, g, M, N ", n i, (k)
Y m4-2 - 1x "8y T3y Togy = o oy m+ 1, Pmy2, Mpy2, ..., Nm42 ., - -
‘ (%)
B A Ma My N Am il Amd4o 0 R s
astfel ca ﬂf"flvl’ ”’m+l' ‘£m+1' am+l’ i am+l ! “mrl-ll 3 anﬂl—ﬁz’ AL am”—ﬁ 4

S& convearga citre a4, $i aga mai departe.
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Folosind procedeul diagonal, vom avea

!a[” } —ay, atunci cind p —o00, 1 =0,1,2,3, ..., m — L,m, m+1, ...

sirul {mpy fiind un subsir al tuturor sirurilor S, oricare ar fi k.

Deci, subgirul de functii{ f,zp(z)} este un subsir convergent citre
fil?d) =ay + ajz a2 + ... + @™ - L.,

Conform teoremei lui Vitali, convergenta este si uniformai.

Extriagind acum din girul{a(m")} un subsir converge citre ap, si operind
cu acest subsir, la fel ca mai sus, gasim un alt subsir {n,} astfel incit { Jnr(2)}
converge tot uniform citre

” " " ’, -

fo(2) = ap + ajz + azz® - ...+ alpm

Insd prin ipotezi avem
H(2) = falz) = flz),
de unde, in particular a}, = a), = a,,, adici o contradictie, care aratd cd
nici un gir {af,',')} nu poate fi oscilant. Prin urmare, intreg sirul {f,(z)} tinde
citre f(z) in C’. Aplicind cuoscuta teoremi a lui Vitali, se constati ci
sirul converge uniform catre f(z), in C'. ;
Universitatea ,,Babes— Bolyai** Cluj,
Caledra de Teoria functiilor

TEOPEMA O HEKOTOPBIX TIOCJIEJOBATEJIBHOCTSIX
FOJIOMOP®HbIX ®YHKLIHMH

KPATKOE COHOEPKAHHME

B stoil 3amerke jokasbiBaercs cjelylmas Teopema:

fycre {[n(2)} — OGeckoneunan nocaedosarenvHocTs 20.10MOPPHLLX
L pasHomepHo oepanutennvlx 8 kpyee (C) :|z| <R pynxyuti. Tozda ecau
scaKas cxodawancs nodnocaedo8areAbHOCT OAHHOL nOcAed0BaTeAbHOCTU
cTpemurcs K Tomy owe npedeay f(z), 1o yeaas nocaedosarensbHOCTs PABH,-
mepro cxoourcs Kk f(z).

7 — Studii si cercetdri de matematici nr. 1/1960.
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UN THEOREME RELATIE A CERTAINES SUITES DE FONCTIONS
HOLOMORPHES

RESUME

Dans cette note on démontre le théoréme suivant :

[ Sott {f,(2)y une suite infinie de fonctions holomorphes et uniformément
bornées dans un cercle (C):|z| < R. St w'importe quelle de ses suiles partielles
convergentes lend vers une meme limite f(z), la suite eniiére converge unifor~
mément vers f(z).
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