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1. Sa considerdm clasa S a functiilor

n
w=flz) =24 a2*+ ... +ap" + ...
olomorfe si univalente in cercul unitate, |z| < 1.
Fie ¢ un numar complex oarecare si fie ecuatia

Jlw) =,

unde feS. Ne punem problema gisirii valorilor extreme ale modulelor
raddcinilor situate in cercul unitate ale ecuatiei de mai sus, atunci cind f
descrie clasa S. Evident cd solufia acestei probleme poate fi furnizati de
rezultatul clasic al lui Koebe, care afirmi cii pentru orice functie din clasa S
au loc delimitirile exacte

-

S Ie < v =la

]

egalitatile fiind valabile numai pentru functia lui Koebe

Jfla) = T, o real.

Se vede ugor cd minimul, »,, al modulelor radicinilor este dat de cea mai
mica radicind a ecuatiei

oy 2al+1—Vd]a] + 1

= |a|, adicd r, = et~ R TR] ;
(1—4)2 2|al

lar maximul, 7,, este dat de cea mai mare ridicini a ecuatiei

—2]a|+1—Y=dja|+1

¥

= |al, adicd v, =

(1442 : i 2a
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54 observdm ci in al doilea caz, pentru ca solutia si fie posibils trebuie

i |
ca ’ﬂ[ \g?

2. Problema astfel pusa se preteazi la o generalizare, care conduce la
rezultate mnoi,

Pentru aceasta, si considerdm o functie g(z) olomorfi sau meromorfa
(cu polul unic z = 0) in cercul unitate si care nu se anuleazi in origine,
5(0) = 0.

Fie ecuatia .

‘ flu) = g(u), (1)
unde feS; ne punem problema de a gisi valorile extreme (minimul », si
maximul 7,) ale modulelor radécinilor situate in cercul unitate ale acestei
ecuatlii, atunci cind funcfia f descrie clasa S.

‘Dupi natura functiei g(z), se pot intimpla urmitoarele cazuri :

1. Existd o coroana circulard cu centrul in origine, situati in interiorul
cercului unitate, care sd contind orice rddicinid z a ecuatiei (1), 2] <
(presupunind cid existd funcfii feS, pentru care ecuatia (1) are radicini
in cercul unitate).

2. Exista functii fe S, pentru care ecuafia (1) are radicini z, [=] <5 14
de modul oricit de aproape de 1.

3. Oricare ar fi functia fe S, ecuatia (1) nu are nici o ridicini in cercul
unitate.

Evident céd in priml caz 0 < 7, <<, < 1, in al doilea caz 0 < ==y
iar in al treilea caz 7, = 7, = 1. Din cauza compactitatii clasei S si a
condifiei g(0) == 0, nu putem avea 7, = 0. Deci existi totdeauna un cerc cu
centru in origine, care sia nu confind nici o ridicini a ecuatiei (1), oricare
ar fi functia f¢ S. Rezultatul pe care il vom gisi ne va permite, dupa cum vom
vedea, sd precizdm in ce conditii poate avea loc fiecare din cazurile precedente,

3. Pentru fixarea ideilor si presupunem ci sintem in primul caz. Fie
» minimul modulelor rddécinilor ecuatiei (1) si fie J(u) acea functie din
clasa S pentru care acest minim este atins (astfel de funcfie existi deoarece
S este un spatiu compact). Dacdl z, |z| = 7, este ridicina ecuatiei (1), care
are modulul minim, atunci avem

f@) = g@), z=r"
Sa consideram o variatie a functiei £, dati de formula lui Schiffer-
Goluzin [1]:
) = flu) + 2wt ¢s) 0 (02), ||« 1, A >0, ¢ real,

unde

0 real,

zi(u;g;q.,) — LM e SO ]2 v

f(u) — f(5) £/
iyl () [ /() r I A W) ]2‘ 2
v 1=t "y g

r
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Se stie cd pentru x suficent de mic, funcfia f* aparfine clasei S.
Dacd in ecuatia (1) inlocuim pe fcu f*, aceastd ecuatie devine

J) + xA(w; T; ) + 0N = g(u). (3)

Aceasta ecuafie va avea (pentru A suficient de mic) o ridicini z*, care
va fi o variafie a radicinii z a ecuatiei (1) :

ZF=z+ M+ 00, h=29%
a?\. A=0

Pentru a-1 obtine pe /2, vom inlocui in ecuatia (3) pe # cu z¥, vom deriva
identitatea obfinuta in raport cu 1 si-1 vom face pe A = 0. Se obtine

e et
- 8'@) =12

unde
A =A@z;8;9)
Deoarece functia f este extremald, rezults
|2 [>]a] = 7.
Dar

|24 = z* 2* = |22 + 2A R (hz) + O(2?).

Deci trebuie sa fie satisficutd inegalitatea

R (hz) >0,
Tinind seama de expresia Iui % si introducind notatiile
f&) =g =g f&)=lL & =0,
inegalitatea de mai sus se scrie 2
® ( = ) > 0.
w—1

Inlocuind pe A cu expresia sa datd de (2), obfinem

rg{e"“’[ £ _ 5 =g (L0 ]2_ 22l ¢ (L2
o=l g—f(0) ©=1LFM) o-1:-2{LM
2T L (fY e
— = = > 0.
w—T 1—s¢ [t_mc)) ” i

Din cauza arbitrarititii lui ¢, trebuie ca paranteza dreapti si fie nula

o 1 [g i & -t L Jgpd C_J[ﬂt)]g

o3 r=f i o—1 1—at] \gro

Rezultd cd funcfia extremald w = f(C) trebuie si satisfaci ecuatia
diferentiali

(O w—1z-C

(ggz £ _ 1 atblier W
o —1 (=0 (1—20 ‘

w g—w
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unde

— —l)zg
b=(0 =) 2l —(1+mg] —(0—10) 227
= (0 —10)z(g—2) + (o —1 2L

Dacd am presupune cd 7 este maximul modulelor ridicinilor ectiafiei
(1), repetind rationamentele anterioare, se deduce ci functia extremals
verificd de asemenea ecuafia diferentiali 4).

el

€|

4. Se poate arata, ca giin [1], ci funcfia extremals w — f(t) transforms
cercul unitate, [{| < 1, in intreg planul tiiat de-a lungul unui numir
finit de arce analitice. Fie & punctul de pe cercul |C| = 1 care corespunde
extermulté;ﬁii unei astfel de tZizturi. Evident ci pentru L= kavem w' = 0.
Rezu@tg cd trinomul @ + b ¢ + ¢ 2 trebuie si admiti ridicina dubli E—=F
Condifia ca ridicina si fie dubli este

fo—0 [A—r)g+zl]l—(@—Hz2rIP—d(w—D2zlgl —r)=0. (5)

Ecuatia diferentiald (4) va primi forma

zw')z ol GRE -
g—w (e—%) (1-27)

| W

Dacd facem [ —0, se deduce C =zg. Tmpirtind ambii membri cu z —(
si facind { -2, obfinem relatia :

1 — %22 = 7‘ (1— %), (6)

Tinind seama de (5) si (6) deducem relatia

— = (1 — k2?2 g 1=kz =|? — - -
{g(m—l) [1—»'2 S T } .

de unde se obtine usor urmatoarea relatie
glo—l) =k (o —1) g

Inlocuind aici pe  cu expresia sa datd de (6), se obfine

B=2Z<_""2"  unde Q— 28
# 1-Q 8(2)

Daca z = 7¢'® se deduce formula

=0
1—Q|

—— (7)

Cele doud valori ale lui 2 vor corespunde celor doud valori extreme pe care
vrem si le gisim.

| &
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5. Fcuatia diferenfiald (4) se poate scrie, in definitiv, sub forma

[g 8 g . mL-FLN

W ;q— w z—0 (1—z0)

unde k este dat de formula (7), sau incd sub forma
Vg dw 12 \/?(1 JIB dx,
wVg —w CVH ()

unde H(T) = (2—C) (1 — 2T).
Deci, integrind, avem

o g ; 1—% ¢

o o = Rt
"/gg wVa—w ‘/"‘!5 VEG
pe
De aici deducem imediat ci funclia extremald ciutald este datd sub forma

implicitd de ecuapia

Log% — D _‘1.__.,,2)1; k- — g Log 1-+4#2—2z ;-«72:-\/2 H (%) . (8)
Ve+ Ve—w 2 Vz H (g + 22 — (1478 L=k
unde e
1==*1 "0

(cele doua determinari ale lui ¢ corespund celor doud valori extreme).

Rezolvind ecuatia (8) in raport cu w, se obfine

@ (T) ’
e i (8 )
( £ [14@ (%)
unde
(1—m9tl g

® (¢)

Ve © + 25— (@ +0) tllte - 25 - 2Vem @
(se va alege acea determinare a functiei multiforme ®(f) in asa fel ca funcfia
(68") sd aparfind clasei ).
Derivind relatia (8') se obtine
alfi A o (hfm [ = (I)f{;! .
[1+2(@)F°
Pe de altd parte avem
1fphg i = 32
1 ;~J 4z
Punind condifia w’ (0) = 1, se obtine relatia
,g@(l -+ I')u’ (1 . 1'2) =g

1 —r

'(0) =|

z
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sau

s 1+47]

. exXp

i, arg gre”’) — 0 + Z(g) In

f:]_.

v 1] e oy . . T .
TEOREMA. Dacd z = ré'® este o vaddcing a ecuaties (1) al cdrei modul are o
valoare extremd (cind f descrie clasa S), atunci v si 0 verificd sistemul de ecuatii

le— rZ'g(ygiﬁJ ‘ (1 -+ v R(q) et
o

1— 7 o

' 1—v

|l g(7e™)|. exp [ﬂ@(q} ]n11 e

Deducem in definitiv urmitoarea

(9)

1

arg glre®) — 0+ 2(g) I 1t7 —
wnde :
s o T : - rel0g(1¢19)
1— 0 (%)

Functia extremald w = f(t) este datd sub Jormd implicitd de ecuatia (8).

6. Presupunind ci putem elithina pe 0 intre cele dous écua];ii ale sis-
temului (9), obtinem, pentru cele doud determiniri ale luj g , doud ecuatii
in 7 :

Ei(r) =0,  Ey) =0, (10)

Putem avea urmaitoarele trei cazuri (care corespund celor trei cazuri
mentionate la punctul 2. :

1) Ambele ecuatii (10) admit ridacini in intervalul (0,1) si fie 7,, respec-
tiv 7, cea mai mics, respectiv cea mai mare dintre aceste radicini, adici
o< vap< . :

Atunci putem afirma ci 7, este minimul, iar Iy este maximul moduleloy
rdddciniloy situate in cercul unitate ale ecuatiei f(z) = g(z), oricare ar fi
functia f(z)eS.

2) Numai una dintre ecuatiile (10) admite radicini in intervalul (0,1) ;
fie 7, cea mai micd ridicingd (0 < », < 1).

Atunci putem afirma cd 7, este minimul modulelor riddciniloy ecuatiel
f(2) = g(2) oricare ar fi funcfia feS. In acest caz 7y = 1, adicd ecuatia
f(z) = g(z) admite rdddcini in cercul unitate de modul oricit de apropiat
de 1 (cind f descrie clasa S).

3) Niciuna dintre ecuafiile (10) nu admite ridicini in intervalul (0,1).

Atunci 7, = 7, = 1 si putem afirma ci ecuatia f (2) = g (2) nu admite
nicio vdddcind in cercul unitate ovicare ar fi Sfunctia fe.S.

Se poate pune aici problema de a gisi conditii necesare si suficiente
(sau poate numai suficiente) pentru functia g(z) astfel ca sd aibi loc unul
dinfcele trei cazuri de mai sus. Pare interesant mai ales cazul al treilea.
Daca vom numi functie excepfionald relativi la clasa S orice functie g(z)
astfel ca ecuatia f(z)= g(z) si nu admiti nici o radicind in cercul unitate,
oricare ar fi f(z) e S, atunci se poate pune problema de a gisi clase de functii
excepfionale relative la clasa S.
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7. 84 dim o aplicafie simpld a rezultatelor de mai sus. Mai intii si
observim ci dacd g(z) = a = const., atunci Q =0, ¢ = + 1 §i se regaseste
imediat rezultatul amintit la punctul 1.

Sa luim g(z) = (1 4 2)™, m real. In acest caz se géseste foarte ugor cd

24+
()= (L—n2(L+A"—r, Eyfr) = (1 + 7" —r.
i i a i — adacini in intervalul (0, 1),
$ de imediat cd ecuafia E,(r) = 0 nu are rddacini in intervalul (0, 1),
gz (\:{i‘ralde E,(?) =0 are o rédéci?:é in acest interval. Putem deci afirma ca
oricave ar fi funcia fe S, ecuatia
(1 + 2)"f(2) =1, p real

nu admite nici o viaddcind in ceveul cu centrul in origine §i de rvazd (maximd)
datd de viddcina cuprinsd in intervalul (0,1) a ecuatier

-l +r™*—r=0.

8. Amintim, in sfirgit, fird demonstratie, cd cu ajutorul metqdelor
variafionale se poate ajunge, urmind o cale analoagd cu cea de mal sus,
la urmdtorul rezultat : ’ e KR

Oricare ar fi functia f(z) e S, ecuatia f(z) = f'(2) nu admite nici o ra .sz.cw;u in
interiorul cevcului cu centrul in ovigine st de raza maxima o = V2 —1=041...

Funclia extremald este functia lui Koebe.

Universitatea ,,Babes— Bolyai'' Cluj,
Caledra de leoria funciiilor

DKCTPEMAJIbHAY 3AIOAYA B KJIACCE OOHOJIMCTHBIX
OYHKLIHHM '

¥ KPATKOE COIEP/AHHE

[1aBHBIA pe3yjabTarT 3TOH 3aMeTKH CJAe/yIOMIHH, ' 1
) i = = JI0-
Paccmatpuaerca knace S ¢yukuuit f(z), [[(0)=0, F(0)=1] I(i)OHaH
MOP(HBIX M OJHOJHCTHBIX B eniHuHOM Kpyre. [TycTh g(z) — roaomop iad
wai Mepomopnas B sToM Kpyre dynkiws (¢ eIHHCTBEHHBIM MOJIO
z=0), g(0)=0. »
U
Jloka3sbiBaeTcs Teopema: ecau z=re , r<1 ecrs rcoperib ypjcm,;z;ﬁag
f(z) =g(2), #o0yab KoTOPO2O I' NPUHUMAET IKCTPEMANbHOE SHAUEHUE ( e
f npobezaer kaacc S), o r u 6 YOOBACTBOPAIOT CUCTeME ypasnenmfé (9)
u akerpemasvhas Qynkyus feS dana 8 HEIBHOM sude ypasueruem (8).
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UN PROBLEME EXTREMAI DANS LA CLASSE DES FONCTIONS
UNIVALENTES

RESUME

Le résultat principal de cette note est le suivant :

On considére la classe S des fonctions f(2), [f(0) =0, f'(0) =i
holomorphes, et univalentes dans le cercle unité. Soit g(z), (g(0) =2 0),
une fonction ho'omorphe ou méromorphe (avec le pole unique z = 0) dans
ce cercle. On démontre le théoréme suivant :

Si 2=, v <1, est une racine de I'equation [(z) = g(2), dont le mo-
dule v.a une valeur extrémale (lorsque f varie dans la classe ), alors v et O
verifient le systéme (9) et la fonction extyémale 1eS est donnde par I’ équation (8).
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