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:

1. Fie A[f]= A[f(x)] o functionala liniard (deci aditivd i omogend),
definiti pe un spatiu vectorial S de functii f = f(x), reale, de variabila reald
x, definite si continue pe un interval I. Vom nota cu a extremitatea stingd
si cu b (>a) extremitatea dreaptd a intervalului /. Vom presupune, fard
a mai specifica in mod expres de fiecare datd, ci elementele lui S se bucurd
de toate proprietitile de derivabilitate necesare pentru ca functionalele
liniare considerate si aibi sens si vom presupune cd S confine totdeauna
orice polinom.

Daca consideram girul 4 [xi 1,7 =0,1, ..., doud cazuri se pot intimpla.
Sau nu toti termenii acestui sir sint nuli si atunci existd un cel mai mic
exponent (si unul singur) ¢ pentru care A[x'] este == 0, sau toti termenii
sirului sint egali cu zero. Rezultd de aici cd orice funcfionald liniard A4[f]
are un grad de exactitate bine determinat. Acest grad de exactitate este
numirul intreg # > — 1, sau numirul impropriu # = oo, caracterizat de

proprietatea :

1°. n= —1 daca A[1]z~0.

2°. A[%']=0,i=0,1,..., n, A[#""1]5£0 daci A[1]=0si daci cel putin
unul din numerele A[«'],7=0,1, ... este diferit de zero.

3% me=ovodach A2 ]=0,%=0,1, ...

In cazurile 1° si 2° gradul de exactitate este finit. Acest caz are loc
dacd si numai dacd A[f] este diferit de zero pe cel pufin un polinom. In
cazul 3° gradul de exactitate este infinit §i atunci A[f] este nul pe orice
polinom.

*) Acest articol a apirut, cu citeva mici modificiri neesentiale, si in limba francezd in
revista ,,Mathematica’’, 1 (24), fase. 2.
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Pentru ca o functionald linfard 4[f] si fie nuld pe orice polinom de
gradul », este necesar si suficient ca gradul siu de exactitate si fie egal
cu n cel putin (se presupune # < oo). Un polinom de gradul z este o functie
de forma o x" - o:lx"_] + ... + oa, coeficientii o, oy, - - -, oy fiind numere
reale oarecari. Daca cel mai inalt coeficient %y este == 0, polinomul se zice
de gradul efectiv #.

2. Ne vom ocupa, in particular, de cazul cind A [f] este o combinatie
linjard a valorilor, pe un numir finit de puncte, ale functiei f si ale unui
numdr finit de derivate ale sale. O astfel de functionald liniari este de forma

P k-1
Al =X ¥ a0,/ ), (1)
I=] =
umd e A e kp sint numere naturale Helte, 2 te=1,2 ..., P, sint

# puncte distincte ale intervalului / iar Aiptiasll Tl ok — 1og e, 2y vy P
sint, constante independente de functia f. Punctele 2, le vom numi nodurile
lar constantele a;; coeficientii functionalei liniare (1). ‘

In expresia (1), pe nodul z figureazi valorile functiei f si ale primelor
sale k; — 1 derivate, deci ale primelor %; derivate ale functiei f, daci con-
venim ca functia insisi si fie derivata sa de ordinul 0 si dacd admitem ca
unii coeficienti a;; pot fi egali si cu 0. Pentru aceastq convenim ca in z; sa
fie confundate %; noduri. Atunci k; este crdinul de multiplicitate al nodului
2; (acest rod se zice simplu dacd k; = 1, dubly dacs ki = 2 etc.). Mai putem
spune cd z; este un nod de ordin %; de multiplicitate, In felul acesta numirul
total al nodurilor, distincte sau nu (deci fiecare nod distinct contat cu
ordinul sdu de multiplicitate) este egal cu m — ky + kg4 ... + kp. Nu-
marul m al nodurilor este cel putin egal cu P si este egal cu p daci si numai
dacd toate mnodurile sint simple.

Cele m noduri, distincte sau nu, se pot nota cu xy, %, ..., ¥, Dintre
aceste puncte %; coincid cu z pentru ¢ — 1, 2, ..., p. In felul acesta am
numerotat (cu primele » numere naturale) o permutare a nodurilor. in
principiu permutarea, deci numerotarea nodurilor este arbitrard. Hxisti
totusi anumite numerotiri privilegiate, pe care le vom numi mumerotiri
(saw permutiiri) normale si care se obfin cind pentru fiecare ¢, cele k; noduri
¥; care coincid cu z; sint numerotate cu ki indici consecutivi, De exemplu,

Yethot oot kv=2 v=1,2 ..k, 1=1,2 ., . P (kg = 0) este
0 numerotare normald. In particular, daci sirul %, %,, ..., %, este mo-

noton (medescrescitor sau necrescdtor), nodurile sint numerotate normal.

3. Funcfionala (identic) nuld pe S este de forma (1), unde toti coefi-
cientii a; ; sint egali cu 0. Aceasti functionali liniard are gradul de exactitate
egal cu eo.

O functionalid linjard de forma (1) nu ‘determind complet sistemul
de noduri z, cu ordinele de multiplicitate respective. Astfel la nodurile
deja considerate putem adiuga un numir finit oarecare de noduri oarecari,
fdrd ca aceastd functionald si se schimbe. Este destul si se arate acest lucru
pentru un singur nod nou adiugat. Fje %o un nod adidugat la cele precedente.
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Atunci putem adiuga lui 4[f], fird ca el si se schimbe, termenul 0(;1)‘(%)
" - - . i 5
dacd x, nu coincide cu nici unul dintre nodurile z i termenul 0./ (),
i %o le
daed %, = % e e )
Riguros vorbind, trebuie, in general, modificat si spafiul S detdefmlf.lf
a lui zéf[f} Daci, de exemplu, facem modificarea precjedenta 1)611:1 r111 fjfnf_é
— 2z, noua functionalid liniara obtinuta, egald cu A[f] pe §,de5 e L(hc 11’111 2,
pe 1'1’11 spatiu vectorial ale cdrui elemente _adrmt 0 derwatﬁa e 01r Tt o
pe punctul z. De la spatinl vectorial inifial S s-a cerut in mo{ 1111%:(:::(:1..61
numai existenfa derivatelor de orrhnu.l Ry —_1 pe z,-la(lle e Lm_eln e'?e (.I:ECE_
Prin adiugarea, in felul ardtat, de noi nodurl,.trebuu‘aaa corlljsu e]lg ' 11'
i ‘in general numai anumite restringeri (pe niste submultimi co
i 11,{{C_)[€Lre,111"11 % S) ale lui 4[f]. Deoarece ceea ce urmeazd este suficient
venabile ale lui 5) ale J. D : = e o
de clar, este inutil sd insistim mai pe larg asupra acestor c?'ilsidcfr_a’ic;ﬁ?ili,
S% considerim o functionala liniard (1) care nu are tofi Cﬁf icient
a; nali. Putem presupune, firi a restringe generalitatea, cd ave
. . >
Qg F0, 0 =1,2,..., 5. (2
. S e > e (2
fn acest caz nodurile sint reduse la numirul lor minim. Daca con(clhizl}lefu(r
nit sint toate verificate putem suprima un numair ularclzcaie__de 1no élélépoife
l L iar3 ] sa i i SUS. b
i i 1 si se schimhe, in sensul de mai s t
ca functionala liniard A[f] s nbe, in _ :
ui;or vedea cum se pot face aceste suprimari si cum putem ajunge la numé ;

rul minim de noduri.
84 considerim polinomul de gradul m,

LN

a

(x) =TT (x — m). &
v=1
Atunci?) _ - 1
4 o 1 _ e B! x) Tk—1) — iy (f— 1)1 |T| (zr- — 2;"} v
¥— 5 AU & —ple— v=1

.¢:i,2,...,ﬁ,

care sint, p2 baza ipotezei (2), toti diferifi de zero.
Sz dzduce d= aici urmatoarea ) . s
Leva 1. O funstionald liniard (1), in care '?'LM]tO,iI, cocﬂc‘fw, ij st
nuli, are un grad dz exactitate (finit si) cel mult egal cu m — 2.

Rezultd de aici ci daci o funcfionala liniara (Ee forma (I)Uar_e .1111Ugratrl
de exactitate mai mare decit m — 2, atunci aceastd functionald liniara este

identic nula. )
% Daci funcfionala liniara (1) are gradul de exactitate egadl cu mtg }

ea se reduce, afard de un factor diferit de zero s 111dep§nd.ent i funct )

la diferenta divizatd de ordinul m — 1 pe cele m noduri %y, %5 .-y Xm:

Aceastd diferentd divizatd se noteaza cu

o %ms fla)] san [%, % <. Zm i L

(4)

(%1, %,

3 ; 13 Insemuneaza ca i 5 jare; Ies tiv 1 rodus s xeluc valoarea i a 1
exc € alo Tui
} I i | € [ 108U f pec np € d d

v=1] v=l
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sau in fine cu

[2, 2, - o, 2, B9y By oy By, L., 2, Zpy -y Zp;
o temm— e
ks ey ky

daci este necesar ca nodurile sd fie specificate cu ordinele lor de multipli-
citate.

Diferenta divizati (4) este o functionald liniari de forma (1) complet
determinatd de conditia ca si se anuleze pentru orice polinom de gradul
m — 2 si sd se reducd la 1 pe polinomul xm—1,

Diferenta divizati se bucuri de niste proprietdti si verifici niste for-
mule bine cunoscute. Vom reaminti principalele formule de care ne vom
servi in cele ce urmeazs. '

Diferenta divizati este simetrici in raport cu nodurile. Rezulti ci in
notafia (4) numerotarea nodurilor este indiferents.

Avem relatia de recuvenjd

[y 25yen o\t ;f]-—[t,:,...,t;f]
{‘t]_; tg; -‘-gtq+1; f]= =1 Lot it L (5)
b1~ 4
intre diferenfele divizate de ordinul ¢ i cele de ordinul p — 1. Formula (5)
dd si o justificare a denumirii de »diferentd divizatd’’. Aceastd formula

este valabild cu conditia ca diferentele divizate care intervin si aibd
sens s$i ca nodurile £, for1, sd fie distincte,

In cazul cind toate nodurile unei diferente divizate de ordinul p coincid

cu un acelagi punct £, aceasti diferentd divizati se reduce Iai'f(")(t}.

P
Avem prin urmare formula,
- L r(e)
[ttt [ =L@y, (6)
— @f
o+l
Avem si formula de descompunere
B, Usiir'se iy, Bty s B 1 b, £ 0 P B
f,l 2 e “1, 42 of] [l 2 Q(x—ti)(x—tz)...(;r—io,) +
o L Jix)
—|—[f1,t2,.-,t’,———_—'—__——u 7)
E (=t —8) ... (x— 1) (
care este valabila cu condifia ca nici unul dintre nodurile ¢, ¢,, . .., l, sa
nu coincidd cu unul dintre nodurile i b, % t'o,.
Avem formula de reducere
[tll #‘2! I tc: t, Z’JZJ ey Zl;'; f(x)(x i t;l)(x . té) ANt (Jﬂ Ny t'c')} ==
' = [t, &, v e bo (8)
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Formulele precedente permit si obtinem ugor coeficientii ¢;; ai dife-
renfei divizate (4), scrisi sub forma (1),
P

kp—1 .
(o 2 - 1 [1= Eo Cig f”’(z[-).‘ (9)

i=
Daca punem
i

/|

kE i
(# — &)™ v=1

. S 0
Li(x) = 43 (=2 ¥ =, 8 i By

=i

unde /(x) este polinomul (3), aplicind convenabil si eventual de repetate
ori formulele (6), (7), deducem

P i=
(%1, %y - o0 %m s f1=Y, {33 z;,k;.,z;, 1;-]

i=1 ¢
P 1 (%) (ky=1)

Deducem ‘ et il

f=0,1, =1, i =12 ...,5
in particular, avem

T 1 = L 3:1,2,,2‘5
bR Ry 1)1 2 .
1} I i | (zf 2 ZU) v
v=1
R e 5 ificate.
Se vede cd in cazul diferenfei divizate (4), conditiile A(?.) S}gtnzéerggmai
fnsemneazi cd notatia (4) a diferentelor divizate pune in evideni

sistemtl de noduri in numar minim.

a : e ; i 1 Iui Lagrange-Her-
5. Sa notdm cu L(x_l, Kgy « o or Fm flar) pohnomu;{cesta estge polginomul
mite relativ la functia f ¢i pe nodurile %, Yo, i 991,,2. .
(unic) L(¥) de gradul m — 1 care verificd egalitafile

LMg) = f2%%), 7=0,1, .., k-1 1i=12, ..., p (10)
A
e L{%y, %5, .« ) %m ; flx) =
N e ) Mo () Bt st 30 e )
v=0

‘. ¢ — din membrul al
i v=0, produsul (x — 2;)(¥ — %p)...(x — #,), di
doilelajagstevinlocuiiJ ctt 1. Vom face o astfel de conventie si in alte formule

analoage.
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Din (10) rezultd ci

| Alf]l =A[L(%, %, ..., %p; fl2) ] (12)
$i tinind cont de formula (11),
m—1

4 [f] = \gnav %y %y, oy X1 [, (13)

unde

ay=A[(x — x)(x — x,) ... (* —#,)], v=0, 1 e )

Dacé functionala liniara i ]
{ 1ar& consideratd are gradu acti i
egal cu n (D=n=m — 2), avem g = O& v lOd(_‘?[ e o
- e — L BV =4, == MG G ey P 1l reciproc.
Dacd aceastd functionali liniari are gradul de exacfitatg ega%j ccil
1}; (—1=n=m —2) avem, in plus, @, = A[x"*' )0 si recipro
< . L = ’ 0C.
ceasta proprietate se poate enunfa sub forma urmitoarei e
; 2 2 a1 1 LAV T ¥ ;
s ‘]I[;ZE;MA;.Z Pentru ca f.!mc,zfzmmfla bimiard (1) sd aibd gradul de exactitale
. ﬁ, é}.::zaeba ctt n, este necesar §i suficient ca in expresia sa sub forma (13)
g « g > @y = ... =ay, = 0. Pentru ca gradul de exactitate s fie chiar
s este, tn plus, necesar si suficient ca sd avem Anyy 0

6. REZultatul Precedeﬂt es te ﬂ.(leva] a.t JENTI [e)
A b

Sd presupun a s y i
P punem acum ca sirul x, %, ..., %, al nodurilor (deci nume-

rotarea respectivi) se bucurd de i i '
: Tespe proprietatea ci daci 7, 7 st i i
dintre indicii 1,2, ..., m, avem P e A

Aplicind formula (5) diferentelor = divizate 1%, o %ot [l
:hj— 1zd+ 2, A -, om—1 (se presupune m =n - 3) si daci e'ste“;;]ezresar,
ar de mai multe ori (aceasta daci e >n+-3), deducem formula (m=mn--3)

A[f] zvgﬂ“v (%1, %, - . ., Fop1; f] +
1m—h—]

‘|‘_E v (X, Fegr, -

P2 s ¥ipngrs [, (16)
uﬂnde coeficientii ay, dati de (14) si coeficientii p;, i — [, 2 . m—mn —1
sint independenfi de functia f. oy
Putem atunci enunfa urmitoarea
sl LEma ; . Pentru ca functionala liniard (L) sd aibd gradul de exactitate
| cu n x (k ' — ¢ i t 2
Iy = MAaxX (B ks, oo ky) — 2 (deci pentru ca aceasti functionala

liniard sa fie nuld pe orice polinom de gradul » > max(ky, & kp) — 2)
esie mecesar si suficient ca ea sd fie de forma SR )
m—n—]
A = (% % .
[f] i; i I.x“ %i'i'l AR xl"H"‘H :f]l (17)
unde g, t =1, 2 7 A clenti 1
ey, 2 =1,2, ..., m —n — 1 sint coeficients independenti de functia f.
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Penlru ca, sub aceleasi conditiuni, gradul de exactitate sd fie egal cu n,
S el |

este, in plus, necesar si suficient ca sd avem Y w+o.
i=i

Conditia este necesari. Intr-adevir, pe de o parte, pe lingd ipotezele
lemei, putem gisi o numerotare a nodurilor astfel ca conditiile (15) si fie
verificate. O astfel de numerotare este, de exemplu, orice numerotare
normali. Pe de altd parte, atunci (17) rezultd din formula (16).

Inainte de a merge mai departe observim cd pot exista numerotiri,
diferite de o numerotare normala, pentru care conditiile (15) sint verificate.
Astfel daci ludm p =38, %, =3, ky = k3 =2 (deci m = T7), n =3, per-
muthrile (BY: 2,22 2, %y %oy 25 (P) 2 %y, %0 By #10 % B 55 Aoy HUmMEros
tari care verifica condifiile (15). Aceste doud numerotari diferd prin aceea
cid formula (17) corespunzitoare lui (P) ne conduce la aceleasi diferente
divizate ca si permutarea (P*): zy, 2y, %, %y, %y, %3, %3, Care corespunde unei
numerotdri normale, insd formula (17) corespunzitoare lui (P’) ne conduce
la diferente divizate care nu sint aceleast (in totalitatea lor). Se poate spune
ci numerotarea corespunzitoare permutarii (P) este, intr-un anumit fel,
veductibild la o numerotare normald insd nu este astfel pentru permutarea
(P’). Notiunea de ,reductibilitate’’ care intervine aici este clard fird nici
o alta explicatie.

S4 revenim acum la demonstrarea lemei 3 si sd ardtdm ca condifia
acestei leme este si suficientd. Intr-adevir, orice diferenf{d divizatd de
ordinul » + 1 este de grad de exactitate n, deci se anuleaza pe orice poli-
nom de gradul #. Este clar ci aceeasi proprietate este adevaratd si pentru
orice combinatie liniard de astfel de diferenfe divizate.

Suficienta ultimei conditii a lemei rezultd din formula

e m—n—1
A T = E e
i=1

Conditia # = max (ky, kg, ..., kp) — 2 a lemei este esentiald. Dacd
aceastd conditie nu este satisfdcutd se poate sa nu existe o relatie de forma
(17). Acest lucru rezultd din faptul ca dacd nodurile unei functionale liniare
de forma (17) sint reduse la sistemul lor in numir minim, printre aceste
noduri nu existd nici unul care sd aiba un ordin de multiplicitate > n + 2.
Dacid 7 < max (R, Ry, ..., k) — 2, nu existd nici o numerotare care si
verifice proprietatea (15).

T
7. Vom treaminti nofiunea de functionald liniard de forma simpla.

Functionala liniard A[f], definita pe spafiul S, se zice de forma simpld,
dacd existd un numir intreg » = —1 astfel ca pentru orice fe S si avem

A[fi‘ = K [§, Eoine v B 5 F (18)
unde K este un coeficient diferit de zero si independent de functia f iar
£, Ear .-y Gy sint e+ 2 puncte distincete ale intervalului / care, in general,
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pot depinde de funcfia f. Dacid # = 0 punctele & pot fi alese in interiorul
intervalului 7. Acest lucru rezultd din proprietitile de medie ale diferentelor
divizate [6]. In cazul considerat, deci cind 4 [f] este de forma (18) indicats,
gradul siu de exactitate este egal cu #. Rezuiti ci dacd o functionald li-
niard este de forma simpli, ea este de aceasti forms pentru o singuri va-
loare a lui n. Existi o importanta proprietate care caracterizeazi functio-
nalele de formi simpld [4] si care se poate enunta sub forma

LeMA 4. Pentru ca functionala liniard A[f] sd fie de forma simpla,
este necesar §i suficient ca sd existe un numdr inireg m = —1 astfel ca sd avem
A[f]# 0 pentru orice feS, convex de ordinul . :

Proprietatea de a fi de forma simpld este deci foarte intim legata de
nofiunea de functie convexi de ordin superior.,

O functie, definiti pe I, se zice comvexd de ordinul » daca toate dife-
renfele sale divizate de ordinul # .+ 1 pe 7 - 2 noduri distincte (apartinind
lui 7) sint pozitive. Funcfia se zice neconcavd de ordinul n (pe I) daci toate
diferentele sale divizate de ordinul + 1 pe puncte distincte (sau nu)
sint nenegative. O functie convexi de ordinul # este o functie neconcava
de ordinul # particulara.

Numidrul # din lema 4 este acela care figureazd in formula (18) cores-

punzitoare. Coeficientul K din aceasti formuld este egal cu A4 [x"*!], sau
cu 4[f], unde f este un polinom de gradul « 4+ 1 cu cel mai inalt coeficient
egal cu 1.

Dacd funcfionala liniard A[f] este de forma simpld si dacd f are o
derivatd de ordinul # -+ 1 (pentru » = 0) pe interiorul intervalului 7, avem

Alf] = Kﬁf‘”“’(i), (19)

(7 + 1
unde K este un coeficient independent de tuncfia f (de altfel egal cu acela
care figureazd in formula (18)) iar £ este un punct al lui 7, chiar dininteriorul
lni 7 dacd n =0, si care depinde, in general, de functia f.
Regdsim un caz clasic bine cunoscut daci A[f] este restul formulei
lui Taylor. Atunci (19) este forma clasici a restului dat de Lagrange.

8. Vom reaminti citeva proprietati ale functiilor convexe de ordin

superior. Orice funcfie neconcavd de ordinul 7 = 0 pe I este continud
pe interiorul lui 7 gi daci #>1 ea are o derivati de ordinul n — 1

continud pe interiorul lui /. Daci derivata de ordinul % -+ 1, FOER
existd, condifia f ("“)(x) = 0 pe [ este necesari si suficientd pentru ca functia
sd fie neconcavi de ordinul 7 pe 1. Aceeasi conditie este numai necesars,
far conditia f”"*V(x) >0 este numai suficients pentru ca funclia f si fie
convexd de ordinul # pe . Dacd "t (x) = ¢ pe I si dacd nu existd nici
un subinterval nenul al lui I pe care StV (x) si fie nul, [ este o functie
convexd de ordinul # pe I. In particular avem

e

LemA b. Pentru ca un polinom f de gradul efectiv >n sd fie convex
de ordinul n pe I, este necesar st suficient ca sd avem f(”""”(x) =0 pel.
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Conditia este suficienta. Tntr-adevz“}r, de_rivatau de or_dinul‘ n-41 a uml,u
polinom de gradul efectiv >n nu este identic nu_la, deci nu se poatet a1(1iual}
decit pe un numir finit (= 0) de puncte. Aceasta (1e_r1.vavta nu _SE} poate deci
anula identic pe nici un subinterval de lungime pozitivd a lui /.

Necesitatea condifiei rezultd din cele spuse mai sus.

Un polinom de gradul efectiv # este un puolmorn de- glr.adul 1&, care {mi
se reduce (pe un interval de lungime pozitivd) la un polinom de gradu
i _(]Iﬁnvexitatea de ordinul —1 este ech_iv.alenté cu quitlvitateq,, iar
neconcavitatea de ordinul —1 cu nenegativitatea fun.cjcleL Conveﬁc‘lta’;eg
de ordinul 0 este echivalenti cu cresterea iar neconcavitatea de ordinu

cu nedescresterea functiei.

9. O functie convexid de ordinul » se bucurd de proprietatea cé ?Zn;:e
diferenta divizata de ordinul n +} a sa pe n + 2 110(1}1;1 n fogffe _cm;jv'-u-u itr,;:
este pozitivd. Se presupune, bineinfeles, ca aceastd dﬁgrent:ll ivizatd Em i:1
in sensul de la nr.1, deci céftun?:l‘a 1%}1’;:‘ eigctw derivatele care interv
i i forma (1) a diferentei divizate. )
i exli‘pilt‘eef:%uiitionalﬁ l(in)iaré de forma (17). Tinind seamz'iﬂ de lema 4, rezultd
cd dacd tofi éoeficientii e =l s M= 1. sint = 0, sau tofi
sint = 0, si dacd existd cel putin un coeficient y; diferit de zero pentru care
nodurile X;, Xip1, ..., Xipnyg ale diferentei .dnurmate corespunzitoare si 1;11
fie toate confundate, atunci funcfionala liniard (17) este de grad de exacti-

i ma simpla. )

tate é""oildﬁ:size Cie ggéfi(:ien’,cﬁppi s fie de ace{ag;i. semn nu este, 111\g_e11ErJa1,
necesara p‘entru ca functionala liniard (17) s aiba gradul de exactitate »
si sa fie de formd simpld. o : :
7 Si presupunem acum ci x, gnxé = 9;\:,,, si cd ordinele d§ 1111111;;‘5;
plicitate ale nodurilor distincte sint = » - 2. Pe baza un?_i. resa s
deja obfinute [5], rezultd cd _pentruF n=—110 satt 1, condifia « Lol
coeficientii p; ai functionalei liniare (17) sd fie de acelasi semn $i ca sa e

cel putin un indice ¢ pentru care y; :,—’:O'mr '11.odu£11e X x,-+[,f..., ,_,,;L,,I.T;
sd nu fie toate confundate, este necesard i suficientd pentru ca funcfio 1in
liniard consideratd si fie de gradul de exactitate # si de’forma simpla.
Bineinteles cd pentru # = —1 ultima conditie, ca nod}lr_lle X, zH_;_, e :\i,-+,,,;é
sa nu fie toate confundate, nu se pune. Vom relua aici demons‘5t1a‘;‘1.a pe C:.i
am dat-o, cu oarecari mici modificiri neesentiale, in 11%c1'a16.:a utatf'l ‘[.)]~.

Pe baza celor spuse este destul si ardtdm cd daca Itll]ctlfllztl-a 1};"2&2‘12
(17) este de gradul de exactitate n (pentru »n = —1‘, (]3 531; 2 i (;Zro i
forma simpld, nici unul dintre coeficientit p; nu poate 1m ie]n de zero gi,
in acelasi timp, de semn contrar cu numirul A[x"™'] = :gl w; (care este

m—n—1 : .
in mod necesar % 0). Presupunind deci ci igl u;# 0, proprietatea este echi-

|+

m—n—1
valentd cu faptul ci .inegalitdtile ( Y, W

v=1

) w=0,s=12_.. 6 m—i—1
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sint verificate, In demonstratie tinem seami de faptul ci daci f este o
functie neconcavi de ordinul n, A[f] este in mod necesar de semn neschim-
bat (este tot timpul =0, sau tof timpul = 0): Mai precis de faptul ed,

m—1—1 mM—f=—]
pe linga ipoteza Y wF0, avem ( Y (4‘,) A[f] =0, pentru orice functie
I=] v=] }

f neconcavi de ordinul .

10. Pentru demonstratie vom

distinge cele trei cazuri, dupd wvalorile
—1, 6, 1 ale lui #.

Cazul 1. n= —1. Putem presupune x; < xp < ... < %, §i functionala

i

liniard (17) se reduce la 4 = Yo%) Daci0< e <«  min (1 —21),
i=1 E=1; 20 wu, m—1]

functia continui

e 1 | . | 3
filx) — = (I# — % +¢| + & — a; — el —2 g — x!)
E

/N

-7 X;‘ -< Xy
Fig. |

este negativi, ce reduce la 1 pe x; sila 0 pe celelalte noduri. Avem deci
Alfil=pni=1,2,...,m si rezulta cd (i y\,) e =0,2=1,2,...,m, ceea
ce demonstreazi proprietatea. s
Cazul 2. n = 0. Putem presupune, fdra a restringe generalitatea, ca
‘toate nodurile sint duble, S4 presupunem deci ci m este par i ca xpy—y =1y,
(i B ii, Y < %< ...<< Ap_;. Functionala liniard (17) se reduce

m—1
la A[f]= > Wi [#1, xi41; f]. Cazul cind unele sau toate nodurile sint sim-
i=1
ple este cuprins aici ca un caz particular. Dacd, de exemplu, in loc de
nodul dublu wy_ ;== xy;, avem un necd simplu care coincide cu acest
punct, este suficient si Iuim py_; = 0 in formula precedenta. Atunci deri-
vata functiei f/ pe acest punct dispare in expresia lui A[f;]
Trebuie acum si distingem doui subeazuri,

dupa paritatea indicelui
i a coeficientului p;.
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1°, Fie z par. Atunci uumerele x;, x;.p, sint distincte (%< x74) si
functia continui

fi(x) =

(#i41 — 2+ 8% — 2% — ;| — 8% — % — 2244])

1 =2,4,...,m—2,

1
2

este nedescrescitoare, Avem A[f;] = i si deci

—] :
(mz p\,) pi=0, (20)
v=1
pentru + = 2,4, ..., m — 2
> I 1
‘ |
‘I Xi+1 — X[ |
' |
l I
AL e
2X;+ Xits X +32x:+¢ Xies

Fig. 2

3 = = <8
2° Fie ¢ impar. Atunci % < %; = %j4) < %igo. Dacd 0< e<
< min (¥ — %1, ¥iy2— ¥iy;), functia continud

h#) =L @+ 1% — % + el —|x—x — ¢
z 2
8 =il B i W ]
= Uil 0
este nedescrescitoare si avem A[f;] = ¢ ( g L + b

. s 2 3 |

‘ Xieg A e X; X t+C (+2 ‘
r"‘ +7

Fig. 3 |

9 — Studiif si cercetiri de matematlicid nr. 1/1960,
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Dacd y; # 0, pentru = suficient de mic, A [/i] este de asemenea 0 si de

acelasi semn cu ;. Se deduce ci inegalitat 2 S
. S e inegalitatea (20) es dratd si
! 4 Ty g a (20) este adevirati s1 pentru
Inegalitatea (20) este deci adevirata pentrn ¢=1, 2
] ’

prietatea este demonstrati. <o, m—1 si pro-

oul 3. n — D Py X
. Cazul 3. n = 1, 'Iutem presupune, fard a restringe generalitatea
cd toate nodurile sint triple. Fie deci m un multiplu de 3 si fie xg;_y — x J
. 9 i—2 = 3] =
. o m
=X, t=1,2, .., —. & Yyl % ¢ i ini
2 o=y <4< %< ...< ¥pp. Funcfionala liniard (17)
m—2
se reduce la A [f] = [, 2y biwa s ] € i
L A [f] E, Wi [, %41, %y f). Cazurile in care unele say
= &
toate nodurile sint duble sau simple sint cuprinse in precedentul ca si
cazurl particulare. Dacd, de ex., in loc de nodul triplu X i
'L de ¢ V3i—2 = Ngi—| = Xg;
Awefm un nod dublu care coincide cu acest punct, este destul séluémsl 1 ﬁ%
1]1? ornu}Ia precedentd. Atunci derivata a doua a functiei f pe "Lcéshzuzu;ct
e =Sl g 9 . A wo A I e
(“lspcilejn expresia lui A[f]. Dacd in loc de un nod dubiu avein 11111) nod
stmplu in acest punct, este destul sa ludm py;_, = 0 iar pe pai—y, W astfel
ca si a X3ip1 — X3p)Psi-3 = (% e ) o s
hii i V((IE]‘ll (131.+‘[ ‘_963,)(.L3,:3 = (33;_2_ = X33 )ugi—;. Atunci in expresia
] dispare gi derivata intfia a lui f pe acest punct

Si aici vom distinge doud subecazuri 4 ile indi
7 uri, dupi valor i 7 fata
T pa valorile indicelui 7 fatid de
S P g T
lt;'L 1 b(:]-.t, cpns1deram perechea de coeficienti w;, p; .y unde 7 + 1 este un
multiplu de 3. Avem x;,; < ¥ipp si functia continui :

.f‘,-(;\f) = (Jlf.,'+2 — “‘:-"+l) —::\_M N
2

t=2,5,8, ...;m —4,

unde Xy << A<C x4, este neconcavi de ordinul 1. Avem

A[fy] = e = Nt g0 - gy
Yit2 T Figs
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Se vede ca dacd p F 0 si e (.41, ¥isz) este suficient de aproape de xiyy,
A[fi] este #0 si are acelagi semn cu p; iar dacd pip1 F 0 5i he (¥iyq, Kiso)
este suficient de aproape de x5, A[fi] este =0 si de acelagi semn cu
i1 Rezultd cd

m—2
(gquza (21)
=1

pentrd ¢ =29,3,5,6,8,9, ..., m—4, m —3.

2° S presupunem acum ci ¢ este congruent cu 1 modulo 3. Atunci
Xi=%i41 = %ipz. Dacd 0 < e<min (¥ — %i—1, Xigs — Xj40), functia continua

.f/
P
I
|
< I
S /_)_.-zf",”‘_(;:f,___{l,g___i, R . e
X K o= & X; X +& Xie3
R+t
Xiio
Fig. b

il = %{4:—:(;\5 — %)+ (x — 2+ e)|x — x4 ]| —
—(x —xi—€) | % — % — sd
t=1,4,7, ..s,m— 2

este neconcava de ordinul 1 gi avem

Byl by — ¢ by i
A[f-"]:Eg{’ 2~ W1, Wi 10]_1__,5 (‘ =1 +1 )-J i

(# — %)% (%43 — %p40)® Fi—1  Figz T Fiqo

Daci p; # 0, pentru ¢ suficient de mic, A[f;] este 0 si este de acelasi
semn cu ;. Rezulti cd inegalitatea (21) este adevirata i pentru ¢ =1, 4,
7, ..., m —2. Inegalitatea (21) este deci adevidratd pentru 7 =1,2, ...,

m —2 si proprietatea este demonstrati.

11. Proprietatea pe care am demonstrat-o pentru n = — 1, 0 si 1 nu
mai este adevirati pentru » > 1. Pentru a ariita acest lucru este destul
s demonstrim ci daci n > 15 &, < ¥y < ... < Xpyq 5i dacd p', p'” sint doud
numere pozitive destul de mari (in orice caz p.’ + p'’ > 1), funcfionala liniard

w [%y, %o, .., ¥naas f1 — (%2, %5, - %ne3; F1H0" [0, %y oo os Fngas [ (22)
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este (de grad de exactitate » §i) de forma simpls. Intr-adevir, si introducem

printre nodurile x; inci » +3 noduri, formind astfel sirul de noduri x, < x'2<

22 e x;;,,+—,-, xéffl =%,t=1,2, ..., % 4+ 4. Din formulele de medii ale
diferentelor divizate [3] rezulti ci

42
[%1, %, o0, Xyga gl :'EI o (%1, Xy, ..., Xignt1 ;5 f]
=
n-4
’ ’ ul .
L%, %y, ooy Hngy i f] :'Zsﬁ[ B TR Yignt1; f]
i=
746 —
[, KXay ooy Xpgas f] :’Z!]S YelZey Tty o Xy 5 S,
1=

unde o;, £, vy, sint coeticienti pozitivi, independenti de functia /
n+2 n+4 n-6

(51 Youw =% B = Yiyi = 1). Functionala linjara (22) se poate scrie sub forma
=1 =3 i=3

7+6
A ’ t . ! Al .

;%i(u O(f"l— By — ﬁr) [2‘1-: xi+!" G xf+11+l :f] ’

unde a3 = Untd = Upys = Opye =0 =By =f,,, = Bute = v =vp=y3 =

Y4 = 0. Proprietatea pe care o avem in vedere rezultd din faptul ci nu

existd nici un indice 7 pentru care coeficientii oy, §; si fie nuli in acelagi

timp (se vede ugor ci acest lucru nu este adevirat pentru # = 0 sau pentru

n o= 1),
In fine si ne reamintim ca pentru ca o functionala liniard de forma (1)

sa aiba gradul de exactitate » sisd fie de forma simpli, este necesar ca ordinele

de multiplicitate &,, ky, ..., kp ale nodurilor, presupuse reduse la numirul
lor minim, si fie toate =n--2 [B].

ITI,

12. Ne vom ocupa de restul unor formule de aproximare ale functionalei
liniare A[f]. Aceste formule pot fi considerate ca niste generaliziri ale

formulei de interpolare a lui Lagrange, care are ca un caz particular formula
lui Taylor.

Fie A[f] o functionala liniara definit pe spafiul S, asa cum s-a explicat
la nr. 1. Vom considera un sir finit sau infinit de puncte

Yo: Vi, - - (23)
distincte sau nu, Vom considera o secfiune ‘
yﬂ’y.l: ce s Vs (24)

a acestui gir si polinomul Iui Lagrange-Hermite L(y,, Yo -0 Vs [l%) pe
aceste puncte si relativ la functia f. Pentru orice xe 7 acest polinom este o
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funcfionald liniara de forma (1). Mai precis, polmoxr&u] fse P{;gtjr pﬁﬁ;gﬁ
fcrma (1), unde a;; sint polinoame independente 1eTm}]3(1?ie Piges
total al nodurilor, distincte sau nu, f111_1d_ egal cu s+1. re1 a2
cd existd valori ale lui » (in numdr finit) pentru care num

noduri este mai mic decit s 4 1.

Avem formula de aproximare

A[f] = A[L(yo Y1 -- o Y53 F12)]) + Re[f), (25)
unde R;[f] este restul acestei formule.
Formula (11) ne da
ALF] = 30 (Yo 0 o301 + RIFT, (26)
-

unde »
c,,:A[II (x—y,;)],v=0,1,...,'s. (27)

i=0

Formula (25) este complet caracterizatd prin faptul cd ea este del forma
(16), cu un rest R,[f] functionald liniard de gra}ddde exaactita;te p%elin%?ﬁ;nl
: : tr-adevir, pentru orice polinom e gradul s, inomul
ig(al c’u ; . i;ls 2 f1%) se re?duce la f, deci Rs[f] este nul. Atunci coeflcwnfq':u
c yglja?cil "de formula (26) sint bine determinafi gi, pentru un v dat, ¢, este
Vi ¥
independent de s. L . : ‘ X
IPresupunem, bineinteles, ca c:onchjcnlr:_q de EI:mste111p:a1, d(giei 1;1 Er]mlnciﬁ;;
ifi s pentru functionala linjard R [f]. Astfel, puncte e_.'- ,8a 111
V‘;glflgiigpgle intervin toate, aparfin intervalului /. Diferenfele divizate
([d )yr( i fl,v=0,1,...,s, existdin sensul explicat la nr. 4 etc.
il PRI 1 T ’ P L SLRE B ) i . )
Ya Elste clar cd daci restul R[f] este definit, toate Irb_jtunles Rl
Ry[f], .-, Rs—i[f] sint de asemenea funcfionale liniare dzfinite p= S. .
3 1;1 celc; ce urm=azi vom stulia citava cazurl elnd restul R, [/] al formulei
de aproximare (25) este de forma simpld.

13. S4 considerdim o functionald liniard A[f] de forma (1). A?Ifnzfl{ﬁ
numai dacd nu se specificd in mod expres contrarul, nel \from qup(% Iur; g;e
i a | a formulei (25) es
i i : ta formd. Restul R;[f] al formule _
de functionale liniare de aceas i el
i 51 a inele de multiplicitate ale no
atunci de aceeasi formi. Ord _ ¢ s g E
max e
e ERs by el e
: 3 si functionala linia - 1
se poate aplica lema 3 si fion e ]
i ivi i 1. Pentru a pune efectiv pe K, _
diferente divizate de ordinul Sl s .
foerma (L7 )t este intii destul a realiza o numerotare _c911ve31c13311a a nodurilor
astfel incit conditia (15) corespunzitoare sa fie V(—Z‘I’thE}td, ) A
Pentru a merge mai departe, vom distinge caz/:iu[r]%e cind siru efu ’)ce?
i i lini u 1 =
i i functionalei liniare au, sat nu a
sirul nodurilor z,, z,, ..., 2, ale func : : K e
meni comuni in cele ce urmeazi vom studia nm}]au ca;pl cind C(I:Slllu;‘lldi a?:e
. . . . 7 . no : S
ingur dintve nodurile z. Fie z; e
are loc cel mult peniru unul singur : vile j S
poate coincide un termen al sirului (24) si al cdrui ordin de multiplicita



134 TIBERIU POPOVICIU

" - 16
este Ry 9“1 presupunemn ¢a x;, ¥, ..., 4, este o numerotare normald a no-
durilor lui A[f], astfel ca x, — Vg = ... = X =z, Atunci (daci p > 1)

nici unul din termenii sirului (24) nu coincide cu unul din punctele
'1:.":‘1—5—[: .i\f,f‘.l_f_z, Wi miy) Keppye

Fie £ (0 = & = k;) cel mai mic dintre numerele 4, si numdrul terme-
nilor egali cu z; ai sirului (24). Fgalitatea & =0 fnseamni ci nici unul din
termenii girului (24) nu coincide cu unul dintre nodurile z;. Daci % > 0,
sirul (24) confine cel putin % termeni care coincid cu z,. Si notim cu s’
cel mai mic indice astfel ca sirl o, ¥y, oo, Moy (avind s” termeni) si con-
‘,c}'ni cel pufin £ termeni egali cu'z,.” Avem s’ = p si daci & = 0 vom lua
s =10 =3

Nodurile functionalei liniare R, [f] se pot scrie in sirul b T T
Y15 Xet2, - .o, K. Numdrul lor este s L 1 -+ m — k, dar ele nu repre-
zintd, in mod necesar, nodurile reduse la numarul lor minim, Numerotarea
corespunzitoare acestui sir verifici conditia (15) (cu # = s) daci s = s’ -
+m—k—1(=m— 1). Rezulti ci daci m < 4 functionala liniara R, [f]
este nuld identic?). Insi inegalitatea m < k are loc daci si numai daci
toate nodurile x; sint confundate cu acelasi punct #y 5 ;;ir{ll (24) contine
cel putin m termeni egali cu 2

In cazul contrar, deci daci p > 1 sau daci p =1, k<< k (in ambele
cazurl avem m > £), avem formula

m
Bl = S el Do - Yortstmts Bavr, g o f], (28)
i=k+
unde coeficientii p{” sint independenti de functia /.

Putem calcula coeficientul pfy in felul urmitor. Fie v, — Zy. Atunci,
finind cont de formula (1), coeficientul Ilui FEeh (za) In membrul fntii
al lui (28) este egal cu @y, —1 §1 acelagi coeficient tn membrul al doilea este
egal cu pf) ftamulfit cu

m

1 1 . )
h,— 1)1 m—k, , daci p >1 (atunci p 1)
H L) 1 (5, —#,)
v=k+41
1 s daca [y
g R , da -
(hy — 1) ! J_u_:(f.)(zl) a P ) = 15

unde Plx) = (x — Yo)(x — )

a, (:\' — Ys+1 +k—m}-
Rezulta ci

m-—.'f:1
(fu—1) I P(2,) I (z2.— = )y, —1 dacd p>1
{S): ==/ -1 .

g — 1)1 S L
-—M—)_P”)(z])al,krl dacd p =1, k< Ry

s e e et e,

’) Proprictatea poate si nu aibd loc dach s <s'dm—f 1.
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Presupunind deci cd conditia (2) este verificatd, avem p.(,f,) +0. e o
Rezultd ci dacid ipotezele precedente sint verificate si dacd coeficientii
!LSS’, i=Fh+1,k-2, ..., m sint tofi de acelasi semn, 1’est@f£ R[f] este de
orad de exactitate s si este de forma simpld. Coeficientul K din formula (18_)
Zorespunzﬁtoare este egal cu R,[ AT = A[(x —y){(x —vy) ... (x — ?’-‘_) JJ
In cele ce urmeazid vom presupune, afard numai dacd nu se specifica
contrarul, ci pentru funcfionala liniard A[f] condifia (2) este verificata.

14. Se obtine un interesant caz particular luind pentru A[f] difereinta
divizatd (4). Pentru a enunfa proprietatea respes:tnrza,c punem {1 =
—=min (2, Zy, - . ., %p), b’ = max(z, %, ..., %p). Astfel [a, ‘b 1€ 1 este cel mai
mic interval inchis care contine nodurile funcfionalei A[f]. Avem atuneci

TEOREMA 1. Dacd pe lingd notatiile st pe iing;{i g}?olczela precedente :
1°. punctele (24) sint sau toate = a', sau toate =0b', 2°. avem p >1 .Sci;f,
p=1si k<< hky 3% avem s' =k, s=m — 1, restul R[f] al formulei de
aproximare

[ My s mn B T
5 yv—I .
=SFM%~JWHM—Mm%%.WWﬂ+&U](M
v=0 i=0 .

ave gradul de exactitate s si este de formd simpld. SR
Pentru demonstrare va fi suficient sd se verifice ca coelicientii p;” ai
formulei (28) corespunzitoare sint tofi de acelasi semn. Vom calcula acesti
coeficienti. e N
Vom calcula mai general coeficientii p;” ai formulei (28) yegtry o func-
fionald liniard 4 [f] de forma (1), presupunind ca conditiile 2° si 3° ale teo-
remei 1 sint verificate. Pentru a face calculul, observiam ca avem
3
Alf(%) (v —2)"] =
< o x % = ~. (30)
. %1( U X1y Xptzn oo oy X J(#_yk)(""_y,'ur])"'(;V'—y.ﬁ‘«l—- ]+I;—i)7
i= K
Daci aici k = 0, A[f(¥)(x — z)*] se reduce la .A [f]. o .
Dacd k< k, aceastd formuld rezultd, aplicind formulele (7), (8), 1_))r}11
identificarea acelor pérfi ale expresiei Iui Ry[f], scoase din (26) i d_m (;&1),
care confin numai termenii corespunzitori nodului z,. Daca k = ky formula
rezultd in acelasi fel, identificind termenii care provin din nodurile z,, zg, ..., Zp.
Sa ludm acum ca functie f polinomul |
v ) (v — — X—Ysrp—i) (¥ —Nppq) (¥ — Xppa) o (X— %),
(-1"""3"5+1+k—t) (F—ye)(*—Yr41) . - - (% Vs+i i) (% k1 :
unde (¥ — Xpgp1)(® — Xpga).. . (¥ — a;_1) este 1Inlocuit cu 1 pentru
i=k+1 s (2 — 9@ — yeg1). . (¥ — Vogr—m) cu 1 ])entrg) § = m—1.
Atunci membrul al doilea al formulei (30) se reduce la p'}’ si obfinem

i—1 S+-Fe—i 2
!J"&I:) = (xl' e “,"'SJrl-}-kv—f') A [H ("]': i -Vv) H (-ﬂ‘r =5 yv)] 2 (3])

=] v=Fk

i=Rk4+ 1,84 2,...,m
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In cazul teoremei 1 avem Alf] = [ny,

<o Xy f] sl tinind seama
de formula (8), avem

) ' S+h—i ;
By = (xy — Vsi14k—i) - [xi, S P II (% — wl, (32)
V=4 ) 1

t=k+1,k4+2, ..., m.

Dar polinomul (x — y,) (% — Yog1) ... (¥ — Ys+i—i) are o derivati de
ordinul # — 4, negativi pe intervalul (a’, b') daci punctele (24) sint la dreapta
lui &’ si daci s — m + 1 este impar. In celelalte cazur] compatibile cu
teorema 1, aceasti derivati este pozitivd pe (a’, b'). Rezulti ci coeficientii
b sint pozitivi dacd punctele (24) sint sau la stinga lui a’ sau la dreapta
Iui 8" cu s —m -1 impar si sint negativi daci punctele (24) sint 1a
dreapta lui ' cu s — m - 1 par. S-a presupus @’ < 3’. Dacs a’ — b’ sintem
incazul p =1, k< ky si se vede usor ci proprietatea este incid adeviraty,

Teorema 1 este deci demonstrati.

n cazul teoremei 1, in formulele (27) avem ¢y =¢, = ..
deci daci s< m —1 avem Rl f] = (45, %0, o o, # s s

Teorema 1 generalizeazi niste proprietiti date de H. D. Kloos-

termann [1]. Se obfin aceste proprietdti pentru

Yi=x+4(—1)h i=1,2, cooom (B 0); A =2 =0 T LG
Y =%0=1,2,... m Yi=%4+1h t=0,1, ..., n (h = 9),
respectiv si dacid, in plus, presupunem ca functia f/ admite o derivati con-

tinud de ordinul s + 1 pe interiorul celuj mai mic interval care contine
punctele x;, y,.

. = Cm_z = 0‘

15. 83 reluim formula (28) i sd tinem seami de conditiile sub care
aceastd formuld a fost stabilitd. Putem atunci sd gdsim o relatie simpli
intre coeficienfii @) w$ Avem

Rs {f] = C.?-{-I[yl}: Mooy Veg ;fj & Rs-}-l (f} =

m W+
B =y o A B o o1ty By Btz oo v 555 ]
I=it1 YT Vs o

Doy Yevatiets et Baga, %13 f1}

unde a doua diferen{s divizati din membrul al doilea se reduce la

li Yor Vi ooy Ysqry f] pentru 4 = & + 1. Formula are sens, deoarece, pe lingi
potezele semnalate, avem F Ysazthei, =k +1, k + 2, ..., m.
Comparind cu formula (28), deducem
wtl = (% — Yopora—s) (8 + e+ ... ) (33)

t=k+1,k4+2, ..., m
Aceste formule permit si enuntim
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TEOREMA 2. Pe lingd ipotezele sub care s-a stabilit formula (28) si
' ; b A I (=] . “ 4
dacd : 1°. toate punctele (24) sint = a' scm( J;Oate sint = b . 2°. existd o va
: § . Wb i 5 4 o] ;
loare sy a lui s pentru care tofi coeficientin pi” sint rlepawla,sz sem,n(é o)
‘ affmci restul Rg[f] al formulei de aproximare (25) este de gradul de exac-
titate s si este de formi simpld peniri s = s,. b ] W
futr-adeviir, sub ipotezele teoremei, se vede ca dacd coe '1c1e11‘;11 Wi’
o i ficientii i *? sint de asemenea tofi de acelasi
sint tofi de acelasi semn, coeficienfil p; S .

semin.

i i, pe functionala liniara A [f],

te pune intrebarea daca, pentru o functiona inis
de e}lgg;nifupotfe ef(}jrma (1), exista totdeaunadva}orl aie 1:211: fastzelcllterl%fo?i‘fg
1 si fi simpli? Sau dacd acest res _ :
rg:stullé };Se[nft]rusamfli ggs‘cft?lngg marE? Vom da un exemplu care ne arata

i o .

iﬁ :r%spunsul la aceste intrebari este negativ. Biv 1.8
Fie A[f] =f(0) +f'(0) si sd luim punctele v, = (v + :

v=20,1, ... In acest caz avem (s = 0),

Re[f] = (—=1)°s!(s + 1) 1 {10, 0, 30, 31 - - o, ¥sm1 5 f1 —
= (S _!" 2) [O:yﬂ’ylﬁ v Vs f]}

Tinind seami de rezultatele precedente, Rs[f], care esltei fe> g()mg;lltfs
exactitate s, nut este de forma simpl3 pentru nici o valoare a lui s = 0.

: i ies (VA
s = 0 diferenta divizata [0, 0, ¥y, Y1, - - -, ¥s—1; f] se inlocuieste cu [0, 7|

i cd 1 fard i atoarea
17. Exemplul precedent ne aratd cd nu este fdrd interes urma

ingd 1 re s-a stabilit formula (28) si

: 3. Pe linga ipotezele sﬂub care $-a . ’ St

dmccig?aot:g?ﬁﬁciele (23) siﬁ! confundate intr-un acelagi punct care nu apariine

intervalului deschis (a', b'), - : . i3 8

mwnc}z?u;ci restul R([ f] este de gradul de exactilate s §i este de forma simpla

LT g 5 S
enlyu s destul de mare. ; ‘ L e .

i Tin acest caz avem sau k = 0 (dacd punctele (24) sint 1141 eizteill?rt:}

intervalului [a, 0']) sau k = &, (daci punctele (24) COI%CIE Ooa e .
sau toate cu b’)., Va fi destul si dim demounstrafia pentru & = 0.

Fie deci k& = 0. Formulele (33) devin
' N 9=1, 34)
w1 — (x —yo)(pf)—b—y_ﬂ] + e gt i=1,2,....,%. &L

Vol 4 le c > 1 X 4 n ) fle lledeS-
i g acum IlOtﬂtllle letiel ca ,Irl l <443 [9] :\")J =By, ﬂ‘_"'y i { At 111¢
p i (= c ul 0 SPEL 0 .
( t()] \ ato C bl 1 y < a i
resca res ectl necresc !.: 1 i a cua . 1% 1V i/

i 0 i 10 aCelaﬁ. 1 Semmn 5 5 R Vﬂ
numer EIE X ) bl”t dlfeﬂte d.e VA 3 (16 s1 1ra Y :
] v y k | X O} _j“ 0 { clI V alOI‘I]OI 1()1 cleOlllle eSte lledesc resca tOI

it (1 ] JE B ) 1

Din (34) deducem

3

pl®) = ,En M'SS} =l i=1,2,...,m, (35)

i=i
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o s 20

unde matricea triunghiulari (Mf?}) este puterea a (s 4= 1)
» da (s —m -]

triunghiulare -a a matricei
¥1 — Y X — Wi eters X — Yo
0 e s Xy — Y,
. 0 .o 0 sp— y,

e 2 i regl nenegative ale atiei 1
2 + + Gr = 1 (pVO(zl! %9, Zf‘) == ) AVGH] ecuqtlel = j +
M) = (x,
¥ X — N0 W {5 — s 2o
;e i f') =m0 = Yy, it — W, 1 ) o) (36)
o=t e Pl

18. Inaint i v bili o le care prezinti
. e de a merge mai d
. ; a1 departe, vom stahilj 2 prezinta
un interes, independent de aplicatia pe care i-o (]:1111111 a'cl' i i
! = ici.

LEMA 6. Dacg
3 ca numerele nes 1
nenegative z,, z,,

in ntervalul [0, 2,1, avem inegalitalea &%y (r >1) sing cuprinse

Wiley, 2 .. ., 5) = Wilen 2 ...,z
AL SR S e e !
e oy (37)

egalitatea fiind adevirati

dacd si nwimar 5 .
numerele z,, z,, . b My dack san § —

oy & Sint egale, =0, sau i >0 §i toate

Proprietatea este evidents pentru ¢ =
-—-...:2-}__1:0. - =

Sa presupunem ci S
mod necesar z,> 0. Avem

W;(Z], L TR

Wilzy, 2, ...

0 si pentru 7 > ¢ sl z; =gz

2

s ir i i
»#r—1 N sint toti nuli. Atunci avem in

2) = [z, B5 e e g Xr__H'fj

i) = [, 2, ..., Br—1; xr—2+f_—, -

= e . g TR
de unde (o 2 oo 2 (—2)],

re—1 93

r—1

1
RN 2 he o oo =24 .
I (21, 23, « .., 2y 5" 2H {(r—1+0)z,—ixy],

.W/l'('zl# 32; e

Dar derivata de ordinul »

este egali cu (_”;Ii?_)_'
(i — 1)1

— 1 a polinomuluj ,v""2+"{(1'ﬁl—}—z')z %)
=44

i—1(, 5 ; o
= (2 — %), si este decs pozilivi pe intervalul (0, 2)
» “r
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Rezulti ci polinomul considerat este convex de ordinul 7 — 2. Inegalitatea
(37) rezultd de aici imediat.

Cazul egalititii este ugor de studiat.

Lema 6 este deci demonstratd.

Numarul (" - ’1 + 1) este tocmai numirul termenilor functiei simei-

trice Wy(zq, Zg) - - -, ). Inegalitatea (37) se poate scrie si sub forma unei
inegalititi intre doud valori medii,

i ”'V,'(Zp C AR i (Wi (21, 290 ooy 20 g)

A ED

Daci avem 0 << z; < %, < ... < %, caz care mai cu seami ne intere-

seazi in demonstrarea teoremei 3, putem deduce o altd inegalitate remar-
cabilda. In acest caz avem

(v —1) Wiz, % 0o ) — (v—1+OWilz, 2 -0 os 2v=1) =0, v=2,3,..,7.
si dacd adunim membru cu membru aceste inegalitati, deducem (r > 1),

I‘V-(Z,Z.---;Z) +1

{122 ¥ (] «
= 0o

- =t (38)
E Wilzg 2+ - 008y)

v=1

19. S4 revenim la demonstrarea teoremei 3. Tinind seama de (36)
si de (38), deducem

M) -1 S | =
Mt S & mitsd . i
O = e = 2 L (39)
m—1 ()_ m—i  m—1
£y
Y M)
j=i
si dacid mai finem seama gi de formula (35), obfinem
m—1 )
(r—1) (s
(s) M) 1) jE. L My, m—1
$) = (m-— o I=t (s)
P St aE e M)
L m—1 Hm ] m—l1 ( jEi i,
1 () 27(8) =
3 M) M
J=i j=i
Tl 7 R S
m—1 &) R
Observam acum ca : 1°, Sumele Y, M;j:=1,2, ..., m — 1 sint
j=i

diferite de zero si de acelagi semn.
2°, Citul
m—1
E (J.;m—i) ﬂ—/‘rfi‘f]
I=i
m—1
£t

J=t
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22
este o medie aritmeticd ponderati a numerelor pi Rt gl
Aceste numere rimin cuprinse intre doud numere fixe independente de s
(intre  min prD o max ey

i=1,2 ..., m=1 =12 ..., in—|

3°. Coeficientul p~1" este diferit de zero,

sub ipotezele teoremej 3
(vezi nr. 13). Din (39) rezulti atunci cd, pentru

(m—1) |
e B
(m—1;

U

$>(m — 1)1 + max
=10 0 ey m—1

(s : 5 A . o . .
toate numerele pf?,  — 1,2, ..., m sint diferite de zero si de acelasi semn

(semnul lor este acela al lui [s8(%i — ) 1™ . sg pim—0),

Teorema 3 este astfel demonstrati pentru % — 0. Bentru k& = &, (in
acest caz p > 1) demonstratia se face in nod analog, bazindu-ne pe formula
(35) pentru % — k.

Teorema 3 este dec demonstrats.

20. Pentru a da tn exemplu, fie functionala liniara
A[f] = f(6) — £(0) — 0,28 [f'(0) +/(6)] —
~ 162 [f'(1) + £(5)] — 2,2 x ['3)

care este restul in formula de cuadraturd a Jui Hardy [2]

6
[1(e)dx = 028 [10) + 1007 + 1.62 (1) + /191 4 2.2 x 1) 1. R/,
0

aplicati functiej F(%) (R*[f'] = A[f]).
A[f] este de gradul de exactitate 6, d

ar nu este de forma simpli [7].
Dacd considerim dezvoltarea tayloriang

i < v ™0 :
Al =Z A1 4 Ry,

in virtutea teoremei 3, restul R;[f] este de gradul
de forma simpli pentru s destul de mare.

In acest caz avem $ =B,
k:s’:2,x1:.'r3:0,x3:xg=]
=6, Yo=v, = ...

de exactitate s si este

k1:k2:k3:k4ik5:21m:10:

- - =4 — P
;.-;1'5 _—T_ _‘\fﬁ = 3, }_,7 :‘xB :-D' _"69 == _‘\’.]nk
= 0. Putem aplica formula (31) si gasim

w' = A[x'], pr) =54 2" (x — 1) (x — 3)2),
W= AL (x - 1)), b8 = BAF (x — 1 (v — 3P (v— 5) ],

bs) = 34 [x2 (x — 1)2], uS = 64 [#'° (v —1)(x—3)2(v—5)?]
we' =842 (x — 1)3x — 3)], i — 64 [ (1) (632 (x—5)*(x—6)].

¥

4
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e v (0) -
5 ficientii p;”’, fdcind s=9,
] tor formule se pot calcula coefic X «
ti ‘ngussg.g;c; I:llelz ?;;Sttfl cid A[f] are gradul de exactitate 6 si calculind nu-
inf |

1 - i -
o A[¥] =648 A[+*] =15552 A[x']=198288.

Calculul coeficientilor p{” pentru s >9 se poate face cu ajutorul for-
mulelor de recurentd (33), care devin aici

15)

s () (s)
b H{;) TR SR ul + o + e’ + pd” + i

RN ST W IR © I
pf D = ) 4 8 o 4 e + W+ e J B0

b0 =308 + uf) + uf + o + 9(9:‘ :)+ uio)
et = 3 + ) + ps” + us(f) + pi)
it =B + ue + ) + ui)

T = 5 + s’ + uld)

ot = 6(us” + pin), wio' ) = 6ujo

3:9, 10,

ina 7 a 1 i s si gdsim
Este destul si se facd calculele pind la valoarea 13 a lui s si gas

valorile coeficientilor ¥ cuprinse in tabloul

\ 9 | 10 | 1 | 12 13
%3 19 828,8 174 960 1108 792,8 3888 7776 —1:9 59:-1 fma,z‘
4 18 273,6 155 131,2 933 832,8 27799848 | —23 -—18‘.4. 260,8
5 50 349,6 410 572,8 2 336 104,8 5 538 456 —78 m: 73’6,:
6 37 519,2 259 524 11043864 | —1469858,1 4:;) 105 1?{4
7 44 064 244 944 543 024 —7071606 | —151 659 f )
18 144 24 624 681696 | —10G8G 816 | —111 slno 736
388,8 79 315,2 9657792 | —8734003,2 | —70 (?:*}EVJ 98\&
10 13608 | 81648 | —489888 — 2939 328 —17 635 968

:Se Ve(!e ca leSlll] este e |() ma si la i)EI l]Ll ‘E‘? I e i)aza teore-
e = 2, 1
mel .-).

PA3JIEJIEHHBIE PA3HOCTHU KM TTPOM3BCIHBIE
KPATKOE COLEPKAHHME

1. B aroit paGore Mbl H3yyaeM OCTATOUHBIA ujen Ky [f] c_’popmyn}f; ré[éi
: [ HBL] ; eJleH =
— JuHeHHBIH (DYHKIHOHA. OMNpej .
oimakenns (25), roe A [f] Ju onpe o
’[C‘OpHOM HpO(CTpE;HCTBe S, ofpazoBaHHOM (pyHK[LHHMI‘Irfyf(,\), ngu:;(ﬁ]bl i
(YHKIIH BelIeCTBEHHOTO MepeMeHHOTo X — BEH_I,E‘CT\*'CH}-DII,_[ onPr "J:;HCTBO .
Henpepoianst na untepsane I ¢ xouuamu a u b (a < b). Tlpocrp
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COACPIKUT BCE MHOTOWICHBl H €r0 S5/eMEHTLl 06,1aal0T BCeMu CBOHCTBAMM
Anql({gepeuunpyemocm, HEOOXOAUMBIMH LIS TOTO, 4TOGLI paccmarpuBaemMole
JII«II—{Gi-I[?bIG (DYHKIHOHAMBI HMENH CMBIC/ID
L(yo, y Tlx )
-\Yo, Y1, .., Ys; [|X) — umTepnonaumoHHBE M
) Y f 1 MHOrouJseH Jlarpasxa-
E)g};\ﬂ;rqa, %1 HOCHTRJIbHLIT (DYHKIHK f 1 yaigos (24), HpI'IHajI.TIGH(aLLLPIXpKOHC‘LI
JIL OBCKOHEUHOH T[OCJe/[0BATENLHOCT : :
‘ J H DasmMUHLIX WJIH COBNAAAIOLILY
e . Ja0LuX
(26§K (23); dopmyna (25) Brosme XapaKTepusoBaHa TeM, 4To OHa — BHA
{20), rae K?EC}J(]JHU,P]EH'I'I:I Cv HE3aBHCHMEl OT (DYHKUHH [ W uTO OCTaTOY-
uneﬂfrfl[e? R* [[] pasen nyamio Ha BesiKoMm MHorowiene crenenu s. Koedpu-
e v _yB'Hl/I“? ELZJQ g MBI BOCTIOJIb3YeMCSl H3BECTHBIM 0603HAUEHHEM
T s g e asjenennofl pasmocrtu vy
KL ¥ '
i s pyuxuun f ma  yamnax
0} 7 §
Har a}c[)}pmyéa (25) sBasiercss oGoBuIeHIEM HHTEPIOASAUHONHON  (POPMYJIbI
p2 ]ﬁa- PMHTa, CTano GEITh, B 4aCTHOCTH, Gopmyansr Teitmopa
P [H.—I:I 13ydaEM HCCKOJILKO CJIY4d4€B B KOTOPBIX OCTATOUHDLI  wiek
s CTENEHH TOYHOCTH § H NPOCTO20 Guda; 3T 3HAUNT. YTo ero MOXKHO
’ 2 L

Hanucar, B BHIAE
RS[fJ == JK[EI’ B3y « v g Est2; vl

rae K me E
}}fEHHi]e Bs;gg;ng}?;pdg)ﬂlém?a (f a>0;,- — S+2 pasgnHuHbIX TOYeK pacroo-
‘ : = 1 3aBy 16 :
i el =0) HCAIIHE, BOOGILE TOBOPS,, OT
Mbr 1
e 3yzae§1 B HACTHOCTH 3Ty 3ajauy, A1a JHHEHOrO (pyHKIIMOHANA
' P Ry, Ry, ..., Rp — 3amaHune HaTypaJdeHble uuchia, z;, (=1, 2
. s 3 i | : : i
} S’T gT Cﬂ;;(gaﬁs;zg:}r:{betg "Sjoqexc I, a a;,; — uucaa ne 3aBICSLIE OT (l)yHKI,_[HH,
, OTOMY 4TO JHHElHbIe (yHKLE oro
\ 10HAJLI 9TOTO BHa
NOSIBAAIOTCSH B MHOIOMHCJIEHHEIX dey .
: X (bopmynax up 3
S bopmy THeaenHoro g epeHnpoBanms
3. i ]
L n)ggeoipenqox{ | MBI floKkasbiBaeM, uro OCTaTOUHMbI Yied dopmyast (29)
= Iy i 0 ,Blz,tga ecain s = m—I u ecan Touky (24) Bce <@ wmmm Bee
:;_)_"asm:mi[ la', 6] — HauMenbmmi 3AMKHYTBIE MHTEpBA/ co;fe“pmaml-n'-i BCE
IHBIE HJIH COBNANAIOLIHE Y3IIBI Xy, Xo, ..., X, pasnenennoil paseocty
3 JIEBOHM 4vactu (hopmyani (29). 7
I?ITOT PE3YJILTAT BEPHBIH NpPH CieAyIOuHX YCIOBHSX:
CTb, B ¢ Crii Ve B \
J que‘/ i oot?me, X1y KXo, L., Ny y3uBl 2 mHHelHoro (pynxnuonana (1)
nfkfel+ﬂa\amﬂbm ?l;ge,n CHHTAECTCA CO CBOMM TOPALKOM KPATHOCTH HyCTL:
Heéo; acﬁz:lro <o FRpy TOUKH Xy, Xg, ..., X obpasyior HEYOBIBAIONIYIO HJIH
p WYI0  MOCJAEN0BATENBHOCTD, WJIH, B Gosee obmeMm  cay-
’?[{?)i,l{ﬂ H(gpMa.ﬂbHle NEPeCTaHOBKY  (3T0 NOHATHE TOSICHEHO B TeKCTe)
y Xt Xy, ..., X, — Y3JB COBHajamoimue c 2 M HHM OJHA H3 TOUCK
Lfi’wgéxv ...>1—1(’3 COBNAZAET C ONHHM M3 Y3J/I0B 2y, 23, ..., 2p (econ p > 1)
; afias g !
s §= 8 +m—k—1 (= m—1), rme £ — nanmenrmee U3 gHcen by u
i WICHOB Toc/eoBaTeabHocTH (24) coBrnajalonux ¢ 2z, a § — Hau
/| g & i
MEHBIIHY SHAYOK MPH KOTOPOM IOC.IEL0BATENbHOCTE Yo, 1 Ys'—1CO-
Yor Uiy ool e
‘C_L,EP)KOFIT He MeHee k 4jIeHOB, pPaBHBIX z,. Ecup k=0, To cremyer IIPUHSATh
§ =U, HakoHem, Mbl npeamonaraem p > 1 uin p=1 0 &<k
[Ipu atux ycaoBusx, paccMaTpuBast JHHeH sl Gynkuuonan (1), umeem
Al OCTaTO4HOro ujena Ry|f]  Qopmyis (25) BBIpakenwme (28), rme

&)
Koe(pHIHueHTH ,u(;) He 3aBHCAT OT (PyHKIHH /.

25
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9T0 — W YCJOBHSI NPH KOTOPLIX YCTAHOBJIEHBl YIIOMSAHYTLIE CBOfCTBA
(Gopmyast (29).

4. Ilpu mpexHBIX TPEANOJONKEHHsX H eclH B3AThb and A [f| nuHeHHbL
¢yukunonan (1), ecau Bce TOUKH Yo, Yi, ... = @&, HIH €COU BCE 3TH TOUKH
> b’ W eca CYIIECTBYET TaKoe Sg MPH KOTOPOM KOe((HIHEHTh w umeror
TAKOH JKe 3HAK s §=§g, To R[f] — mpocroro Bujia mJas 8 = So.

JoKaspiBAETCSI, CBEPX TOTrO, UTO E€CAll 8Ce TOYUKU Yy, Yy, ..., COBHATAIOT,
1o R [J] — mpocroro Buaa mJjst JOCTATOUHO OOJIBIIOTO S.

B kayecTBe MPHJIOMKEHHS, JIOKA3blBAeTCs, YTO OCTATOUHBIH uieH R [f]
(hopMyJibl
8 f(l\]»')

ALf] = ¥ A1) T + Rl f)

y=7 L '\'! i

rie
A[f] = f(6) — f(0) — 0,28 [f*(0) + /*(6)] —

—1,62[f(@) 4+ f'(5)] — 2,2 f'(3) — mpocroro Buga Anas s = 13.

DIFFERENCES DIVISEES ET DERIVEES
RESUME

I. Dans ce travail nous étudions le reste R;[f] de la formule d’approxi-
mation (25), ott A[f] est une fonctionnelle linéaire définie sur un espace
vectoriel S formé par des fonctions f = f(x), réelles, de la variable réelle
%, définies et comfimues sur un intervalle [/ d’extrémités a et b (a < D).
I ’espace S contient tous les polynomes et ses éléments vérifient toutes
les propriétés de dérivabilité nécessaires pour que les fonctionnelles linéaires

considérées aient un sens.
x) est le polynome d'interpolation de ILagrange-

Lo Y1 oo ¥s5 [lE) t A
Hermite relatif a la fonction f et aux noeuds (24) qui font partie de la

suite, finie ou infinie, de points (23), distincts ou non.

La formule (25) est complétement caractérisée par le fait qu'elle est
de la forme (26), ot les coefficients ¢ sont indépendants de la fonction
f et que le reste R,[f] a le degré d’exactitude au moins égal a s, ce qui
signifie que Rg[f] est nul sur tout polynome du degré s. Les coefficients ¢,
sont de la forme (27) et nous employons la notation connue [yg, ¥y, - . -, Yv; ]
de la différence divisée de la fonction / sur les noeuds vy, Y1, - - -, Yy

La formule (25) est une généralisation de la formule d’interpolation
de Lagrange-Hermite done, en particulier, de la formule de Taylor.

2. Nous étudions quelques cas ol le reste R,;[f] est du degré d’exacti-
tude s et est de la forme simple, ce qui signifie qu’il peut se mettre sous
la forme R[f] = K [&, &, ..., &sa2;[], oit K est indépendant de la
fonction f et les & sont s 4 2 points distincts de I'intérieur de l'intervalle
I (s =0) et qui dépendent en général de la fonction f.
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Nous examinons ce probléme, en particulier,

26

pour la fonctionnelle

linéaire (1), ou B By Ray « ooy kp, sont des nombres naturels données,
Zi,t =1, 2, ..., p, p points distincts de [ et a;,; des nombres qui ne dépen-

dent pas de la fonction /. Ce cas est important puis

que des fonctionnelles

linéaires de cette forme interviennent dans beaucoup de formules de déri-

vation et d’intégration numérique,

3. Par le théoréme 1 nous démontrons que le reste Ry[f] de la formule
(29) est de la forme simple si s =m — 1, ‘et si tous les points (24) sont
= a' ou bien tous =¥, o [a’, b"] est le plus petit intervalle fermé qui

contient tous les noeuds, distinets ou non, %, %, ..

., Xy de la différence

divisée du premier membre de la formule (29). Ce resultat est valable sous

les condions suivantes,

Désignons, en général, par Xy, Xy, ..., xp, les noeuds z de la fonction-
nelle linéaire (1), chaque noeud étant compté avec son ordre de multi-

plicité. Soit m — by + by 1+ . .. &y Les &, & .

., ¥n forment une

suite non-décroissante ou non-croissante ou, en général, une permutation

normale (notion précisée dans le texte). Les %, %,, ...
qui coincident avec z, et aucun des points y,, y,, ...

, %, sont les noeuds
ne coincide pas avec

l'un des noeuds z,, z, ..., Zp (si p > 1). Nous avons s =s'4+m—r—1
(=m — 1), ot k est le plus petit des nombres ky et le nombre des termes
de la suite (24) qui coincident avec 7 et 5" est le plus petit indice tel que
la suite y,, 94, ..., Yo contienne au moins k termes égaux a z,. Si =0
nous prenons s° = 0. Enfin, on suppose p>1 ou bien p =1 et k < 4,

Sous ces conditions, en prenant la fonctionnelle linéaire (1), nous
avons, pour le reste R,[/] de la formule (25), 'expression (28), ot les coeffi-

cients p;” sont indépendants de la fonction f. Ces so
sous lesquelles sont établies les propriétés signalées

nt aussi les conditions
pour la formule (29).

4. Sous les hypothéses précédentes et si nous prenons pour A[f]

la fonctionnelle linéaire (1), si tous les points Vo ey o n s

sout = a4’ ou bien

tous sont = b’ et §'il existe un $o tel que les coefficients e soient du méme
Signe pour s = s, alors R,[f] est de la forme simple pour s = s,

On démontre que si (de plus) les points yg, y,, . . .

sont tous confondus,

R[] est de la forme simple pour s suffisamment grand.
Comme un exemple, nous démontrons que le reste Ry[/], de la formule

A=Y, 4100 ¢ pyy
V=7 v

!

ol A[/]=/(6) —f(0) —0,28 [(0) +f'(6)] —1,62 [/

est de la forme simple pour s =13,

(1) + £ (B)]1—22f(3)
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