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1. Una din problemele tratate in [1] constd in determinared unei in-
tegrale a ecuatiei cu derivate partiale (E)

" A*u

n
=f+bu+ ¥ Y g

o T ..,ﬂ: - - f]
CEICEIEA =1 (B BoeensB,) * 0 xp,0 %, . .0,

integrald ale cdrei derivate partiale, fard argumente repetate, de ordinul
w—1,n—2, ...,2 iau valori date respectiv pe anumite hiperplane date,
ale cérei derivate partiale de ordinul 1 iau valori date respectiv pe » semi-
drepte date si care ia in origind, o valoare numericd datd, hiperplanele
si semidreptele fiind situate in poliedrul pozitiv al axelor Ox,, Ox,, ..., Oxy,.

S-a dovedit cd dacd funciiile care intervin in datele problemei sint
continue Intr-un paralelipiped construit pe axele Ox, Ox,, ..., Oxy,, si daca
paralelipipedul este destul de mic, atunci ecuatia () are in acel paraleli-
piped o integrald §i una singurd, satisficind conditiile la limitd mentionate,

In prezenta notd se extinde problema amintiti la ecuatia cu derivate
partiale de tipul cel mai simplu

"u

———— = f(%y, %y, . . ., %n),

ok, . . 9xh
impunind insd conditiile la limitd derivatelor cu ordinele de multiplicitate
existente in ecuafie. In aceste conditii, integrala determinati nu maij
este unici, ci depinde de @7 = 2"! (N — ) functii arbitrare, ceea ce ar
face evident cu putini{id punerea de alte probleme la limitd pentru ecuatia
considerata. !
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2. Se considerd in spatiul cu # dimensiuni ra
Sp portat la axele O
Ox;, ...,0x, un paralelipiped P,, definit de inegalititile A

(g =12 ...,n)

(a; fiind #» numere pozitive date) si cele CF hiperplane Qy,q,....« de ecuatii
respectiv : L

=l
, . gy e, @ .
(Quvasne) * %a, =Y, p0 " 5, (1=1,2,..., k)
=1 1 (1)
(=1, coy —2),
uuﬂa.---,ﬂk f.. d 0.
P“:’.a ind numere pozitive date, ay, oy, ..., op una din cele Ck grupe
care se pot alcdtui cu indicii 1, 2 i 1 o ; indici
are s 4y vy, M, 1AL &f, 03, ..., Ohp T
Sl ey , N, 1s &5 , on—y Testul indicilor
Se va admite cj ! ¢ ata i
a pentru Fa) Aq; S€ capitd x, < @q,, CU alte cuvinte ci
"‘k]bu;,na...-.qk
a ’
Z a".} a, =3 aai- (2)

J=1
Se considerd in sfirgit ecuatia cu derivate partiale de tipul cel mai simplu

Ny

= f(%, %, :.. ., %p)
; . / 1), 20 2 VL) 3
Daoadt. . 9xbn )
unde f(xy, %,, ..., %,) este o functie continui in paralelipipedul P,
Se pune Antegralei # a ecuafiei (3) condifia ca, pe hiperplanele
(Q.,h,,ﬂ,,,_,a“), derivatele ei in raport cu ¥al, Xa!, ..., %’  (cu ordinele de mul-
. " . . A ) e x =
tiplicitate existente in (3)) si ia valori date, adici
o= (PatPagt et pa),
=9, (%ar, o’ Xt )
v 7 Dt . 1 gy aen, O a s [ 556 ML RS {1 S
Bx L Ax ... 9% s T (e )
(11 u'g ﬂ'-uklc
?entru Ko Nag « -, %, dafi de (1), qoﬂl,qz,__._ux(xﬂ;, X, .., %) fiind C
it i . i A 2 n—k s
: fc;uJE (ilalte.c kCondn}m de mai sus se va insemna cu (Ca—p) ; ea constd
e fa ii, 1 i
Pt din Cn Iela;n, Antrucit grupa oy, oy, ..., o parcurge toate cele Ck
gIULe ce se pot alcatui cu indicii 1, 2, ..., %, ceea ce se va marca in cursul
nctel de fafa prin notatia
: (otg) Ot + 1., o). (4)
Se va mai fnsemna prin
[ ( 1r %22 » n)_-llxun xﬂz---..xﬂk (5)
expresia obfinutd inlocuind in functia H(x,, Fgr oz Xp) P %o W Xq
Ak

cu expresiile lor (1) in Koy Fals oo, X!

n—p

DUMITRU RIPIANU 149

Cu notatiile adoptate, condifia (Cy—i) se scrie dect

giV= (pul+pn,+ et puk)u

(Cn—k.) : P! = o t== cPu,,u:,,..-,uF (xu:; xu;: ceey xu;;“)-
9% 1 dx h...0x Tk 6
§ Gy s ag e 6)
(0gy Otg « - oy 0R)

in prezenta noti se determind forma cea mai generali a integralei
ecuafiei (3) care verificd condifiile (Cp—p) (k=1,2,...,n —2) si ale
cidrei derivate in raport cu cite una din variabile (cu ordinul de multipli-
citate existent in (3)), iau valori date respectiv pe # semidrepte trecind
prin origind si asezate in partea pozitivd a poliedrului de coordonate, de

ecuatii :

LI TR . ; “
(Da:) :xu;:_?ba"! n xn: (L:l, s e T “]) (7)
(i00y,0 00, wesen s By, BAICAL oy = 1320 vy %,
deci
9P 4 ;
= @g'(%q’) (1 =1,2, ...,8)
P! AN
ox 4 (8)
% Axg, Xg,,..., %

n—1

(functiile date Pgq,....0, (x‘,:, Hals =+ = :\:,,;_E) din (6) s-au notat in (8) unde

k= n — 1 prin @¢ (%d!)).
Conditia (8) este deci, cum s-a mai remareat, conditia (6) (C,—;) pentru

k =mn —1, deci conditia (C,).
in sfirsit se va mai pune integralei » conditia ca si ia o valoaredati

#, in origini, condifie care se va insemna cu (C,).
Integrala # astfel determinatd, care se va insemna cu #*, depinde,

cum s-a mentionat, de 2"' (N — ) functii arbitrare.

3. 5S4 consideram deci, schimbind totodatd notatiile din (3), ecuatia
cu derivate partiale lineard, de tip parabolic, de forma cea mai simpli

o"u — flry, % Him) (9)
3= “¥x ¥ U T )
axfax5 ... 9xfm
m
unde f(%q, %y, ..., %) este o funcfie continud de variabilele x,, x,,..., ¥y

in paralelipipedul P, determinat de inegalititile
0Ly Lafay >0), (=12, ...,m

din spafiul cu m dimensiuni Oxy, %,, ..., &y, 1ar w(%y, %, ..
necunoscutad. (Bineinfeles cd # = p; + Py + ... + Pn).
Se deduce din (9)

3131 8"_‘!)".'4

1 Pan .Pa P,
axl axé 8%3 A o axm'"

. %) functia

= f(%;, ®a, - - ., Tin)- (10)
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Integrala ecuatiei
d"f(x

e,

dx

unde @(x) este o functie continui pentru 0 < x <L a este

X

f) =Y Cpt + (LF =9 |

%) = s D (et 1 ‘
qg[] 4 S (n — 1)1 Pglas; (12)

Colg=0,1, ..., n — 1) fiind constante arbitrare.

Cu ajutorul formulei (12) se deduce din (10)

an—piy Bt
R — == "N - A q
LYt D A DY = C"?’ (%2, Xy oos Xm) %) +
2773 """ " m g =0
X1
(%63 —s5;)P2—1
1 1 3 , "
+S————¥*ﬂ%$w%wn.%M%, (13)
(p1—1)!
. ;
unde C} (%, x X%m) sint functii arbi i
a (%2, %3, ..., Xm nctit arbitrare de x,, %y, ..., %, cu singura

restricfie ca sd fie continue in P, (restricfia in chestiune este necesari
spre a putea utiliza formula (12)).

Dacid avem ‘
n=(ptpat .. +p,) R
,)a P ? : !i U 2 C:z("’l: Yoy ooy Xy, Xy xm)x? =
n+ ) ; =1qg= * 7 iy |
a xhinlaxn-'x-z L0z m (=19=0
*n X,
: p,~1 : Pp—y—1
3 X',ﬁfsf h WL ——¢ h—1
i-_S (———'}l—-ds,, g (a1 —91-1) — dSp—q+ s (14)
0 (Yﬁfr_l) : (Ph-—l*‘l)-'
X, X
[lamst ) fluspet
: “Hr.szsﬁ— S S B X Cm)ds
» Su,y v Shy Mpgt, Xpga, o0, X St
) (p—1)! (B —1)! o o
unde C (x,, x 7 () S ii i
g (%1, Xg, ooy Xy, Xygq, ..., Xp) sint funetii arbitrare de s S e o
Xi—1, X4, - .., %y, dar continue in P,,, atunci se deduce cu ajutorul lui

(12) din (14) scrisi sub forma
ap,, i1 a""‘(p.l+ Pat - “}'P,,J._ )

17

= X )

AxPrer JaPrie 9aPni 3P P(¥nts
dnk_H dth;-z F}xh_'l_as R E

expresia
an—(pr+pat ... +Ph14) w 1
§ h41 & = = %
= Cq+ (JUI, Koy oo, Xp, -'\‘h+21 >R g A"-"H) xf?+l “I—

3 0P P P
fmhw athljaﬂ e mem d=0

- (x) (11)
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Xrug =1
3 e L .9
+ S (ng1=5n+1) Y, | Co(®0 %o - o ) Bimty Figt oy ¥m) | ¥4 4
0 (Pny1—1)! =1 ¢=0 L s o
X" 7 = '\-hfl : 5 XP pu_l
: (%p—5p) " 7 (%p—1—Sh—1) "2 d (%p —s9)7 . <
Sin f*f-‘h T e Sh—1: .- T Sy
e (1) - {(Ppiy—1) | (po — 1) !
X
HiL e “'1)‘3'7l : -
5o S S 53, o« oy ShtD Xnd2 Fha3s ooy Xm) 45, aspqi. (13)
o (P —1)
S-a  utilizat notatia H(xy, %, ..., "Vm)xn:s, pentru  expresia obfinutd
inlocuind in functia H(xy, X, ..., Xm) DPe % ct sy, Ori, daca
Cé.(xl, Kgy o5 Kimly Fgpls = s Xm) este 0 functie arbitrara de argwmentele
ei, continud in P,, evident ca expresia ; '
cr
A(-'\fp Koy = ooy il s X1y « o0 Km) =
i v I : B
h+1 — Sh+1)Pn+a b , : i
= S _ —{ Cq(ﬂ’l: Koy « v vy Xi—1, _A’H-[ N *\‘m)JdSh+i
0 (Ph+l i ) : ‘ Xy =51y
este o functie arbitrard de aceleasi argumente, continud in P,, (adici se poate
dispune de funcia Cy(%;, %a .- ., %i_1, X141, - - -, ¥m) astfel incit functia
Ly Ko, oy Kil, Xrxdl, - .., %) sS4 ia o formi itrara, a dinai
Al % Xi—1, Xy L i formi arbitra data dinainte
= i T (e ¢ A
A%y, Xgy ooy Milys Figpps w4y %) fUnctlile-d, €, fifid continue in Pu).
Asadar, relafia (15) se poate scrie
an—(piF+pat .. - + 0, )y i+l p,—1 ; >
y g £ SR i L 4 .d
e A e 5 Xy CalBu K e s Fty Biby oo EmBl
/] b4 g A
PARARY O lnY - o Oy =
%54y X
- = -1 = p,—1
(%nr1— Sng1)Pnra f (%n — Sk)Pn
—I—S : ris,«,HS ————I—dsh iy (16)
(Pir-l—l == -I) ’ : (ph = 1) ! )
0 0
Xg =% X Fs
i . \Pa—1 . m—1
(%3 — 8p) (%, — 81) : ; ; ;
4 S 1) : dszg ( ]) | f(Sl, Sgy +o-u St Xhya, ,\,;,_1_3, s ;“‘_m}(_ﬂ_sl‘
0 (PZ s 0 pl 2 2
Relatiile (14) si (16) ne aratd cd daci relatia
al=(ptpat . - +0) 4 A [ - ‘)
94Fr+1 3P J P =Y, Co (%1, % .-y ¥ty ¥igt, - oy Xm) %0
r+1 r+4 rEm P "
r}xr_H dx it .. dx =1 q=0
X X
1 Bl Pl D]
(%, — 5" (s = )=t
+ Sp | Sp—1 ¢+
(br— 1) (pr1— 1)

0 0
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6
Xs ( : %
Xy — S,)P* (%, — s,)Pr!
N gl U8
0 (]52 s 1) | EOS (pl - 1) ! f(SL 8o, i, S, Xr 41, x,+2,,__,xm)dsl (17)

are loc pentru » — : : .
- x’i, o ;:t;mﬁ rilalpa are loc i pentruy = h 4 1, Cl (%, %
e S e 2, ..., 7), fiind functii arbitrare de agr' u-
pentru 7 — 1 dodic: um relafia (13) ne spune ca relagia (17) ar gI
= 1, se deduce ca acea relatie este general. Luind in (17)6?, oc
oPm 1y =

=m — 1, se obtine — ;
£ P , de unde cu ajutorul formulei (12), in-

semnind cu C! (% ,
= g \¥1, Xy 0., Xy, X : £ .
1 . P AL -, Ay functii arb
dsa acum la o parte cerinfa continuititii lor)) se oiT:Dtine ke [P DO
m p—I Z E
U = E Cl Xy, X
=1 g¢=o0 q ( 1 49y o+ o,y xl—l: xH-lJ e %m) x?—}—F(xl,xz, e xm)'

unde
F(xl, Xy 5 5 oy xm) —

X

m i X,
= (_I(ﬂ;‘?ﬁ': d l(xmkl —Sm_])pm—l"'l
T L i i el
0 " ' : (Pr—y— 1) ! L
X, X3

2(x2 b sg)ﬂn—l (x a Pi=1
s 1= 5)
dsg S f(sl’ Sa, ey Sm)d‘r"]’_-

TR TR 7y

4. Spre a utiliza notatiile adoptate in (3), se va considera deci ecuafia

aNu

ax{"axé” 8- axﬂﬂ = /%, Hag + ooy Hp) (18)
(N :p] +P2+ M- +Pl‘l; }5‘ iﬂtregi}l) 1.::1'2' - n)

unde f(x,, «x, Xy ) € i
I ‘b Xg) .., X, ) este o funcfie datd, continui i ipi
- - ° 3 a 1
{()hn< s%’)a]éuclI cu#n dlmEI'JSIT.lnI al variabilelor x;, x,, ... xI:, Terf?ilillggelillﬂt'ﬁn
<uHL e >0;i=1,2, .. ., M), a cirei integrala ,generalé este s

n p—]
=F(x %5, ..., % !
2 ) n) e r:ZI qgu Cq (xl, For o ooh Xy, Xpgy, -, %p) xf,
in care
B &gy Xy voe, ) =
X
n i pﬂ.—-] % =
1L S_’x" 5:1) ds,, “S (%n—y — S:z—l)p’“‘_: d
A BTN SR 7R (T
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Xa = Xy pi—1
(%y — $)2 (%, — s9)"" :
; 2 "0 dsy \————— f(S1 S, -+, Sn)dsy, 19
S =11 ) D! S

iar C} sint N funciii arbitrare, de variabilele respective.
Daci se introduce pentru comoditate operatorul Axgﬂl <PBa . . .xPBa — unde

..., %p, este o grupd de ¢ 1 < ¢ < 1) variabile din variabilele

Xp, X
Prr VBa i s . 5 3
Xy, Xgy « vy KXp, 12T Por Pras - Pp, reprezintd respectiv ordinele de multi-
plicitate ale derivatelor in raport cu variabilele xg, xp,, ..., ¥g, in ecuafia
(18) — definit de relatia
Pp. PB P ; -
Axﬂll xﬂnn c o -:\ﬁqaﬂp(%ﬂl, Xp,» ...,,'lﬂg) =
*py *Ba—1 ;
__S (%8, — 3% " : g (%pg 3 — Spo—1)PPa—1” ﬂ
N g ; T
¢  (fs—1)! (£p,-n—1)!
*Pa B
(%p, — 5p,)P~" (%8, — Sp,)PR""
Hpe dsﬂ,S * — (S5 St -+ > Sp)dsps (20)
0 (ﬁﬁz_]‘) (Pﬁl—l)'

©(Sp,» Spar -+ +» Spg) fiind o functie arbitrard, continud sau mai general mar-
ginitd si integrabild in raport cu argumentele sp,, Sg, .- ., Sp, — atunci se
deduce din (19) ci integrala cea mai generald a ecuatiei

o =@ (%, Xpas « + -5 ¥pr)
a:\:;’fiax;’fﬂ E)xg?’ C
(= pp + Do+ .- + s,)
este
e P T r
u=DygPgh ... xé’fr ®(%p,, Xpyr -+ ¥p,) T+ IEI El Cg‘ (--.)xh+ ,ZICB](' .+),(21)
g e =

unde C% (.. .),CZ’ (vosllg =32, pp— 1 =12, ..., 7) sint functii arbi-

trare de variabilele xp, ¥p,,..., Xp,_ s Xp, 0 -0 B in conditia (6) (Cn—¢),

care in cazul nostru (al ecuatici (18)) se scrie

‘()N_(f“u,"'pcrg+ DO "I'Pu].-)” 1
=Q@q, as,..., uk(xu:: xa;; .. '::":‘u;_k) (22)

(Cn—s) :

L L # ’ f I

axle axPe .. . 0x %k
% a L |

~ay Mgy v 0y "u}__

(0tgs s, .+« 50K)
(B=1. 8. ey Bid)
Koy Xagr ++1%a, € Inlocuiese cu expresiile lor (1) in %', %o/, ..., Xa!,
1 e - F
dupd efectuarea derivirilor in raport cu oty Xalse oy Fa!_ obtinindu-se (23)
¥ n=F

expresia Pay, g, .. ., a, (.‘1’&1, xu;, o xa;__n).
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Daci inlocuirea se face inainte de derivare, atunci in condifia (C,_;)
toate functiile C} din (19) (notate acum cu CY sint functii de argumentele

Xo's Xors o vy X o -, intruelt dach b ¥e, se afld intre argumentele

lui C*; "inlocuindu-1 PE€ ¥, cu expresia lui (1), C* este deci functie de
.1-:_a;, ,ru;, 8 xu;ﬂ. Pentru simplificarea problemei, se va péastra  con-
venfia (23) in 1intreaga nots (simplificarea consti in
conventia (23), in condifia
variabilele Bals Byt - vy B

taptul ¢i cu

(Cu—y) singura functia C™ este functie de

It in general, in conditia (C,_j ) singuri functia
iy i

C™ ™ % (L) dintre funcfiile CPPe - b

variabilele Bars Borovans %o )

2 n=p

(...) din (32) este functie de

Conditia (22) se scrie deci cu ajutorul conventiei (23)

AN=r ¢ “

Xe, X0, 0., %,
at g ! i a
= p" 2 = e ‘(;.v,,[', Koy ov o .\:u;_l) =
a a. a
dx ax,i ... X, "1
1 2 n=1
z {
0" ey — ¥ € (i)
b . =1 9,
= Pu (x“:’ x";" s 'K"u-J) o P Dat Pa! i {Zi)
ox g Ax =t
ap ap_1 N
44,

unde u, este dat de (19)

n Pl n
i, :Axfﬁ el 2, . R ) 121 El Cé, (i) Tl [ZI Cf._.)- (25)
= Q= =
Se deduce deci din (24), (21)

(@ (%!, Kals ooy Ky ) =

1= L

a .
= Axpu.{ tp:l'”_xp’a,:_l H* (xu;» Xagy + ooy '\'q,',—-l} S

ar *a (26)
1 2 no g
n—1 pa:_I " o 7 n—| ’

S YR Y% el Bt 3 CBRLL),
= s

Se inseamni prin Gal. - ), €. ) - niste tunctii arbitrare continind argu-
mentele obfinute scotind din argumentele x,, x,,. .., x, argumentele afectate
de indicii scrigi superior,

Se va fnsemna prin « Crt integrala ecuatiei (18) care satisface condifia
e
(22) (Cyey), prin u i, Gy integrala ecuafiei (18) care satisface conditiile

(Cuei) 51 (Cpy) etc. (se tnfelege integrala de forma cea mai generali posibili).
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Se deduce din (25), (26)
n pa' Pg: B £ R s Wt
U = Ws— E CBL(,) +ZAJ¢‘”P1’X‘?= mx'wulH (xﬂl, ﬂ’! ﬂﬁ-—l)
Cn—1 = O e Vi
non= IJB"’ _]Cﬂnﬂ;( ) ,Uq | E (*ﬂu fla ( ) (37)
A 5 s o ’ T e o0 o)
53 mz':l t;l qgl ; e
; ; o -
Conditia (22) (C,_,) se scrie cu ajutorul lui (23), (27)
aN—(pu;'l‘."qa) Cﬂ:; ay (j&'a:, .\-'u;, RO xu;_,‘,) =L Hu,, ag («Tu:, "\:u;'l ol xﬂ:’-ii) e
’ p r A
Gl -,\-.:‘f; H,L'f?-- ey F.'xaf"—ﬂ
— Gayon (o Kl 1 Hul_) —
Bll ﬁﬂ ot A ;-
- N—(.ﬂu +Pq_é) " i Z (j (. 7 ))
d i ( C”_I (ﬂl-ﬁ’.‘) (28)
& PP g
r)xqf' axf i, c)xu’,’. i e
1 ] ) 2
Se deduce deci din (23), (21)
' ’ ,U’ a, dg " v ..-..ﬁ'
¢ (I‘u‘: Eabion e Al 2') :Ax'”?l xp:" x“"l,,,z H (Lu;- "q;s “n—z)
1 2 e a0
1 2
(i ot n—2 ]
n—2"% i 4 q -4, g, G, (29)
+3 Y G m RO,
=1 q=1 =1
iar din (27), (29) )
. N ((PreBa ( el
u ) By = B = Y
A T b |
+ Y Arel ppl N oy, Hﬂn.ﬂa(xﬂ:, Xglh o, xﬂfni?) o
x ;
(B4, Ba) ﬂ: xﬂ; ﬁ::.—-g
pgi—1 “
i ! B1o B Bs (30)
~ ﬂnpn.ﬂ, ) q’ + E C (. ) )
it Y G (.-.) xg
' (ﬂ;ﬁz) El =1 (B, B o)
insemnind deci
: e L
Hu].um....ah (:‘ra:, ;\fu;, 2 g .\‘n:' ,k) = ('Pﬂ!.ﬂz.---,dh, (J.uI a q”_".'I'
; - N Cﬁ:-ﬂz.....ﬂ,,(l”)} (3”
— N = Y 1
AN~ (PaHPay e HPa) |,;:,c”_1,c"d2, ..... Camibt amng )|
E £ P g P : - lpq:l!-- 1
a :\'qf’ ?)xa:fﬂ - ax“i_;h ol ‘
1
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0
$i avind
u
CRe G gsiss =
a1 Cn—2» Cp—ppt1 = ¥Cp_y, Cpegyons Cpppyg — CPubosbus ) 4
y Z (BuBare..iBy _ ) 3
A pp' F‘ﬂ’ pg’ Hﬂ:;ﬁz.-.-ﬂ
xllx B".x A—K+1 ’k—l(x’v %',...x'
(ﬁnﬂn.-..,ﬂk_l) X B' ;_le By K B, ’ ﬂﬂ*k+1) +
n—k+4-1 pﬂ:_l
Y BB i BB
q S i) 4,Pa:-.,B
(BusBoseonrBy ) (=1 g=1 G T o ﬂxE ny ¢ L) (32)
e LU

se deduce din (31), (32) cd conditia (22) (Cn=r) se scrie
aN_(pu_["" Pa,t...t puk) Cu,.a;.....

T fn
(Ll.at, el & v oy oLt )
1 2 A Hul.ns,...,u

Pa’ . Po’ ’ Kl x. !
dx fiax fa W axp'“n-x (j‘“l’x",’ BIE) xﬂ,:_x)»
i s T—x

aga cd de aici se deduce cu ajutorul lui (21)

gy Qg, wesy @ ’
C P (Kol Faly v, By ) =
L

_;Aqu; Pu! P! Qpy Ogy eaey @
i]xaaz'”xa:‘"_k H 2 (xﬂ{:l xqé: R ) -1
i n—Fk
"Z_k gf_l n—k
T CB» T oo 8y, 0] 9 y : ;
e %, a5, v ay,
=1 g=1 7 ’ fis) o a7 ;gl St % (33)

iar din (32), (33)

N1+ Cpt=21 «ons n—k n—1: T—21 sees ’T-k“l"l (

(B,Base.,B.)

K

Y TN LR

(Br.Barenes B) B4 B Br:-n; Bi» ¥ps, “) xﬁ:,_,i,) +
n—p P81
Cﬁbﬂm---,ﬁwﬂ:( ) q
' o x ’ ﬂhﬂm--uﬂ.
(Bubap) =1 g=1 ¢ ¢ (j:-ﬂe-;-:h }C o i
Se deduce di 2 iti v
n
. (34) ci conditia (22) (Cn—g—y) se scrie
AN = PatPot.tpg ) 1, 0y,...,0
ot U el e T (:rui, I )
 xPad P, : S =
791 9 xPas el 5
a;. uég T aﬁ’qfu—k—,]_
= HU . ik (35)
) vy J = 1
/ b u:“i_‘_l) (qu'a"""ak-i-l (xu{: -“‘ai; sy Xgr ) : =i
f=f—1,

aN— (qu+Pﬂﬂ+.-. +Pqa

(= I)('?—I-C"_l' G5, Cnet Cﬂhﬂmu.,ﬁk-Fl( _))

(By, B, d i)

9x7e] 9xPay Pe’
xu;1 af\iaég W o =
N=fk=1
S TR
STy
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Se deduce dar din (32) i (34) ca dacd relajia

S L

UCp—ts Cpego-rr Cp—s = "Cp—1: Cp—2 - Cn—s+1 (By Bay-eniB)

3 AR e B )
1 Bay i By = P
n—s P8~
RPN L ’ P Fgiases
+ 3 Y.y el gl Y EMRheag g e
(BuyfarernsBy) (=1 g=1 PN S

are loc pentru s = & — 1, atunci relajia are loc §i pentru s = k. Cum din (27),
(30) se deduce ca relafia in chestiune are loc pentru s = 1, s = 2, inseamna
¢ ea este generald. Din (31), (35) se deduce cd daci relafia

e, (xu:, KXol ooy X! ) = Pajagena, (Fals ol ooy Fal_ ) —

n—g n—¢

By BarennsB, 1
eyt Cn—g oo Cn—st1 o % G ())

af\'—(paﬁ Pag e+ Pag)
(Bt BaeenBy)

: (37)

ax"% 9x"%. [ Ox

4% ey Upoms xux.xu‘. ....x,,‘
are loc pentru s = k&, atunci ea are locgi pentru s=4+1. Cum din (24), (28)
se deduce ci relafia in chestiune are loc pentru s = 1, s = 2, inseamnd ca ea
este generald. Facind in (36) s = 1,2,..., s, se ob}ine prin sumarea relatiilor
obfinute si utilizarea relagiei (25)

; =— p
UCh . 1:Cr—prssCneg — Ax‘f‘xg’...xnnf(xp Xg) ++ oy ¥n) T+

s 3
+ E Axb?: xﬁp: ---xp,ﬁ:'—k Hﬁx-ﬁm--..ﬂk (xﬂ:, xﬂ;, . xﬁ;_w) +

E=1 (BuBaenBi) B, B, Hr

?

=1 ' - n—k P81 '
PR Gioed 1 B E g
=1 g=1 k=1 (BuBn...B*) i=1 q=1
BusBasvass A
+ E C +1(..-). (38)

(Bus BaveeesBy )
Se deduce deci din (37) gi (38) relatia de recurentd

0y, Apasa, @, f
H Bl 8(:\’(1:: xﬂ.;:‘ L) xﬂ' ) = <Pul,ﬂ.g,...,ﬂ.' (xu:; xa;! , ST xu’ ) s

n=s n =2

N— pﬂg+pﬂ2+"‘+pas
- [a¥ ){sz,xf.___xf,,f(xl,xz,...,x,,)-|~

p ! p r ’
9% oy ’“n axp:rs—.l
ﬂl an uﬂ—l
= By Baseens
Pal ’ ! 1 Basenep By, , .
i Z 2 Ax fl xp,B' ...x}:ﬁﬂ'*‘ H k(xf’;’ xﬂa' =y xﬁ:r—):
k=1 (ﬂbﬁh--uﬁt). B B. ﬁr&-'k

I
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12
n P—1 e | —1Pp; l
I3 n L4 ’
+% X Gl )af + Y, Y, G e by adio (39)
=1 q=1 k=1 (By,Pase,B,), [=1 g=1 % o x
1 Fagrer Xa_
unde, spre deosebire de (36), (38), in care sumele Y e se

. () "(BuBaip, )
extind la toate cele C}, .. ., respectiv CH! grupe de 1, ..., respectiv :sl—l— ]

indici alcituite din indicii 1,2, .. ., #, in (39) sumele N s X s

_ (f), (BubainB,_y,
gxt}qd la :coa!fe ce[_e C_,l, ..., respectiv C5™! grupe de 1, ..., respectiv 31— l
111511(:1’ alcituite din indicii o, %9, ..., o5 dat fiind e3 ‘Urupa de indici
e R este mulfimea complementary a grupeib{(ﬂl, Ba, -5 Bi)
(1 <#<s—1) (considerati ca o mulfime) in raport cu multimea 77 — {]l 9 [

., ny. Insemnind deci {Bi, P53 ..., Pr—ey cu B BB o B, daci

! ! :
}__E‘h&ﬁz. P e ) O}, atunei C{B,, Boro -, Bry = (B, Bh..., Bhopd>
w0 0g, -, o) ={ef, 03, .., n—sp, a5a ca variabilele Kalsi By o oy Xal
se vor afla printre variabi ‘ol X = Mo ok Bes
I variabilele Xgl, Xgl, - .., *p! . Dacd {p,, Be, o, B

Ty, o5 ..., a5y, se obfine pentru un anmmit ind:

Ak it indi :
BaC o, og, ..., oy, deci B 1, ol ’ o Al e < A
u. u_l d.l?t 2 2 Ygys,y . N C {a], o9y s o c‘ﬂ—-.’:‘} dECI ﬁh i 01;1', kl f]lnd

n Intre numerele 1, 2, ..., # — s, asa ci variabila % nu se va afla

a

. . - - A ;‘
printre variabilele X/, ¥, -.., %g’_, In care caz :
AN=(Payt Pyt eetipg) o
p T4 yzl ’ b ’ 1 BJ--';B
fJx,ldx,=... ax ,q"‘f’ ﬁx By ﬁﬂkr ! i
o a a

1  J n—g

aN_ Pa;+ Pq +---+If’ua
- EhlPs ) CBiBaree s BB P
pd’ Py’ pot q (-..) xﬂ,: ()
f")x’lax?’_“ax 'qn—c 3

u.l as au—,<

f(;u ajut:)rul relatiei (39) se pot calcula din aproape i aproape expresiile
AL gy ves,
% (Xul

5 Yol .., X! ) plecind de la expresia luj HY% %, wat,..., #a )
daté. dﬁ (24), (25) 1 2 i e

Cfa , ¥ — - '
H (j“quxu;x .y '1"“;—1) S f?ul(-‘-q!J —xua‘ ¥ v -Uq';__l) =
gN=ra
P ' ’ A by py n Xiy Hay i
N8P aa"8 . P | A S O By )
u ql q’ u!f—l I_J
n pi—1 p
—[—!ZI Zt Gorfars) ‘FJ_ Jﬁ
= = P
q KT ARV (40)
L] T oo ‘.) e = . . -
(c1fre1e.l R marche_aaa deschiderea, respectiv inchiderea parante-
zel manﬁ[ : ]ﬁ respective),
a a
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Se obtine atunci din (39)

. _ . ‘
H (xﬂ;’ 5\5.,;, ce ﬂm;_n) = Puay, oy (xn:; T x(,;_ﬂ) —
aN—=(Pa+Pgy)
o Pt P! Dot Axﬁl <P xﬂn _f(i\fl, Xa; oow; xn) +
b A E S L, B |
u L ) Gu—z lﬂ = ;
W rgt pg’ Pg’ b ol 7
+ Y AJSB, Fa xPa- i lcpp1 (Zip) Xpor + o %) —
Bi=ay, . R Paq 1311
gN=Pp, )
¥ pg’ pp! Pp’ AxlfJx L _\f" Jf(xl’ Moy ey xn) T+
7l a:\:,la.\:,ﬂ...ax,"f!‘) 2
- =y 53 2 n—1 LEOK
n Pl 3 7 =l
{ W { Y
+ 5N G ,tf]_J_‘ J_ +¥Y % ) W+
=1 q=1 150 141 x | [3] (=1 ¢g=
T ey i
-+ Z Z Z C(}" i ( . ) .?GB: : (41)
fi=apa: =1 ¢g=1 @ s E ¥a,, ¥as

(suma Y| inseamni o sumai extinsi la valorile «; si oy ale indicelui de
Bi=ay, s .
sumatie ).
Daci seiain (19) C, =0 (l= 1,2, ..., n;,¢=0,1, ..., 2, — 1) se
deduce din (18) (In notatia (20)) :

3 ﬂ1+ﬂ2+-.-+Pn|: A‘\-;Dl X:JB,.- x‘:’* f(xlj Koy« ecanany ,‘\7")]
=— =[xy, Xy, ..., ¥y).

AxMagx . axf
1 2 f

Dacd in (17) se schimbi # cu N, m cu n (deci N = p;+p,t -+ p,),
7 cu o, atunci luind pentru « integrala particulara

" = Ax'lo' _vf’... x'::" f(xp Ky ey %n) (43)
a ecuafiei (18) datd de (19) pentru Cj = 0, se obfine
BN_(pﬁpﬁ - BT {Axlpl xfﬂ Ae .x:” I (%3 Ky < nny ¥n)]

3 pPot1 gyPat2 P
axnﬁ axafH ...Bx"*

Xg Xo—1

= Sga—ﬁ dSuS (%,,__1 = Sc—g)p"—l"']

(po — 1) ! (fo—1 — 1)!

SgS] v e
0

(%5 — Sz)p’._l ¢ (%, — 8y
' S dszg (py—1) !

)Px—l

f(sl: sg; o o0y 8g, xa-}-h xa+2:- L ;‘:u) CZS]_, (44)
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dat fiind cé in expresia

aPet1 +Poy2 +...4p

lui % neintrind functii arbitrare C! ¢, nici in expresia

; g .
lui Pk TT—JP— nu vor intra.
o o+ -
c],\,q_i_] CEAA BN ¥ 2
Mai general, daci in (13) se inlocuieste x. cu x , apoi in deducerea lui
1 P
i lReutid in sfirsit in ded
be %, cu %, ..., In sfirsit in dedu-

3 401 Pa ,,p;p 4] ,pcP +1 N 4P 8
dx* dx" ... axwilldxmh coe 0%
cerea lui

aﬂ—(Pc“'f'Pq;E-i- Gl v o L

(P1 A xPer-1 wPor+a
3:\1 e (x:“—z d i
pe %, cll %, se obtine in
(17) relatia

B N=(pg, + Py, +.-

9aPe 1—194P9,_ +1 dxlr—a dalria .., Gal™
T o = £t 4

notatiile (42) pentru integrala (43), in loc de relatia

+Pg,) [Axf’i xbe, Al S(xq, Xoy v ooy X )]

(%o, — Sq,) %0

:S (1‘5%_1)[

0

P Pyt S
dx 7t 9x % ... 9x In—o
9 4 gl

i =

= "muﬁl( S

P
Pg—
Po—q =1

%o=y) dSe 55
(Pyo_, —1)! i

(45)

S‘Pu

Xo

1) |

=1

(p‘m_ul)! So.

§ §

Paig =1 P
JC — Pa X, — 8§ D1 2
S( * Sou) ——(qu,_gs Muj(...,x¢',. o Bl Kty ) dSg,,
P2
0

unde grupele de indici ¢,,

Py’ “gp’ v Vgg

Por «« s Pay D1y Pry - -, Ph_q alcituiesc sirul 1,2, ... »

(scris intr-o anumiti ordine), iar notatia

o

marcheaza functia f(s;, sy ..., s,) in care variabilele
s-au inlocuit respectiv cu x,/, x

e s
Kals +vos Fgly vony Kl o 0L)

B § Sy i 5 By

Sl Syl o s a8
1 g n—a
Cu ajutorul formulei (45)

/!
PIEIRRRTE A

expresiile (40), (41) se scriu tespectw

H‘(;\" Holy oo

X, oy

(Pul = 1) !

1 S (xal"—srzl)p"l_

o X ) = P Fals Kaly o, X)) —

1
i Fals oo Baly ooy Koty o )dSq +

15 O PROBLEMA LA LIMITA 161

1y el )t | (46)
I~ [
i=19=179 5" Bxpf'; v s B Tt A

1 % ] ay

. 4 —=
Hﬂb Cln(xa:, xa;’ 5 & o xat } -— (Pah ag (%a:, xq;; “ e ey Xa )

qu
= GiiNDg =1
S it xda S‘Ii)pﬂ" dsqss (—xal Sn‘) o f(. vy xu’x. ey xa;; raEy xﬂ;ﬁl) ‘”) ds¢l+
T, H Pu, R 1) (Pal i 1) ! Saln Say
xﬂg
i Pg,—1
+S M (Pﬂl(""x“«:’ ...,xu;, ey xu!’i*ll ) o
(ba— D! o Iy
xal 1
L (xﬂj. S ‘S“l)pul f( % Cals = Mol 5 \’ﬂ’7, )tiSql +
| AL P ) n—2
=i (pul == 1) Says Say
x ot 9" e CL (...) 21
- P o Pa! o
—l— s axnfl d x;" ax »:" E ﬁqu = xﬂ:( bl xu ;7
1 R n—z —
as
Qg
dsql -+
) xu;; y xa;7 r ) D
Sa,
X s
+ S (\cu Sul) lﬂl Da, ( \,u", » Yag i xu':ifa' ) ¥
0 (jb(h = 1) : r—l Sq,
ag P
wr (Xuﬂ 302) ag f( e ) Xl " _xn"" L ) [iSua —!y—
£ K ‘D (Pllg == 1) ! Say Say
n Pl VP Cé' (-.-) ol =
' P Pa’
+ I=1 g=1 3 xp:zl adx % 0x n-a T_| = Xy (iaes Xglarers Xgl's
e a o, 15] B s
' 054 u
1
A= outre) 5 "% Ci.. )+
dSa,s -+ 7 P Pa’ e Z]
L Bada . Ba sl
’ -xa;4’ ) |_4_| a a, Ty a [6]

—1
n—1 P8,

+ Z 2 Z Cﬂ“ o )xﬁx I (47)

B=uo, m: [ =1 9=l

=
=

2

)

11 — Studii si cercetdri de malematici nr. 1/1960.
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Notatia
: N—p L
a €5 (. ..) #f
Pa Py’ Pq’
.Bxf ce DXL L Dy g
A a, g
ds,,

II;)aICheach cllenvata in raport cu argumentele respective a expresiei
obtinute finlocuind in functia C! 7

.. ) %l vartia

(. ..) «f iabila x, cu S, Evident

cd expresiile Ini H™ ™% (n:a: Xol, ~-+» X' _), ... etc., date de (39) sint

el

din ce in ce mai complicate. Se va mai da expresia dati de (39) a

Itl @y, @y, 0y
i H. ) (%, %l < ., %o! ), frd a o mai transforma cu ajutorul for-
mulei (45).
Hﬂl. ag, ag . .
( u ) a T T ) = Qay,a5,a4 (xu;: xu;; vy X! ) =
n—sy

ol '\'—(pu,+f’t13'|' Puu‘

— = \ P " a
Dt oPe 0 (%, %, .0, %) -
__las™ ) (31 c9x’ o
Bt y 0, , 12]
Pﬁ Pﬂ Pg’
+ A ﬂnf;
ﬂj—-ﬂ]zﬂz o, i ’ \ﬁ; o xﬁ::_l cpﬂ‘ (xﬂ:' xﬁ;’ SR xﬂ;—l) Lar
3]
aN=pp, @
= g’ . ’ v__ ’ Axp‘,\:p!,‘_ P X1 Xa, + .., X
e J :31 d;\?p,ﬁa . .;;.\:P?”ﬂ 1 ¥ xr,nf( Ir V2 n) +
14] B B, B 5]
p—1
== Z Z Cq - Z A 11’3 pﬁ pg' '
= = m i 7 (BB~ * o S B+ [ ﬁn(xﬂ:’
1151 J141xes, | 13]Pebas B 8 By—s T6]
f,'?|31+pﬂ=)
.’l-'ﬂ;, 5 A n f ; - )
] P, B [8]
+ Y Az Ly P (ot : :
Y1= P, B2 o llt ""\-Y'"—' Y‘( Ll AR ":7;—;) B (48)

d N—py,

byt pt gl
dxlioxts . 9al T

—_

n Pl n p—1

+3 Y, Col.-)of + & Y Col- )l +
= | q

.
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n—t P17 n p—1
X d
s Z IS Wol B A BNEs +3 ¥ il ¢
=Bubel=1 g=1 i | S R =2 I=1g=
(81 1171 xp,xp, | 161
n—1 P8, Ll n—z P8, i

+3 % % chiag+ 3 T . )

fi=ay,09,05 (=

ﬂ I I‘tﬂl'xﬂg'xﬂa

Avind cu ajutorul lui (39), (40) expresiile lui HP, HPfP
Hﬁ;.ﬂg....,ﬂs(xﬂ;,xﬂg, ..., xg/_ ), relatia (38) ne da PE WCy iy Cp g Crmyt Functia
w, este dati de (25). Pentru #c, , se obfine din (38) cu s =1 (care este
in fond formula (27)) si (46) expresia

n P =l

W = Aypr wps .. 20, f(""'lv Hoy » oo Xn) A E Z Cf; (
. L2 n : =1 g=I

+ SO P P (o, (8, B e A ) —

& e w e e ot
Xf, P, —1
X — 8§ By o
g (,ﬁ_ﬂx)_f(. o B e K e, Bl .. .) dsp, +
mlg (Pa—D! s,
n pre1 aN—pg, Cf ( },L.G - n n—l p;-] ‘
Y Bu B, 4
LTS, Ca o) FER T )
Stog=1 gy =8x L Bx = | s =1I=1 q=I
Bj B2 B11*1 d M xﬁl L‘
By B2
AL Nt o ek,
(Bu» Ba) (49)
5. Se va incerca si se evalueze numirul N* *» - % al functiilor ar-
bitrare care intrd in expresia (39) a lui H™ ™ "' % (x/, ¥a!, ..., %! ),

considerind ca diferite doui functii arbitrare de aceleagi variabile care set-
vesc drept coeficient la puteri diferite ale unei variabile x din sirul x,,
Xq, - .., %y sau la variabile x diferite.

Se deduce din (40) ci in H™ (xd, %, ..., ¥_,) intrd \
N® = L (p1— 1) = N — n functii arbitrare Cg (...) (50)
(g:12 e Pr—1:1=1,2, ..., %). J

Din (39) (cu s = 2) si (50) se deduce cd
i fxuﬂ, Tl - -y Hgr ) intrd functiile arbitrare |
Chg=12,..., —1;i=12,..., #) s (61)

Cﬂx. (6’ iy ?B’ —1:1=12...,8—1; (BI)Z)'



164 DUMITRU RIPIANU 18

Se va presupune dar ci

A T Xa;_ ) intrd functiile arbitrare l
[ o 0PuBaooe, By Bl
Ch i vt b (52)
((El)ﬁzj--u ﬁq;)k; (P:1121"'rk_'-'1)- ' -
Cum in expresia (39) a luj H% %4y
" Kaly svans g 1 a f i1
bt o, xy_ ) (6=1 z( o Fagy weos Hal ) Intrd functiile
B gl sy W) (0=1,2, .. k; (B, B Po)ks1), C!
3 ﬂl;ﬁn..-.. B == ) e . g : el B ﬂk-{-l):
§1 Cq P ﬁ;((P -—-71‘, 2, ""k’(gl’ ﬁﬁ’ ""ﬁ?)k+]); | q} (53)
se deduce de aici §i din (52) ci H™ P 0introduce in expresia [ui ™% +1
functiile arbitrare Cé, si C;"“""’Twﬂ'(cp =1 92" B By s s - Yo o)
; RN CTEER CV T
In continuare se va subintelege ci
; Wy B e oy — 1tru f ii
¢ ia valorile: P » P1 — 1 pentru functiile C;
1,2, ..., P — 1 pentru functiile CBubrbo.f]
iar / ia va-{1,2, ..., n pentru functiile C, (54)
lorile . 1,2, ..., n— ¢ pentru functiile Cgvﬂz'--"ﬂ@'ﬂ:-

Se infelege prin notatia (v . A
L 1 Yo -, Yo)op CA grupa {y;, Ya, - -, ¥,
parcurge toate cele C§ grupe de cite ¢ indici alcituite din indicii B4, B, ... B:}
| Prin (B, B‘E’ v Po)r+1 se infelege, ca pini acum, cd grupa {fy, B, ..., Be)
parcurge cele C k+1 grupe de cite 0 indici alcituite din indicii Oy, Oy el Olp 41
Ori, pentru 6, ¢ fixati, cind (Bu Bas - .-, Bo)es1, evident ci grupele

obfinute (v, v, Yo) int
' Tor - -5 Yo)oqn SOt grupele (y,, Yoy o AyRlpr i — A B
- +» Yo)kt1 (unele dintre cele din urma putindu-se obj:inq:e ede 1i1ai (1111111}1;?3' ori)'

aga cd pentru 0, ¢ fixafi, expresiile Hbub..., Po(cu (By, Bs Bo)ry1) in
3 2+t ey =

|
troduc in' i Wy [ AR GUL ii i g
in )EXI.)IE!.SIE!. lui H 0 “+1 functiile arbitrare CIt™= Yo', oy (Y1,
Efé, B, Tole+1, 1ar @ =1,2, ... 6 —1." Deci, expresiile HPvPs.--. 8y (cu
v B+ o, Bolegriar 6 =1,2 ... k) introduc in expresia lui a9,

functiile arbitrare CI* Toerdo Vg0 oy (Vs Yas+ '+ +» Yo)bat, 18T p=1, 2 k—1
sau schimbind indicii, functiile CfM P8 oy (g By .. p ) , iarJ
¢=1,2, ...,k —1, ceea ce permite si se deduca din2253) i ke
((Bo B Bo)errs 9 = 1,2, ., ).

Se deduce deci din (52) si (55) cd daci propozitia :

In H* ™ %+1 intrd functiile arbitrare Cf; si Cg“ﬁ“'"-ﬂ@-ﬂ;}
v (83)

in expresia lui Hou9men,as (4 - p o
P i H 0,0 (""';' Kuly ey xu;_ﬁ) intri fun-] *

- cfiile arbitrare C) si e Py z (86)
((Ql: ﬁz: ey Brp)s; e=1,2,...,5s — J‘)
are loc pentru s — k, atunci ea are loc si pentru s = £ +1
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Cum din (b1) se deduce cid propozitia are loc pentru s = 2, inseamna
ca ea este generala.
r
Numirul N, al functiilor Ci»P " =# P din (56) se obfine imediat
din (b4) :

n—g

N, = Y gy —1) = N[V —nto— (b +ps+ - +ps)] (57)

(BusBare i Bo)s L =1 (BusBay e s Bey)s

., By parcurge cele C§ grupe de indici alcdtuite

Ori, cind grupa {B, By, ..
, #s 1n chestiune figureaza de

din indicii oy, o, . .., o, indicii oy, oy, ...
cite C?Z} ori, asa ci
=1
2 (PBI + ﬁﬂ! + et & +Pﬂ¢,) Vi C?—I(jbﬂl + ;bﬂa + dif] "}» ?ﬂx)a
(B1, B2y -+, Bop)s

in care caz (B7) se scrie
o—1

No= (N —n+ 9)Ci — (po + po, + -+ + £a)C7,

@
asa cd de aici, din (56) si (50) se deduce

s =1 §

Now ooy =N —p - Y, No=(N—n)(25—1)+(s— Y, p%)(zs—i —1). (h8)
g=1 =1

Se deduce din (56) si (50) ca dacd se inseamnd cu M™ * " %0 multimea

functiilor arbitrare care intrd in expresia lui i "“"(_\ca:, Xoly ooy Kaf )

Seng ﬂ.;_ ;

2
{;31 daca {D’.l, Oy = = iy Ot,g}c {Sl: 62, gy @1}, atunci M % % — MB,,ﬂg, :
iar de aici, ci dacd se inseamni cu M® ® 2P multimea functiilor arbi-
trare care intrd in expresiile functiilor H FPeo s Po cu (By, By - -+, Bo) (notatia

(By, By, - - -, Po) fiind cea explicatd in (4)), atunci

M“”’ (= B Be) o M(ﬁu Bz -« i Bg) = (59)
Se deduce din (59) si (56) cad functiile arbitrare care intra in expresia
(38) a lui g, ., g, . -+» g, SIOEE
1°. Funcfiile din multimea M P8 l
2°. Functiile ChPr---Po By (cu (By Bor « - Bs)) (60)
3°. Functiile CH™"Pts (cu (B, By, - - -, Bs+!)):l

dat fiind c3 fixindu-se o functie CB P8 b-vh (2 <0 < 5), exista in mul-
timea de functii M®P» worbe) — e BaeenB) functia G Ro e flg— 5?,
pentrucd intrd, intre altele, in expresia lui HPv B+ -~ Bo. Rationamentul
ficut cere s > 2, insd pentru s = 1, propozitia (60) se verifica imediat pe

expresia (37) a lui g, .,
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Evident ci atunci cind (B, B, ..., B,), functiile arbitrare CJ*" %" din

(36) care intrd in expresiile HPvPo-nB gy funchiile Clv -1+ o' Vi oq
(Y1 Yor - - > Yo)- Schimbind deci indicele y cu B, se deduce ca

functiile din multimea M®ePe--nB) g5y (60) sint functule Cq si|
functiile Cg" ﬂ"_"" Por P oy (B1yBas o i fo)dar 6 =1,2" .., 5~ 1.
Numarul N, al functiilor CP Par o2 BBy g (B, Bz ..., By) este deci

(61)

L.
S

Ny= % - % ¥1= % , N =nto—(py+pp+. .. +pp,)].  (62)

(ﬁuﬂl-"-rpq,) =1 g=1 (ﬂnﬂs:---:ﬂrp

Ori, cind grupa {p,, B, By > indici aled
» P2» -+, Byy parcurge cele C¥ grupe de o indici alci-
tuite dintre indicii 1,2, ..., », indicii 1; 2, ...,nn in chestit?ne figureazi

de cite C3~{ ori, asa ci

Y (bnt et - + P, = (1 + 25+

(Bus Boyenes o)

. + £nCITH = NCIL
in care caz (62) se scrie
= (N2 4 9)C} — NCI=y = NG ;— (n — 5)C°, (63)

Nﬂun;arulﬂ functiilor c;*"r- Pu-sPo B din (60) este ¥,, iar cel al functiilor
CP P Bera este C™. Deci, numirul total al funcjciilor arbitrare din (60)

care intra in expresia lui ug, Gitivorsy, G 5T
s+1 S =
M =Cy"' +N—n+ ¥ N,
p=1
deci cu ajutorul lui (63) se poate scrie
i &
He = C3' + 2 (NCi_1 — nCP 4+ ¢ C2)- (64)
; 6. Integrala u* definitd la punctul 2 este evident dati de re]atla
LSS e “ Gy
Integrala ue, | c,_,. . ¢, este datd de (38) in care seia s =n — I,

dupid ce in prealabil s-au calculat cu ajutorul lui (39) expresiile H™,
Hfe B HP Poe By Termennl Y, Gy Pocs B i (38) este pentru s=n—1

; ¥ (B, Ba,..., B, ”)
o constantd = K. Camug, . ¢, ,.., Coss (0,0, ..., 0)= ¥ CPo Pun Bria(, )
D By, Baieees B,y )
entru Xp' —xg/ = =X — i
P Vst =4 . — O decine, oo givers Gy (0,0, 0.0, 0) = K, se

¢
leduce cd integrala #* Cu I Cpeges €, CaT€ 1€ d& pe u* se obj:me lumd K=ty
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Numirul @ al funcfiilor arbitrare care intrd in expresia integralei
u* se obfine deci scizind pe 1 = Cj (intrucit #* nu cuprinde functii arbi-
trare CP Poo Povs (1)) din numirul 9, dat de (64).

Numdirul in chestiune este deci

n—1
W= Wy —1= Y, (NC2_; —nCY + oC¥) =2""Y(N —n). (65)
o=0
Daci in (18) se are p;, = p, = ... = p, = 1, atunci N = n, deci in
(65) A= 0. Se regaseste astfel concluzia ([1]), cd integrala ecuatiei de tip
hiperbolic
a"u

0%, 0%y ... 0%y

:f(xll Koy ey xﬂ)’

care satisface conditiile (C,—;), (Ca—2), - .-, (Co), este complet determinata,

O KPAEBOM 3AJAYE OJId YPABHEHHWS C YACTHBIMH
IMPOM3BOJHBIMH

KPATKOE COIOEPKAHHE

B macrosimed 3aMerke ONpefesieHo pelleHue HauboJee o6Iiero BHAA
ypaBHeHHsI C YACTHBIMH TPOM3BOAHBIMH MPOCTEHLIEr0 BHAA

i f (o 2o 1)
= WM e s Al
dxftoaht, . . dapn ok
(tme pr, Po ..., pn — ULeJsle yucaa = | opu py+pe+ ... +pu =N, [(x,
Xg, ..., Xn) — HemnpepeBHas (QYHKIMS B mapaJjjenununene P, nocTpoeHHOM

no ocaM Oxi, Xg, ..., Xp) BBHIIOJHsIONee HEKOTOPLIE TDAHHYHLIE YCJIOBHA,

HaMEUEeHHbIe HHKE.
PaCCMOTpCHH THATIEPTJOCKOCTH € YPaBHCHHSMH
n—k

al Qg v vey @ ’
(Qay, asv .. 0 : S P X! (1=1,...,%), (2)
upu B=1, 2., n—2 (rueml,az, ey O, O, @y, O —uHCHa 1, 2, .., 1)

H TOJyTIpsMble
(D"l) D Ko, = p‘; S ey 0! =12 v oli—1) (3)

il

mpr  a;=1, 2, ..., n Yepes [H(x1, X2 .-, %a)luy, %, i obo3Haua-
ercsl BblpaxKeHHWe TMONyYeHHOe IIPH 3aMeHe Xq, Xa, - .- Xo M3 QYHKIHH
H(xy, X3, ..., ¥») #X Bupamenuavu (2) nan (3) B Xas Hals -o-» Xa)_,.
a uepes (@;, @ ..., %) 0603HAUCHO TO OOGCTOSATENBCTBO, UTO TPYIMa
{2, @, ..., Gy TpoGeraer Bce gy TPYIIBl U3 £ 3HAUKOB KOTOPLIE MOYHO

obpasoBarh c uucjaamu 1, 2, ..., n
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Ycnosusi, wanomenubie pemennio ¥ ypaBsuenust (1) — caenyroume:
& . aN—(pa, +.-. + r.,k)%*
(Co-n): P Py | T P (%) . wl )
ax :"", (]xf"z " ax Ok
o a, Sy 4¥ap Xagr v, Xq,
(00 @3, . . -, o) (4)
(=12 ,n—1)
u*(0,0, . .., 0) = uy,
THe Py an...,d, (%ol ®e, .., Xa: ), o — JAaHHBIE (PDYHKUMH, COOT-

BETCTBEHHO NaHHAA MOCTOsHHAs. YcaoBue (4) npu k=n—1 orHocurcs K
SHAUCHHAM YaCTHEIX IPOH3BOJAHBIX u* Ha nonynpamsix (Do ), a mpyrue
R 1
YCI0BHS (4) K 3HAUeHHSIM YaCTHBIX MPOH3BOZHBIX — TOXKE CYyILIEeCTBYIOLIHX
8 (1) nopsako kparHocTH — u* Ha TUIEPIIOCKOCTAX Qg
! k

Pemenne u* sapucur or 47 = 27! (N —n) npoHsBoJbHBIX QYHKLHH.
Ipuem st momyuenus BLIpAXKEHUS 1™’ yKasaH B copmymax (25), (24),
(39), (38) u3 rekcra.

PU py=py= ... =py =1, monyuaercs nonomenne COAEPKAHHOE B pa-
Gore [1], uutnpoBarHOii B JIHTEPATYpe, NAHHOH B KOHIIE 3aMETKIL.

[, O

UN PROBLEME AUX LIMITES RELATIF A UNE EQUATION AUX
DERIVEES PARTIELLES
RESUME
Dans la présente note I'auteur détermine I'inté
générale de I'équation aux dérivées partielles
Ny ) ’
Qxpraams. .. aln (%, % ), )

grale de la forme la plus
de la forme la plus simple

(P1s Do -+ s P e}ltiers}l avec p; + P, 4 ... + Pn =N, f(%, %, .
étant une fonction continue dans un parallélipipéde P,
axes 05_51, Hyy oo %n), qui satisfait certaines conditions
nées ci-aprés.

On considére les hyperplans d’équations

PR xn)
construit sur les

aux limites, mention-

n—k ay a, ..., a

(Qﬂu o) kg aﬁ“): Ko = Zf—" kxu; F=1,z2, e el (2)

Q’ i
J=1 is

pour k=1,2, ..., n—2 (ot %y Ggy - vy Op, OF, &3, ..., op_z sont les nom-
bres 1, 2, ..., #) et les demi-droites :

(Do) : %, = p:z bl Yo (€=1,2,...,8—1), (3)

1
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pour «f =1,2,..., . On mnote par [ {2y 2, RN o
I'expression obtenue en remplacant dans %a fonction H (xlf Yo ety :’c,,),
les variables %o, Xa; ... %, parleursexpressions (2) ou (3) en xul,_:r,,;,..., xanl_k
et par (o, o, ..., o) le fait que le groupe {051, By, 1o, TN ‘1iar2court ZS
Ckgroupes de k indices qui peuvent étre formés des nombres 1, 2, ..., o

Les conditions imposées & Uintégrale «* de 1'équation (1) sont:

N—(pq, +Pa,+-+Pa ) u* y A i ;
(Cri))s AN—(pq, +Pe, o) = P e il (ws, X&, ""““Lﬂk)' (4)
n— & ] v ]
3"’ ax
u; 9y Sk *ay, *ag, oo, xﬂk
(ap Olgy + v oy OCk)
*k=12...,n—1)
#*(0,0, ..., 0) = u, .
) (%7 X ey KoL), U0 étant des fonctions, respectivement
Gy @3 - 00y Oy uj ’ s 1 n—k/?

une constante — données. La condition (4) pour % == 1 se raplzoite
aux valeurs des dérivées partielles de #% sur les derlm—drmte,s (D";)’ et les
autres conditions (4) aux valeurs des dérivées partielles — également aux
ordres de multiplicité existants dans (1) —dew* sur les hyperplans Qs aayeves 0,0
;i kodé = g1 — fonctions arbitraires.
‘intégrale w* dépend de @ =2""" (N —n) fonc
Ir(océdég qui conduit a l'expression de u* est exprime par les formules

Le
, (24), (39), (38) qui figurent au texte. : .
i P(oug 13( lpi—) — pp, = 1 on retrouve une conclusion du travail
o =P = :

[1], cité dans la bibliographie.
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