EXPRESIA INTEGRALA A RESTULUI INTR-O FORMULA
DE TIP TAYLOR PENTRU FUNCTIILE DE DOUA VARIABILE
DE
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Lucrave prezentaid lo sesiunea gtiinfificd o Societdfii stiinfelor malematice i fizgice din R.P.R.,
din 12-13 februarie 1960, Bucuresii.

In aceastd lucrare ne vom ocupa de o extindere a formulei lui Taylor
la functiile de doud variabile, care e deosebitid de cea datd in cartﬂe de
analizi matematici, dar care pe lingd ci poate sluji la fel de bine in apli-
catiile ce se fac (de exemplu la studiul extremelor functiilor de doua vari-
abile), mai are calitatea ca restul ei poate fi pus sub o formid foarte simpla.

Contributia noastri principald va consta in stabilirea unei expresii
integrale simple pentru restul formulei pe care o vom studia.

1. Si considerdm un polinom de gradul » in raport cu x 3i de gradul m
in raport cu ¥y

g;i: lf”yf- 1)

Derivata parfiald de ordinul v (0 < v < #) in raport cu x si de ordinul
(0 L p < m) in raport cu y a acestm polmom este dati de formula
aV‘E‘FP(;v’ j} i—=v. ke=p (2)
oyt = [Zl Z Appe Npw Mgy %9
unde

Niy=i(6—1)(i —2)... (6 — v+1); Me,=hk(k—1)(k—2)...(k —p+1).

Ficind in aceasti formuli x = y = 0, se pot deduce urmitoarele ex-
presii pentru coeficientii polinomului

o= L otee ) . P“*") (0, 0).
el gdlget | 520 Gl
Rezultd cd polinomul (1) se poate scrie gi sub forma

n m k .
P(x,y) = g ; p‘**’“ 0, "Ii! : (3)

12 — Studii si cercetliri de matematici nr. 1/1960.
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2. Folosind acest rezultat vom cduta acum si stabilim pentru poli-
nomul (1) si o dezvoltare de forma urmitoare

Plx,y) = !_IZ::; fg:o Ciilx — a)'(y — b)*, (4)

Punind x —a=u, y — b= 5, P(x, Y) = Pla+ u, b+ v) = Q(u, v),
pentru coeficientii polinomului

n m

ik
Qu, v) = Z E Cieu' v,
i=0 k=0
se poate da, conform rezultatelor de mai sus, urmatoarea formula
1 (i-+k)
Cre = —— 05720 0).
ik il Qufvﬂ( ) )

Tinind seama de aceastd formuld si de definitia 1ui Q(u, v), rezultd ci

1 ik
Cip= ETT P_ii},k) (@, b). (5)

Cu aceste expresii ale coeficientilor, polinomul (4) se scrie

mn I

: fipe sk ol
Plz,y)=Y Y PiP(ap g b8 (6)
i=ok=0 *7 ilkl

3. S considerim acum o functie f(x, ¥) care intr-o vecinitate oarecare
V a punctului A4(a, b)) admite derivatele partiale urmitoare

8" fix, y) (v =0, 1, 0% ol 1))
9" gyt e=0,1,...,m+ 1))
despre care presupunem ci sint functii continue pe V.

Dupd modelul polinomului (6) putem forma pentru functia f(x, y)
polinomul urmitor

1 mn

) ; e
T(x9) =% 3, firP e, ¢y b=t (7)
=0 k=0 #lk!

Conform observatiilor de mai sus acest polinom si derivatele sale par-
tiale, pina la ordinul (n, m) inclusiv, iau pe punctul A(a, b) aceleasi valori
ca g1 funcfia f(x, v) si derivatele sale partiale corespunzitoare, adici avem

8" T(x, 5) _ 0" S 9) : (8)
ox" ot |32% o' oyt |38
(v=0,1,...,m; p=0,1, )
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i satisface doar ipotezelor

Deoarece f(x, este o functie oarecare, care elor

de derivabilita{g a?é’ztate mai sus, polinomul de tip Taylor (7) nu reprez%gta

functia consideratd decit cu aproximatie, despre care ne putem face o idee
clard studiind diferenta

R(%,y) = flx,9) — T(%, ). (9)
Tinind seama de (8) si (9) conchidem ca
TER(x, v) —0 (v:(),], ,n] (10)
gz gyt ;Z‘é 51.=0,1,...,m
sica 2
m+2e.
6rz+| R(#, y) 6"+1f(%,y) a_'”'HR(x,y): Qm-f—l f("%.'l’)J a"+m+2R(:¢,y) _ ﬁ f(x, y). 101)
) n+41 R aan"l ' 6vm+1 av-’ﬂ+] aW’!+16)’m+1 a:V""'! aym+t
x ) J

fn cele ce urmeazi vom ciuta si deducem o expresie cit se poa;:te de
simpld pentru R(x,y), care este restul — sau termenul complimentar —

al formulei de aproximatie de tip Taylor
fx,9) = T(x y) + R(x ). (11)
i a i ini i lititile a =t = «,
d ci dreptunghiul definit de inega e 4=
b= fr;st;p: Iizlcr)lntinut in 7, se observa cd putem scrie succeslv
R(%y) = R(x,y) — R(a, &) = R(x, ) — R(a,y) + R(%y) — R(» ) —
— [R(%,9) — R(%, b) + R(a,b) — R(a,9)] =

X y x ¥ . ; )
OR(Ly) eRbd . (CLRET g0, 12)
=\ ot dtJrS P SS ot o (
a ab
Daci introducem notatiile |
c o CORGLT)
ORWG) dt — ((CRED gy gr, Ry(x, y) = (T dr,  (13)
Rilgl= | S BN\ S i, Bali 5) § -
a a
restul formulei (11) se scrie #
R(x,y) = Ri(x, 5) + Ry(#, ). (14)
S4 ne ocupidm de Ry(x,%). Socotind pe « fix, intrucit df = —d(x — t),
vom avea : "
OR(Ly) azR(@]d o
Rim ) = — ([ -5 = | e =9
a . ,
AR(LY) _ [ Q*R( ) dﬂ:] .
:{(xit) o o i
( (x_ [ER60 _ [ 2RED d"-'] dt (16)
+S(x—t)[ o ~Satﬂar '
' b
a
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Partea integrati e nuli, cici -

aR(Ly) | §62R(f.i) _ R, b) —0
ot I=a at gt t=a h at_— 'fhum '
conform formulelor (10).
Avem apoi
o [9iR .
R x, = — ({' j") == 83}?”‘ T) o
e e § s d'l'} (% — ) d(x — t) =

Yl [a Bity) (ORGLD )\, (=0 [FRLy) o
) g 0* (ty)  co'R(y)
Y ot 5 ot* gt ” % S 2! l P 555: dT] w

Partea integratd este iarisi nuld, cici

O*R(%,9)
o

= 0.

{=q

1
s S 6”\‘.*(#, 7) { dr — O°R(1. )
. Gige ai?

I=q

Cu acestea

X ¥y
Rl(x.y} _ S(x—r)z [BER(L ) *S ot R(t, ) zi-r] dt —

21 ot 04* gt

a

x )
. " [6” R(t, ) _§ O R(t, 7)
o gt

A=t g
ci;. 5] dlr — 1) =

X y
_ ([ "2 Rt,v) , ] (r—0)"
N Sl [ afﬂ-H —Sb Qi at d‘rl al d(ﬂ(’ = Ié‘) :

X

,.).'I arz+l R.’ V
S e dtdx. * (16)
a

§ x__erz 3""'2}?(:‘ 'L‘)
) ! 9"t gy

QL—"?K

Inlocuind aceastd expresie a lui Ry(x,y) in formula (14) obtinem

X
o (J;’Hf)ﬂ 6"+[ R(t,
R(xj _'V) e _S Bl at_",f_]

SR

I g 4 Ry(x, ), (17)
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unde
y x Y
dR(x 1) (x=)" 9" R(1, )
i R e dtdt =
Ry(x, y) S o F S S al 9" ot
b a b
y 7 __a\n an42 -
= [ (e=0t 2R g g,
n! Qi+l og |
b

Efectuind o succesiune de calcule (integrari prin pirti) de felul celor
care ne-au condus de la formula (15) la formula (16), se gdseste cd

=" "R , (=0 IR g
8Tm+1 T—S S 6£n+lam+t,r i
alb

y
Ry(x,y) = S

b

m | nlm!

Daci se inlocuieste in (17) si se fine seama de (10’), obfinem tocmai
expresia integrald a restului formulei de tip Taylor (11)

(x — 0" &' (t,9) vy —o™ g™ FIf (x,7)
R(x,y) S il afu+] at —L S m a,rm 41 ar —
a b (18)
X y
(x—t)"y—7)™ " T3, ) i
S S e td.
; nlm! giitlgm+

% De aici se poate deduce si o alti formd a restului R(v, ). In
adevir, avind in vedere cd (x —#)"si (y — 7)™ nu schimbi de semn in
intervalul [a, x], respectiv [b, ¥], vom putea si aplicim prima formuld
a mediei calculului integral. Pentru a obtine un rezultat calitativ mai
bun vom face urmitoarele transformari

x x
(,\‘*!)" a"-'-]f{f. V) i

S il YRS ol | S

a

(=t =)™ 8", )
a,rtJrl g+ m+1 di dv

o e

w! m!
o
L !

T |dl =

4 § F=n"| & ey §(_v —" "R )
n !

n! 61’"’+1 6[11+Ia,rm+1

a

7!

: ) i
B ) ™ e - 0" Ft =
6En+1 EET S e (3E"+lf9’fm TEF S | —

a

3

_ —a™ FtYEy  (p—at] ¢ y—m™ grtmie o)
(nt1)1  gEMH (n+1) | S ml  gE"Flgem +1

b
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unde £e (a, %) ; apoi

¥
S y—9™ " w7 5 (x~u)”+1§ y— o™ gt ™iE
) ® ! 9" t1 (n+1) ! m!  gentlgem+l -

, ,
:S =" | 8"t fix 1) (x—a)mt! gitmi2g o)

m! gom 1 (m+1)! @ettlgomt1
h

_ o™ e a9 gy [0 - gm dx
=t (k1)) B H g™ g

m |

i (y —b) m+ 1 am+ lf(x, ) A (x—a)”""l(y _p)intl 8”+m+2f(5, 1)
m+1)1  gg"H! (m41) ! (n1)1  QEMFIgymt+1
unde 7e(d, ¥).

In felul acesta am ajuns la urmitoarea f a i i i
Taylor (11) orma a restului formulei de tip

R(x, y) == (Jf'fa)n+1 gl fE, ) (y — b)™ +1 " +1 17 )
(n4 1)1 gEit (m + 1) ! ot
(v —a)" iy — pym+1 gn +m 42 1E ™)
(4 1) (m+ 1) ! a§n+lanm +1

. Mentmr_}éﬁm cd numerele necunoscute Ee (@, x)si e (b, y) care intervin
sint fzcelea_g;l in termenii de mai sus, rezultat la care nu se putea ajunge
aplicind direct formulele de medie integralelor care intervin in cei trei
termeni ai restului (18). Rezultate de acest gen noi am mai obtinut intr-un
ciaz mai general si in lucrarea [1]. In lucrarea [2] ne-am ocupat de
3 ;rei ;é’iglderl ale formulei lui Taylor la functiile de doui si mai multe

In incheiere mai mentionim ca folosind functia auxiliard ¢(x, y) =
:R(,’ULJ'),K unde R(x,y) e dat de formula (18), am reusit ca intr-o lucrare
recentd [3] si ddm o expresie integrald pentru restul unei formule de cu-
baturd destul de generali.

Universitatea ,,Babes-Bolyai'' Cluj
Catedra de analizd

WHTETCPAJIBHOE BBIPAJKEHUE OCTATOYHOI'O YJIEHA
B ®OPMVJIE THUITIA TEHMJIOPA JIJI{ ®YHKIIHMHA
JBYX IMEPEMEHHbBIX

KPATKOE COIEP)KAHHE

OCHOBHOH pe3yJibTaT COLEeprKaeTcsl B YCTAHOBNEHHH [AHHOTO B (18)
MHTETPAJLHON0 BBHIPAMKEHHsl JU1S OCTATOWHOrO wiend (opMyJbl THIA Teii-

aopa (11).

IEXPRESSION INTEGRALFE DU RESTE DANS UNE FORMULE
DU TYPE TAVLOR POUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

RESUMTS

Le principal résultat consiste dans 1'établissement de I'expression
intégrale de (18) pour le reste de la formule du type Taylor (11).
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