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1. Se stie cd problema spatiald a teoriei elasticitatii se reduce (intr-o
tezolvare in tensiuni) la una din grupele de ecuatii de continuitate, expri-
mate in tensiuni, ale lui Beltrami si Mitchell
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datorite lui Cauchy.

#) Acsastd lucrare se publici gi in limba francezi, in revista , Mathematica”, vol. 1(24),

fascicola 2 (1959),
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Aici oy, oy, 0, sint tensiunile normale, 7, 1,,, Tyy Sint tensiunile tan-
gentiale, X, VY, Z sint fortele masice iar (e este coeficientnul de contractie trans-
versala al lui Poisson ; invariantul O este suma tensiunilor normale

@20‘x+0'y+crz (3)
$i A este operatorul lui TLaplace
A= 8,
0x% 9y | e
Solutia acestei probleme generale este destul de dificili. De aceea se
fac diferite aproximatii, valabile practic in unele cazuri particulare.

2. O problemi importanti, care se Intilneste frecvent in practica ingi-
nereascd, este cea a unei stiri de tensiune plana (starea de tensiune produsi
intr-o placi plani, supusd la sarcini exteripare paralele cu planul median).

Fie & grosimea plicii pe directia z (h< < q, b, dimensiunile maxime ale
Pplicii in planul median Oxy). In cazul problemei plane tehnice a teoriei elas-

ticitdtii (problema clasicd) se admite folosirea de valori medii pentru tensiuni -

h h
2 z ¥ )
Ox = S ox(2)dz, oy :j ay(z)dz, ay = 5 Txy(2) dz; ()
i i i -
o T2 o

de asemenea pentru deplasirile %, v si pentru deformatiile specifice €% €y Yay
(stare de tensiune pland generalizati). Tn felul acesta a treia variabil3 (2)
dispare din caleul, obfinind simplificiri importante,
Celelalte componente ale tensorului tensiune sint considerate, cu o
buni aproximatie, nule
Op == Tay = %y, == (), (6)
Totodata alungirea specificd e, va diferi pentru fiecare punct al placii :
astfel planele z — j:g vor deveni suprafete curhe. Se produce astfel
(mai ales dacd planul median nu este un plan de simetrie mecanics al plicii,

din punct de vedere al sarcinilor exterioare) o incovoiere a plicii care, din
cauza grosimii 4 mic# in raport cu celelalte dous dimensiuni, va fi neglija-

) _uh
Y=gy e (7)
unde o este raza de curburi a fibrej medii deformate a grinzii. Astfel defor.
matia unghiulari Y poate fi neglijatd in raport cu deformatiile specifice ale
planului median al plécii ; conditiile (6), impuse in cazul unej stari de tensiune
pland, sint practic indeplinite (transmisia tensiunilor de 1a o fatd la alta
a placii este uniformd),
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S A t cu dep asarile

este mica in rapor
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Se pot folosi rezultatele problemei plane »tehnice” daci grosimea /%
este mica in raport cu celelalte doud dimensiuni, Dacj aceastd grosime creste,
avind de-a face cu o placi groasi, se poate intimpla ca aproximatia de calcul
sd nu mai fie suficients.

O solutie mai exactj a acestei probleme cu conditiile (6), celelalte ten-
siuni depinzind de toate cele trei variabile, a fost datd [7], pentru cazul
X=Y=7=0, folosind metodele problemej Spatiale a elasticitatii.

Dacid grosimea % este comparabild cu celelalte dimensiuni, ajungem
la problema unuj corp masiv, care poate fi studiats cu metodele mentionate
mai sus, fird si utilizim conditiile (6). Se pot cita astfel lucririle luj E.

Sternberg si M. R. Sadowsky [d]si A, B. Green sl e
Willmore [3].

3. In cele ce urmeazd vom studia, admitind ipotezele (6), o placi supusa
la o stare de tensiune plani, datoriti nu numai sarcinjlor pe frontierd dar
si fortelor masice,

Se va vedea astfel cd forfele masice. nu pot si fie oarecare, pentru a
putea verifica toate ecuatiile teoriei elasticitatii.

Admitem cj tensiunile g,, 0y, Txy $i forfele masice X, Y depind de toate
cele trei variabile Y, ¥, #; numai componenta 7 5 fortei masice este consi-
deratd nulj :

£ =0, (13)
datoritd definifiei date pentru starea de tensiune plani,
Ecuatiile de echilibru (2) devin

90y | 1y

i S
oy 9%y o o '

Ca si in problema plani tehnica [1], [2], [5], .[6], tensiunile sint re-
prezentate prin

HB}" v
Ox = ;172- =" 51\. dl’,
> 15)
o (
Oy = ﬁ_{ = SY[iy,
__ F ;
Txy = 2x0Y ) (].5 )
unde F=F(x, y) este o functie de tensiune care trebuie precizats.
In acest caz
O =A(x,y) F — (f Xdx+ | Ydy), (16)

o
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Tinind seama de (6) si (13), a treia dintre ecuatiile (1) si primele ecuatii
Tinind s -

(1') ne dau 2 756 __&ﬁ‘)_k@f—{—ﬂ
5;[2}—2)— 1—u \agx 3y
2(29)— a4+, (17)
v\ az CE
9 (28] _ _ (1 42X,
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c U p urma-
P t 1 1 nte t eb e i d ]
entru a I)U. cea calc a deI”IVcltl y 0 & L1 sa e ll. e 1nite

toarele conditii de diferentiald totald exacta

il Q(+QE)=£'KX, (18)
Eax(ax v/ a2

woa ﬂq_ﬂ’):ﬂ

Ea’y(ax ay 0z

i ) i) (187
Yoz ax9z

Primele doua condi‘;cﬁ sint verificate luind

l1—p \gx  3Y 9z 3z (19)
(o L any_Bu, OV _ou,

l—p \ gx ay 3z a7 B

Rezulta ca

20
% (p—w) =0. (20)
az
De asemenea relatia (18') ne va da
: 21
I (o =) =0. (21)
dx9Y
Relatiile (20) si (21) ne permit sa scriem - - =
¢ — =[x ) = hix, 2) + [, 2). )
Derivind in raport cu z
M'ﬁf_-zl + Pfa(yxz)_ = 0 b (23)
az a2
obtinem ! 7 < (24)

fi(%, 2) = gi(¥) + Mu(2),
f21y, 2) = ga(y) + Bs(2),
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cu Tinind seama de (15) si (31), prima ecuatie (1) va putea fi scrisi sub
/ — ; 24’ forma
41(2) + hy(2) = const. (24') | - | 1 @8 b pEk (33)
Putem deci scrie , | A (d—yz _fdeJ + 14p ga2 1—p 2%
o(%,5,2) = 9(%, 9, 2) + 31(%) + x(y). (25) : Observind ci =
Pentru ca relafiile (19) si poatd da o reprezentare a fortelor masice cu Alx,y,2) =A(x,y) + = &8
ajutq_rul functiilor ¢ si ¢, acestea din urmi trebuje sd verifice urmitoarele _ -
relafii 3 . . si folosind relatiile (28), (32), obtinem
LM T (O S .
1—p | ga ay-"-) T Y (26 HI H—E[ﬁ gt @0] SR (35)
. avelpze 14+ L —
Ultima relatie este verificati, in virtutea formulei (25). , . : : ; Ao .
n concluzie se poate afirma ci un calcul tridimensional (deci mai - A doua ecuatie (1) i a treia ccuatie (1') dau de asemenea
exact), cu ipotezele (6), este posibil numai dacy fortele masice sint date de 2 (F " 0
19), cu ajutorul functiilor ¢ si y, care verifici rela iile (25) si (26). H 2 [_ e ] = e
( ) J 1,; CPS w t ( '))$ ( ) 8-"52 822+1+“‘®0 ]—.u (35f)
4. nIn particular, daci fortele masice sint uniform distribuite pe grosimea P [OF 5 s ) —0
placii (-K i A8 0], relatiile (17) devin oway\azE T T '
a9z z S
Rezultd ca
i(ﬂ]:-&u.;’-ﬂ(a_)g+@) 2R W
a7\ 3z 1-p lax ' gy’ Zz'z+_1ia 8= — gy (%' + 97 + ax + by + 4, (36)
A (2@ ‘ L :
o =0 ) unde a=a(z), b=b(z) si d=d(z). Integrind, cipitim o funcfie de forma
9 @J . = —t @20 ——L ¢ (52 y2) 22 4 Fi(r,9) +Fo(x,y) + (37)
%X \9z 2(1 + ) 41— )
i condifia de diferentiald totali exactd este A o By 4 D,
=A(z), B=B(z) si D=D(2).
ok I oY e const, (28) unde 4 (2) (2) (
g o Putem lua
Suma ecuatiilor (1) ne conduce la d=l=d=—A=B=1=10; (38)
2B = =it (Qf 4 oF +dZJ (29) deoarece la aceste functii corespunde o stare de tensiune nuli.
1=plazr 9y a2 Putem scrie astfel functia de tensiune
In cazul particular care ne intereseazi
i Fe—— b @ttt yY s aFiny) + Falsy). (39)
A® = — 1_“.;_ (30) 2(1 + ) 41 — )
- . o o o i i 6), vom aplica
inl G % i Functia F fiind legatd de @, deci si de @, prin relatia (16), vom ap
Din ecuafiile (27) obfinem . operatoru}: lui Laplace A (x,) la (39). Tinind seama de (16), (31) si (32),
= M+ o + kz + Oy(x, v) © (31) gisim (identificind cele doui polinoame de gradul intii in z pe care le obfinem)
2(1'— p) AF, =k (40)
unde & este o constantd arbitrars ; aph’ci'nd operatorul lui Laplace A(x, v, 2) si
51 finind seama de (30), rezultd ci functia @4(x, y) este dati de A, = By S Xdn o S Yy, (41)
AQy = — (1 + p)c. : (32) _
!
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Functiunea F a tensiunilor are deci forma

_Z? x.—_ijz — i_Li 2 e w
(%, v,2) e he PrrEive N ik s (42)

u

+m Z? (S‘-de + SYdy]+zF1(x, j’j + Fo(x,9).

Aplicind incd odatd operatorul A

a2y, el (%, %) relatiei (41), in virtutea relatiei

AAF, (x, W) == =iy A2X %Y
0 e+ ;Fdx+J§Pd3" (43)
Iunctia de tensj g i it5
fanep f ¢ tensiune F(x,y,z) este deci construits cu ajutorul unei
Hy a5 =K, (%) + F'{x, v), (44)
unde Fy(x, y) este o tunctie biarmonici
AAF(x,9) =0 (45)
iar F'(%,y) este o integrald i a ie
)3 ‘ particulara a gy i s
problemei — si cu ajutorul unei functii e e oiis ek
F X,V :F_ X, V) 4+ i E /
((5.9) =Fi(w3) + £ (01 4y (46)

unde F,(x,y) este o functie armonici
A Fy(x,9) = 0. (47)

5. In particular, daci distribut
n raport cu planul =0 (din cauza
oare) se poate lua & — e —10

; Obgeurvﬁm cd, datorita relatiei (42), 'se ob
barabolicd pe grosimea plicii, Astfel ca ifjoteza,
stunilor pe grosimea / este justificatd daci ac

raport cu celelalte doud dimensiuni (

12 tensiurilor trebuie si fie simetricy
distributiei simetrice a sarcinilor exteri-

fin teusiuni cu o variatie
distributiei uniforme a ten-
easta grosime este micd in

h :
: deoarece zg;<< a, b, dimensiunile
;gi?ellme plc;:—cele d.OLIE.lU. directii in planul median al
» Pe baza principiului lui B, de St. Venant, ci starea de tensiune este

influentatd numai in zona apropiati conturu pe o distantd egali cu
grosimea plicii d'1 ¥ WS sot i e & e .
placii, distributia sarcinilor exterioare diferind, in general, de cea
) e

plicii). Se poate verifica

In felul acesta, caleulul stirii de tensiune

biiiele nate g dal o pland ca o problemi bidimen-

: 8
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O TIPUBJAMIKEHWHW ABYMEPHOM BLIKJIALAKKW B CJIVHAE
COCTOMHUA [TJIOCKOTO HATIPSDKEHMWS

KPATKOE COIEPMAHME

[Tocne yxasauust MpuGAHKEHHH, JONYCKAEMbBIX B cJaydac ,,TeXHHYECKOH™
DJOCKOH 3a1auM, aBTOpP MepPexofHuT K H3YUeHHIO COCTOAHHSA MIOCKOTO HATPS-
JKeHHs, B KOTOPOM YJAOBJIETBOPEHBI cooTHoweHus (6), a aApyrue cocrapisic-
IIHe HAalpsideHus sIBAfIoTea (DYHKLIHAMU BCEeX TPeX [NepPeMeHHBIX X, I, 2.
st Toro, uToGhl BBIKAAJAKA TAKOrO pojaa Oblia Obl BO3MOXKHA, HEOBXOIHMO,

YroOBl MACCOBbIE CM/LI Obliii ganbl (19), Opu noMomu ABYX (yHKUME @

n ) YAOBJIETBOPSIOIUX cooTHoweHnusiv  (25) u (26).

B 4yacTHOCTH, €CJIH MaccoBble CHJABL PABHOMEPHO pacnpejesieHbl Ha
TOJIIMHE NTACTHHKH, COCTABJSIONIHG HAMPAMKENHS BbIPAXKAIOTCS NP MTOMOLLH
(yHxunE Hanpsikenus Buma (42), npuBoaswas kK napabo/uueckomy pac-
peje/eHuio HaNpsiKeHuil Ha TomwuHe naactuHkh. OxaselBaercs, uTo CO-
CTOSIHME HANPSKCHHSA TEPrnuT BJAHAHHE TOJBKO B 30He OIHM3KOH K rpaHHIe,
TAK YTO BbIKJAJKa B KauecTBE ABYMepHOH npoGIeMbl BMOJHE ONMpaBaHa.

SUR L’APPROXIMATION DE. CALCUIL BIDIMENSIONNEL DANS
LE CAS D'UN ETAT DE TENSION PLANE

RESUME

Aprés avoir montré les approximations que l'on fait dans le cas du
probléme plan ,technique”, l'auteur passe a I’étude d'un état de tension
plane oi1 sont vérifiées les relations (6), les autres composantes de la tension
étant des fonctions de toutes les trois variables x, y, z. Pour qu'un pareil
caleul soit possible, il faut que les forces de masse soient données par (19),
4 Taide de deux fonctions ¢ et 4, qui vérifient les relations (25) et (26).

En particulier, si les forces de masse sont uniformément distribuées
sur 1'épaisseur de la plaque, on exprime les composantes de la tension au
moyen d’'une fonction de tension de la forme (42), qui conduit 4 une distri-
bution parabolique des tensions sur 1'épaisseur de la plaque. On constate
que l'état de tension est influencé seulement dans une zone rapprochée
du contour, le calcul en tant que probléme bidimensionnel étant ainsi par-
faitement justifié.

{3 — Studii si cercetéiti de matematicid nr, 1/1960.
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