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1. Tie datd o ecuatie diferenfiald liniard si omogena
(J+ a (’L)y(” l) _}_ﬂ' 1( ))! +a,”( ) (l (])

cu coeficientii a;(x) (# = 1,2, ..., n) continui intr-un interval semifnchis
[a, b), b repre7e11t1nd un numdr finit sau infinit. Fie Y mulfimea integra-
lelor acestei ecuatii in intervalul considerat.

Se spune cd familia YV posedd proprietatea I,[a, b), (adici este inter-
polatoare de ordinul # pe noduri simple in intervalul [a, b)), dacid oricare

ar fi » noduri distincte x,, %,, ..., x,, situate in intervalul [a, b) sl oricare
ar fi valorile reale y,, v,, ..., 5, existd o integrald si una singurd y(x)e Y,
care si satisfaca coudijciﬂe y( = B =1,2" . . %

Dupd cum se stie, proprietatea [,[a, b) a iamiliei Y este eclivalenta
cu urmitoarea proprietate de neoscilatie a integralelor ecuatiei (1) in
intervalul [a, b) :

Oricare ar fi integrala neidentic nuld y(x) a ecuatiei diferentiale (1),
ea nu are in intervalul [a, ) mai mult de » — 1 rddacini distincte.

In cadrul Sectiei 1-a a Institutului de calcul din Cluj, prof.
T. Popoviciu a pus problema caracterizdrii proprietdtii /,[a, b) a
familiei ¥, prin proprietdti privind coefunentn ecuatiei dlferent,iale Ocu-
pindu-mi cu aceastd problemd, am obfinut in lucrarea [1] ca prim rezultat,
nurmitoarea teoremd, care complecteazd unele rezultate a lui G. P6lya [7].

TEOREMA (*). Fie hy(x), hy(%), ..., h, 1(x) integrale ale ecuatiei diferen-
fiale (1) satisfacind in pumctul x = a egalitifile
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hy(a) = (a) = ........ =h'"a) =0, B a) =1
ha(@) = ho(a) = ... = W' (a) = 0, B P(a) =1
e eend 8 S o s s 8w 6 6 £ e S R e e (z)
Ty —o(@) = Iys(@) = 0, Fy_o(a) =1
hy_r(@) = 0, M_y(a) =

Condifia necesard §i suficientd ca familia Y si aibi proprietatea 1,[a, b)
este ca pentru ovice sistem de n — 1 integrale hy(%), hy(x), ..., h,_ (%) a ecua-
ler diferentiale (1), satisfdcind condifiile (2), sd aibe loc in intervalul deschis
(a, b) relatiile 1 V)

(%) 520, Wi(hy, ha) 50, ..., W(hy, hy, ..., hy_y) 2= 0. (3)
dier W(hy, hy, ..., i)  reprezinti  wronskianul — functiilor hq(x),
y(%), .. ., Bi(). '

¥ A T w o 3 . . . o .

Lot in lucrarea [1] s-a ardtat ci dacd ecuatia diferentiald (1) admite
un sistem pa;réw.ulm de n — 1 integrale hy(x), hy(x), ..., h, (%) satisficind
felq}msz (3) in wntervalul (a, b), atunci orice alt sistem de n —1 integrale
satisfdcind conditiile (2), va verifica de asemenea velatiile (3) in intervalul (a, b).

lin lucrarea de fafi se di o interpretare geometrica a conditiei
exprimate de teorema (*), ceea ce permite o noudi caracterizare a proprie-
tagii 7, [f:, b) a familiei Y, prin existenfa solufiilor unor anumite probleme
la limitd bilocale (teorema 2).

;namte de a trece la expunerea propriu-zisi, finem si enuntdm inci
urmdtoarea teoremd care va fi utilizati in cele ce urmeazi, — demon-
strafia ei fiind de asemenea datd in lucrarea [1].

A e v o “p e . i T . p

_IJLOREMA (**) Sd presupunem cid familia Y a integralelor ecuatiei dife-
rentiale (1) are proprietatea I,[a, b).» Fie y(x)eY o integrald oarecare neidentic

:;Z_ﬁlﬁ ‘Jsti fﬁ'o; lxlj[ ;\:2[,]). ':S‘J Xy (m=<mn — 1) eventualele ei rdddcini distincle
e tniervaiie @, b). Sd noldm respectiv cu by, P, . . . dinele 1
matltiplicitate. . M S
In ipotezele formulate, arve loc inegalitatea Pi T Ps oo P =B 10
: 2. _Tn cele ce urmeazd vom nota cu Y, (t=1,2, ..., m— 1) submuil:
fimea integralelor y(x)e Y, care satisfac conditiile ‘
@) =y'(a) =...=y""a) =0, y(a) =20, (1)

Are loc urmitoarea teoremi :
TrorEMA 1. Conditia necesard si suficientd ca familia Y a integralelor
ecuafier diferengiale (1) sd aibd proprietatea I,[a, b) esle ca orvicare ar 1)

| 1) Suficienta conditiei (3) pentru ca si aibd loc proprietatea Iy(a, b) referitoare la un
interval deschis (a, b) a fost stabilitd de G. P 61y a in lucrarea [7], teorema 2. Din demonstratia
datd de G. Pdlya acestei teoreme nu rezultd insi proprietatea 7 [a, b) relativd la un interval
semi-inchis [a, b).

) Aceasta revine, dupd cum s-a mentionat anterior, a afitima cd ecuatia diferentiala (1)
nu admite nici o integrald neidentic nulil care sii aibd in intervalul [a, b) mai mult de n — 1
riddcini distincte. '
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numdrul natural © (i << n — 1), submulfimea corespunzdtoare Y; sd nu eon-
tind nict o integrald y(x) care sd aibd in intervalul deschis (a, b) vreo rdddcind
%o, mullipld de ordin = n — 1.

Demonstratie. 1°. Presupunem intii cd familia Y are proprietatea
I,[a, b). Fie ¢ unul dintre numerele 1,2,..., n — 1. Si demonstrdm ci
submulfimea corespunzitoare Y; nu confine nici o integrald care sd aibe
in intervalul (a, b) vreo ridicind x, multipld de ordin = n — ¢. In acest
scop sd presupunem prin absurd cid ar exista o astfel de integrald y,(x) eV,
care sd aibd in intervalul (a, b) o riddcind x, multipld de ordin p, = n — 1.
Intrucit y,(x) apartine submulfimii Y, rezultd din definifia acestei submul-
timi ci y,(x) nu este identic nuld in intervalul [a, b) si cd admite numarul
¥ = a ca raddcind multipld de ordinul p, = ¢. Ajungem astfel la concluzia
cd ecuafia diferentiald (1) admite o integrald neidentic nuld y,(x) pentru
care numerele ¥ — @, si ¥ = x, sint riddcini avind ordinele de multiplicitate
po = it respectiv P =n— 7. Suma acestor ordine de multiplicitate satisface
inegalitatea $, + Py, = n, care contrazice ' afirmatia teoremei (**).

2° Si presupunem acuma ci oricare ar fi numdrul natural & satis-
facind inegalitifile 1 << k== n — 1, submulfimea corespunzitoare Y, nu
confine nici o integrald y(x) care si aibi in intervalul deschis (a, b) vreo
riddcind x, multipla de ordin = n — k. Vom arata ca in aceasti ipoteza
familia Y are proprietatea I,[a, b). In acest scop considerim un sistem

de integrale hy(x), hy(x), ..., h,_1(x) satisfdcind conditiile (2). Cu ajutorul
acestor integrale alcdtuim sirul de functii.
Wihy) = bi(x), Wk, Bg), ..o oo Wik, Bay oo Binig)s (5)

Si presupunem prin absurd cid in ipotezele ficute, familia ¥ nu ar
avea proprietatea I,[a, b). Atunci conform teoremei (*) ar rezulta cd cel
putin una din functiile sirului (5) se anuleazi fn vreun punct x, din inter-
valul deschis (a, b). Si presupunem ci prima funcfie din sirul (5) care
se anuleazi in punctul x, este functia W(hy, by, ..., By ). Observdm ca in
mod necesar are loc inegalitatea # — ¢ = 1, cdci in caz contrar, adici in
cazul # — ¢ =1, functia W(hy, hy, ..., hy_;), care se anuleazd in punctul
Noe (a, b), ar fi functia %,(v). Cum integrala h(x) apartine familiei ¥, i,
s-ar contrazice ipoteza ci orice integrala din familia Y, , nu se antileaza
in intervalul (@, b). Au loc deci relatiile :

W(hy, by .., bi),_,, =0 (n—1>1), ,
Wy, gy -« s Buir) ], 0. (6)
Fie acum sistemul de ecuafii in necunoscutele Cy, Cy, ..., Gper 1
Cihy(x,) + Calig(%) + ... + Cosi Bui(%) =0

Clk’;('-yn) + Czhé(?"o) + AL _l" Cn—i ’lb;lfl'(:\fo) =

CH 1 () 4 Chl V() + oo+ Cousi B (g) = 0.
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Din relatiile (6) rezulti ci sistemul (7) admite solutii pentru care

Cot 72 0: Fie-Cy, Cy .o Cozyrior astiel: de solutie. Considerim integrala
37("') = Cy Iy(x) 4 C_z ho(%) + ... 4+ C, Py (%).

- Observam intii ci ea nu poate fi identic nuls intrucit C.—i 720, Apoi,
tinind seama de relatiile (2) rezulti ci

y@) =y'@=...=y"%) =0; ya)=C,_ 0. (8)

Aceste relatii ne aratd cid integrala y(%) apartine submulfimii Y;. Prin ipo-
i R > AT

tezd Insd mnici o integrali a submulfimii ¥; nu admite in intervalul (a, b)
rddécini de ordin = n — i. In particular y(x) nu va avea in intervalul (a, b)
nici o ridédcind de ordin = # — 7. Aceastd afirmatie contrazice insi egali-
tatile (7) care aratd cid integrala y(x) admite numirul %, ca radicind de
ordin = n — 1.

Rezultd in definitiv ca familia V are proprietatea [I,[a, b). Astfel teo-
rema este demonstrati.

3. S& considerim acuma urmitoarele conditii bilocale neomogene,
y(@) =y y'(@) = 3, ..., y¥-1a) = yo=ti
Y(E) =30, ¥'(B) = 0, ..., y-i=(E) — gin—i-1)

_ Adci nodul ¥ = a coincide cu extremitatea stingi a intervalului [a, b)
In care sint continui coeficienfii ecuafiei diferentiale (1). Cel de al doilea
nod % =ZEe (a, b), precum si sistemele de numere reale LR, . o, =T
{yg‘”, yé”, i yé"*"—l)} sunt alese in mod arbitrar. Numarul natural ¢ esté
ales de asemenea in mod arbitrar, cu conditia 1< # — 1.

O consecintd imediati a teoremei 1 este urmitoarea

(£K5)

TEOREMA 2. Condifia necesard si suficienld ca Sfamilia Y a integralelor
ccuatier difereniale (1) sd aibd proprietatea I,[a, b), este ca aceastd ecuatie
sa admaitd o integrald y(x) si una singurd, satisficind conditiile (K;), oricare
ar fi numdrul natwral i (i << n — 1), — oricare ar fi nodul Ee(a, b) st ori-

care ar fi sistemele de numere reale { Y M. <., yff—l)}, { y}sﬂ), Y e oy 0 *":*”}
4. Si consideraim din nou submultimile Y;, (t=1,2,...,n—1).

Pentru integralele y(x) aparfinind submulfimii V;, definim functionala
pi[v] precum urmeazi :

v]y"..DUacﬁ integrala y(x)eY; admite in intervalul deschis (a,0) cel putin
o raddcind £ avind un ordin de multiplicitate = » — 4, atunci considerim
pi[y] = min § (9)

minimul‘ fii.nd _luat- relativ la mulfimea {%£} a tuturor radicinilor de ordin
=n — ¢ din intervalul (e, b) ale integralei y(x) considerate,
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2° Daca integrala y(x)eY; nu admite in intervalul deschis (a, b)
nici o radicind de ordin = » — ¢, atunci definim

pi[y]="0. (10)
Fie in continuare
pi = inf p;[v] (11)
VBN
si
p = min 4§ py, Pos +v « 5 Puils (12)

Are loc urmatoarea teoremi :

TEOREMA 3. Dacd ecuafia diferentiald (1) arve coeficienfis conlinui in
intervalul semi-inchis [a, b), atunci numdrul maxim posibil o, (a <~ p < b),
pentru care are loc proprietatea I,[a, o) a familiei Y, este numdrul o definit
de relatiile (9)—(12). Marginea inferioard (tripld) cave difineste numdrul
p prim aceste rvelapii, este atinsd.

Demonstrajie. Prima parte a teoremei 3 este o consecintd imediati
a teoremei 1.

Vom arita ca marginea inferioard (tripla) care defineste numirul p
prin relaiile (9)—(12), este atinsi. In acest scop consideram # — 1 integrale

hy(%), hg(%), ..., h,_i(x), ale ecuafiei diferenfiale (1), satisficind conditiile
(2). Cu ajutorul acestor integrale alcituim girul de functii:
ha(x), Wihy, hy), ..., W(ky, by, ..., By_y). (13)

Din teorema (*) si din teorema 1 rezultd c¢d cel pufin una dintre
functiile sirului (13) se anuleazd pentru ¥ = p. Si presupunem cid prima
functie din sirul (13) care se anuleazd in punctul x¥ = p este functia
Wihky, b, ..., B_;). Vom avea deci

Wiky Bo; ooy Bai)|,_ =0 (14)

r=q

Urmind un rationament analog cu acela utilizat la demonstrarea
suficientei condifiei exprimate de teorema 1, se deduce din relaia (14)

existenfa unei integrale neidentic nule y(x), satisficind conditiilor :

=7 (= ] =
y@)=y'(a) = ...=y""(@) =0; y(a)0
- =) —(n—1i—1)
) =F(pl= e =¥ (p) = 0.
ceea ce justificd afirmatia ficuti.

-
In continuare, tinind seami de teorema (**), obtinem urmitoarea

teorema, care apare o consecintd imediatd a teoremelor 1, 2, 3:

TrorREMA 4. Pentruca ecuafia diferenfiald (1) avind coeficienfii continaei
in intervalul [a, b), sd nu admitd nici o integrald neidentic nuld, care sd
aibd in intervalul [a, b) mai mult de n — 1 rdddcini (fiecare rdddcind fiind
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considerald de atilea ori, cil este ordinul ei de mulliplicilate), este necesar
st suficient ca sd fie rvealizatd sauw condifia ce intervine in teovema 1, sau
aceea care intervine in leovema 2. Intervalul [a, o) care inlervine in teovema
3 va rveprezenla intervalul de lungime maximd, cu extvemilatea stingd x — a
datd, in care are loc proprietatea de mai sus de neoscilatie a inlegraleloy ecua-

tier diferentiale (1).

3. Ne referim acuma din nou la proprietatea [,[a, ») de interpolatie
pe noduri simple a familiei Y intr-un interval [a, 7), (@ < 7 < b). Dupi
cum se stie, are loc urmdtoarea teoremi :

Conditia necesard §i suficientd ca familia Y sd aibd proprietatea 1,(a, v),
este ca ecualia diferenfiald (1) sd wu admild nici o integrald neidentic nuld,
care sd aitbd in intervalul [a, v) mai mult de n — 1 vdddcini distincte.

Pentru a afla numéarul maxim posibil », pentru care familia Y are pro-
prietatea T,[a, 7), sintem condusi la urmitoarele consideratii :

Pe mulfimea integralelor neidentic nule ale familiei Y definim func-
tionala r[y] precum urmeazi :

1% Daci integrala y(x) admite in intervalul [a, b) cel pufin » radicini

distincte x; < %, <7 ... < x,, pe care le presupunem consecutive si
situate imediat la dreapta punctului x = a4, (2 < ), atunci considerim
r[y] = .. (15)

2° Dacd numdrul rddidcinilor distincte din intervalul [a, b) ale inte-
gralei y(x) este mai mic ca », atunci considerim

r[yv] = b. (16)
Asociem familiei ¥ numdirul real » definit astfel
r=inf r[y]. (17)
yeY

Tinind seami de teorema de echivalentd enuntatd anterior, se constati
cu ugurinfd cd numdirul maxim posibil 7, pentru care familia Y are pro-
prietatea /,[a, #), este numdrul » definit de relatiile (15)—(17). Acest rezul-
tat impreund cu afirmatia teoremei 3 mne conduce la:

TrOREMA 5. Ave loc egalitatea v = p, adicd

inf 7[y] = min inf o [v]\,

TEY [:) J i=1.2, ..., 0—1 {_1451}“, .0 Lj J } (]8)
marginea inferioard (tripld) din membrul al doilea al velatier (18) fiind
atinsd.

6. Observatie generald. ‘Teoria expusd anterior in cazul intervalelor
de forma [a, b) se poate extinde indatd la cazul intervalelor de forma
(¢, B], unde o reprezintd un numdr finit sau — co. Teoremele (*), (**), 1,
2,3, 4 gibh, se vor mentine adevirate, cu urmatoarele modificari :
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~1

I. Pretutindeni, in locul intervalului [a, b), respectiv (a, b), se va con-
sidera intervalul («, ], respectiv («, p) $i de asemenea in locul proprietatii
I,[a, b), se va considera proprietatea I,(x, B].

IT. In enunful teoremei (*), se va presupune ci integralele /i, (x),

hy(%), - . ., hu_1(¥) satisfac in locul conditiilor (2) scrise in punctul x—=a,
urméitoarele condifii in punctul x = p:

@) =m@) = ......... =A"2(B) =0, AV (R) =1

Bo(B) = ma(@) = ... = A" V(@) =0, A" I(P) =1

(2

huzs (B) = hu_s(B) = 0, Ay o(B) = 1.
b (@) =0, F_s(B) = 1.

111. in locul submulfimilor Y,, Y,, ..., Y, ; care intervin in enunful
teoremelor 1,3,4,5 se vor considera submulfimile 171, D Vi
definite precum urmeazi :

YV, 6=1,2, ..., n— 1), va reprezenta submultimea integralelor
y(x) e Y, care satisfac in punctul ¥ = § conditiile

B =3B = ... =) =0, yOE)=£0. (4')

IV. In locul conditiilor bilocale (K;), care intervin in enunful teore-
mei 2, considerdm urmitoarele condifii bilocale, pe care le notim (K)):

B =9, 7' (B) =y, . .., yFU(B) = yi! .
YO =305 (€)= 30, ...,y i) = ppin, (D
Aici nodul x = B coincide cu extremitatea dreapti a intervalului
(¢, B], in care se presupune cd sint continui coeficientii ecuatiei diferentiale
(1). Cel de al doilea nod £ e (o, B), precum si sistemele de numere reale
Wb Y8 o 05 {0 Y, ..,y D) sint alese in mod arbitrar. Nu-
mérul natural 7 este ales de asemenea in mod arhitrar, cu condifia 1 <=n—1.
V. In locul functionalelor ¢;[y] (i =1,2, ..., n — 1) si a numi-
rului p, se vor comsidera functionalele f;[y] (1 =1,2, ..., n —1) si
numdral p, definite respectiv pe multimile Y; precum urmeazi :
1°. Daci integrala y(x)e Y; admite in intervalul deschis («, B) cel putin
0 rddicind x = £, avind ordinul de multiplicitate = n — 7, atunci con-
siderdm
Pi[y] = max E, (9
maximul fiind considerat relativ la multimea {£} a tuturor rddécinilor de
ordin = # — ¢ din intervalul (e, B) ale integralei y(x) considerate.
2° Dacd integrala y(x)eY; nu admite in inteivalul deschis («, B)
nici o radicind de ordin = # — ¢, atunci consideram

Pi[y] = > (10°)
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TFie in continuare
pi = sup p;[y] 1r’)
¥ EY;
s
p=max {py, Pg ..., Py} (127)

Cu aceste precizari, de exemplu enunful teoremei 3 se modifici astfel :

TEOREMA 3*. Dacd ecuatia diferentiali (1) are coeficientii continui in
inlervalul semi-inchis (a, B, atunci wumdrul minim posibil o, (o = o < B),
pentru care are loc proprietatea I,(p, B] a familiei Y, este numdirul o definit
de relafiile (9') —(12'). Marginea superioard (tripld) care defineste numdrul o
prin aceste relatii, este abinsd.
VI In sfirgit, in locul functionalei *[y], ¥ €Y, considerdm funcfionala
r[y] definitd pe mulfimea integralelor neidentic nule, precum urmeazi :

& g o : i e

. 1" Dacd integrala y(x) admite in intervalul («, ] cel putin # rddicini
(}1sthcte ¥ < ¥ < ...< %, pe care le presupunem consecutive si :ituate
imediat la stinga punctului x = B, atunci considerim

iyl = . (15

2°. Daca numirunl rddicinilor distincte din intervalul (¢, ] ale inte-
gralei y(x) este mai mic decit », atunci considerim

r[y] = a. (16)
Asociem familiei ¥ numdirul real » definit astfel :

r =sup r[y]. : 17
ye Y .

Cu aceastd precizare, enunful teoremei 5 se modifici in cazul inter-
valului («, B] astfel :

TroruMA B*. Are loc egalitatea v = o, adicd

sup r[y] = max {sup p;[y]}, (18°)
vey i T x
) ye Xy

marginea superioard (tripld) din membrul al doilea al relafier (18") fiind atinsd,

APLICATII

7. Si considerim o ecuatie diferentiali liniara si omogend de ordinul 4,
cu coeficienti constanti reali

YO+ @y + ayy" 4 @y’ + a,y = 0. (19)

S presupunem ci polinomul ei caracteristic are doui ridicini reale
g1 distincte si doud rddicini complexe.
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Ne propunem sia determinam lungimea H a intervalelor maxime de
forma [a, @ + &) in care familia ¥ a integralelor ecuatiei diferentiale consi-
derate si aiba proprietatea [,[a, a + £).

Se constatd insd ugor cid in cazul ecuafiilor diferenfiale cu coeficienti
constanti, numarul # nu depinde de numérul a care reprezinti extremi-
tatea din stinga a intervalului [a, @ + &) considerat. Astfel se poate lua
a = 0. Cu aceastid observatie, din teorema 3 rezulti ci numirul H va
fi egal cu numirul p definit de egalitatea (12), considerindu-se a = 0.

In lucrarea [2] s-a aritat ci, in ipotczele ficute, determinarea numi-
rului H corespunzitor ecuatiei (19) se poate reduce la cazul mai simplu
in care ridicinile complexe ale polinomului caracteristic sint 4 7 si — 1.
Pentru a nu complica expunerea, vom presupune in cele ce urmeazi ci
rddicinile reale 7, si 7, ale polinomului caracteristic satisfac inegalitatea
r#y = 1. Tot In lucrarea [2] s-a ardtat ci:

In ipoteza vy > 1, orice curbd integrald care nu se reduce la axa Ox,
ni poate avea doud puncte distincte de tangenld cu axa Ox (lema 2).

De asemenea s-a aritat ci :

In ipoteza vyry > 1, dacd o integrald neidentic nuld v(x) a ecuatiei
diferentiale (19) se anuleazd impreund cu derivatele ei de ordinul intii
si doi intr-un punct x,, alunci curba integrald corespunzdtoare nu mai  (21)
late axa Ox la dreapta, vespectiv la stinga punctului de contact x,,
dupd cum vy > 0 sau vy < 0 (lema 4 st 1,)°

Astfel sintem condugi sd distingem urmdtoarele doui subcazuri :

Subcazul 1. ryry > 1, v, < 0, v, < 0

In acest subcaz vom considera ca interval de definifie pentru ecuafia
diferentiald (19), intervalul [0, co), ceea ce revine a lua a = 0, b = oco.
Din afirmatiile (20) si (21), — tinind seama de notatiile (9), (10), (11)
utilizate cu ocazia stabilirii teoremei 3, rezultd in subcazul de fatd ega-
litatile :

(20)

Intr-adevir, fie y,(x) o integrali apartinind submultimii V,. Conform
definifiei acestei submulfimi, integrala considerati nu poate fi identic nuld
si admite numéirul x = @ = 0 ca ridicini multipla de ordinul 2. O astfel
de integrald nu poate avea nici o ridicind pozitivd de ordin = 2, intrucit
in caz contrar, s-ar contrazice afirmatia (20). Rezultd deci cd p, = b = 0.
La fel, fie y,(¥) o integrald apartinind submul{imii V,. Conform definifiei
acestei submulfimi, y,(x¥) nu poate fi identic nuld gi admite numirul
x = q = 0 ca rddacina simpla. O astlel de integrald nu poate avea nici o
rddicind pozitiva de ordinul 3, intrucit in caz afirmativ s-ar contrazice
propozifia (21), — integrala considerati anulindu-se la stinga rddacinii
triple, anume in punctul x=0. De asemenea integrala y,(x) nu poate avea
nici o rddidcind multipld de ordin = 3, intrucit in caz afirmativ, y,(x) ar
fi identic nula,

Rezultd in definitiv egalitatea o, = b = co.

Din egalitifile (22) rezulta.

p = min {p, py, p3} = pa (23)

3 — Sludii si cercetiri de malemalici
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5 s s Seta o e . = ; o ;
lent{u a afla numarul py, este suficient si considerim o integrald parti-
culard y(x), aleasd dupd voie din submulfimea Y,, deci satisficind conditiile

(0) =»'(0) =y"(0) =0, ¥"'(0) # 0 (24)

sisd-iaflim cea mai mica rddacind pozitivd®. Aceastd ridddcind va repre-

zenta numdrul p, si deci, conform relatiei (23), numérul p = H. Se constata .

indatd cd o integrald care satisface conditiile (24) este urmitoarea
y(x) =1 4+ eF — (1 +m) " —

. 25

— (ry — #3) [(ry#y — 1) sin x + (#; + 7,) cos %] 25)

i deci numirul p = H cautat este egal cu cea mai mici rididcind pozitiva
a urméitoarei ecualii in & :

(1 + 7)€" — (1 + 72) "' — (r,—7) (127 —1)sinx + (11 7s) cosx|=0. (26)

Lszf-fwa.z-H! e #its =L, B =09 = 0,

In acest subcaz, vom considera ca interval de definifie pentru ecuafia
diferentiala (19) intervalul (— o, 0], ceea ce revine a lua o — — oo, B=0.
Din afirmatiile (20) si (21), finind seamid de notatiile utilizate cu ocazia
enunfdrii teoremei 3, rezultd in cazul de fata egz[h'téjcile:

Pa== Rai—= O == —ioa. (27)

Intr-adevar, faptul cd py = a = — oorezultd in mod evident din
proprietatea (20) precum si din definifia numarului p,. S& aratim ci
p; = & = — oo. Iie in acest scop y,(¥) o integrald aparfinind submulfimii

Y;. Conform definifiei acestei submulfii, y,(x) nu poate fi identic nuld
si admite numarul x = § = 0 ca rididcind simplid. O astfel de integralid
nu poate avea nici o rddicina negativi de ordinul 3, intrucit in caz
afirmativ s-ar contrazice afirmatia (21), — integrala v,(x) consideratd,
anulindu-se la dreapta radacinii triple, anume in puncful x = 0. De ase-
menea, integrala y,(x) nu poate avea nici o rddicini multiplda de ordin
= 3, intrucit in caz afirmativ, y,(x) ar fi identic, nuli ceeace ar contrazice
o proprietate de definifie a mulfimii Y,. Rezulti in definitiv egalititile
py = o = — o0.
Din egalititile (27) rezulta

p = max {py, py P3} = py- (28)
Pentru a atla numarul p,, este suficient sa considerdm o integrala parti-

culard y(x), aleasd dupd voie din submulfimea Y, ca de exemplu integrala
(25), si sa-1 afldim cea mai mare raddcind negativa 4. Tinind seami de rela-

¥) Se constatd cu ugurinti ci toate integralele din submultimea V,, adici integralele care
satisfac conditiile (24), au aceleasi riddcini, intrucit ele diferd una de cealalti printt-un factor
constant.

4) Toate integralele din submulf{imea Y, (adicd integralele neidentic nule care satisfac
condifiile (24)), au aceleagi rddécini, intrucit ele diferd una de alta priutr-o constantd multi-
plicativi.

11 PROBLEME LA LIMITA POLILOCALE 251

tia (28), rezultd ci numirul p este egal cu cea mai mare rddicind negativa

a ecualiei (26).
in continuare, se constatd ci numirul H definit anterior, este egal (in
cazul ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienfi constanti) cu numarul
H=—% (29)

Aceastd epalitate rezultd din teorema 3%, precum gi din urméitoarea consta-
tare ; Dacd familia Y a integralelor unei ecuatii diferenfiale liniare de or-
dinul % cu coeficienti constanti are proprietatea I,(«, p| atunci acea familie
are gi proprietatea 1, (e, B). ,

Efectuind in ecuafia (26) schimbarea x = — A impusd de relafia (29),
ajungem la concluzia ci numarul H in subcazul 2 counsiderat, este egal cu
cea mai micd rddicind pozitivd a urméitoarei ecuatfii in A:

(14 A)e " —(L4-r)e " 4 (ry—ry) [(rera—1) sin A—(ry4r,) cos A]=0. (30)

in concluzie, {inind seama de rezultatele obfinute cu ocazia examindrii
subcazurilor 1 si 2, se regiseste urmitoarea teoremd stabilitd in lucrarea [2] :

TrorREMA 6. In ipoteza vy > 1, (|ry| > |72), numdrul maxim posibil
H pentru care familia Y a integralelor ecuatier diferentiale (19) are pro-
prietatea 1,(a, a + H) esle egal cu cea mai micd vaddcind pozitiod a wrmd-
toaver ecualit in A

(1 +f’f)e“:'“m——(]_4—1'3)3_"‘“'# |7y —7a| [(#7p—1) sin A — |47,/ cos A]=0. (31)

#. 5S4 consideram ecuafia
9"+ P(x)y =0, (32)

in care P(x) reprezintd o functie continud gi nenegativd intr-un interval
[a, b), neanulindu-se identic in nici un subinterval.

In lucrarea [H] a lui V. A. Kondratiev se mentioneazd urma-
toarea proprietate : :

Dacd P(x) > 0 pentru xe(a, b) si dacd y(x) este o integrala neidentic
nuld a ecuatiei (32), avind o rddéicina dubld x,e (a, b), atunci acea integrald
nu se anuleaza fn intervalul [a, x,).

Aceastdi proprietate, dupd cum se constatd cu usurintd, ramine vala-
bild si in cazul mai general cind funcfia P(x) satisface in intervalul (a, b)
inegalitatea P(x) == 0. De aici, tinind seama de notatiile (9), (10), (11),

rezulti egalitatea p, = b si conform relatiei (12), egalitatea

p = min {py, pa} = Pa
Pentru a afla numirul p,, este suficient sd considerdm o integrala parti-
culard y(x), aleasi dupi voie din submulfimea Y,, deci satisficind condi-
tiile
y(a) = y'(a) = 0, y'(a) 70 (33)
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gi-sd-i aflim cea mai micd rdddcind din intervalul deschis (a, b) 3. Aceastd
raddcind va reprezenta numirul p, = p. Conform teoremei 3, intervalul
[, p) va reprezenta intervalul de lungime maxim3 cu extremitatea stingi
datd, in care familia ¥ a integralelor ecuatiei diferentiale (32) are proprie-
tatea fyla, p). Alegind in particular pentru integrala y(x) care intervine
in (33) functia lui Cauchy ¢(x; @) asociati ectiatiei (32) precum si nodului
% = a, obfinem din examinarea de mai sus urmitoarea teorems :

TroruMA 7. Condifia necesard §i suficientd ca Sfamilia Y a integra-
lelor ecuatier diferentiale (32) sd aibd proprietatea Ig[a, b), este ca functia
i Cauchy o(x; a) sd nu admitd nici o rdddcing in intervalul deschis (a, b).

O teoremd asemindtoare a fost obfinuti prin alte metode de citre
E. 8. Cicikin in lucrarea [9].

). 54 considerdm ecuatia
¥ = Plx)y =0, (34)

in care P(x) reprezinti o funcfie continui si nenegativa intr-un interval
(o, B], neanulindu-se identic in nici un subinterval. Tot in lucrarea [5]
se mentioneazd ci dacd o integrald oarecare neidentic nuli ¥(%) a ecuatiei
(34) are o raddcind dubld e («, B), atunci acea integrald nu se anuleazi
pentru nici o valoare x mai mare ca x,. Tinind seami de notatiile (9') —

(117), rezultd ci o, = o si deci conform relatiei (12’), are loc egalitatea

;'—_ max {P_l: F?z} = F;2-

Pentru a afla numirul p,, este suficient si considerim o integrala parti-
culard y(x) aleasa dupi voie din submulfimea Y 2, deci satisfacind condi-

tiile
y(B) =¥'(B) =0, y(8) 0, (36)

1 sd-i aflaim cea mai mare rddiicind din intervalul (@, B)®). Aceastd riadi-

cind va reprezenta numirul p, = p- Conform teoremei 3*, intervalul (e, B
va reprezenta intervalul de lungime maximi cu extremitatea dreapta
# =@ datd, in care familia Y a integralelor ecuafiei diferentiale (34) are
proprietatea I,(p, B]. Alegind in particular pentru integrala y(x) care inter-
vine in (35), functia Iui Cauchy, ¢(x; B) asociatd ecuatiei (34) si nodului
x =B, obfinem din examinarea ficuti urmitoarea teorems :

TrorEMA 8. Condifia necesard §i suficientd ca familia Y a inlegra-
lelor ecuatiei diferentiale (34) sd aibd proprietatea Iy(x, B] este ca functia lui
Cauchy o(%; B) sd nu admatd nici o rdddcing in intervalul (2, B).

10. 5S4 considerim ecuatia

Y+ Px)y =0, (36)

%) Daci integrala considerati nu admite astfel de rdddcind, atunci se va lua p, = b.
*) Dacd integrala considerati nu admite astfel de ridicing, se va lua Py = o

B EEE
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in care P(x) reprezinti o functie continui si pozitivi intr-un interval
(@, b). Vom ardta intli cd in aceste conditii are loc inegalitatea

Ps = Pu (37)
P1» P2 ps fiind numerele definite de relatiile (9) — (11). In acest scop si

considerdm integralele y;(x), ¥,(%), v5(%) ale ecuafiei (36), satisfacind res-
pectiv conditiile

[0 dacd ¢~

G {=1,98; §=0,1,98
| 1’ duck 4 =3 : .

y(a) =
Se constatd intii cd functia f(x) = W(yy, ¥, ¥s), reprezentind wronskia-
nul integralelor y,(x), y,(%), y4(%), verifici ecuafia diferentiald (36), iar in
punctul x = a verificd aceleasi conditii ale lui Cauchy ca si integrala y,(x).
Rezulta de aici identitatea W (yy, ¥y, ¥5) = ¥4(%), de unde, tinind seami de
semnificafia numdirului p,, rezulti relatia

W(y1, ¥a v3) 2 0 pentru  xe (a, py). (38)

Fie acuma y(x) o integrald oarecare din familia V,, adici o integrald
oarecare satisficind condifiile y(a) =0, ¥'(a) 72 0. Se constati usor ci o
astfel de integrald nu poate avea in intervalul (2, py) nici o ridicing multipld
de ordin = 3. Intr-adevir, presupunind contrariul si notind cu £ acea ridi-
cind ar rezulta ci sistemul de ecuatii algebrice

C191(8) + Cy9a(E) + Cyya(€) = 0
Ciy1(8) + Coya(E) + Caya(€) = 0
Cryi(E) + Coys(E) + Cays(8) =0
admite solufii nenule in necunoscutele C,, C,, C; sideaici, ci W (y,, v, V3) e =

= 0, ceea ce ar contrazice relafia (38). Rezultd in definitiv inegalitatea (37).

In lucrarea [8], s-a aritat de citre M. Svec ci in ipotezele adop-
tate, ecuafia (36) nu admite nici o integrald neidentic nuli care si se anu-
leze impreund cu derivatele ei de ordinul inti in douid puncte distincte din
intervalul [a, b). Rezulti de aici ci

gy = b. (39)
Tinind seamd de relatiile (12), (37) si (39) se obtine

p = min { p;, py, P3} = pP3-

Pentru a afla numarul p,, este suficient si considerdm o i_nti%gralﬁ parti-
culard y(x), aleasi dupi voie din submultimea YV, deci satisficind condi-
tiile :

(@) =y'(a) =y"(a) =0, ¥y""(a) % 0 (40)
si sa-i aflim cea mai mici riddicinid din intervalul deschis (a, b). (Daci
integrala considerati nu admite astfel de ridicini, atunci se va lua
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¢y = b). Aceastd radicind va reprezenta numirul p, = p cdutat. Conform
teoremei 3, intervalul [a, p) va reprezenta intervalul maximal cu extre-
mitatea stingd & — a datd, in care familia Y a integralelor ecuatfiei (36)
are proprietatea I,[a, p). Alegind in particular pentru integrala y(x) care
intervine in (40) iunctﬂ lui Cauchj o(x; a), asociatd ecuatiei (36) precum
si nodului x¥ = @, regisim urmitoarea teoremi stabilitd de V. A. Kond-
ratiewv 1h [b] ¢

TrorREMA 9. [n ipotezele formulate, condilia necesard si suficientd
ca familia Y a integralelor ecuatiei diferentiale (36) sd aibd proprictalea
I,[a, b) este ca functia lui Cauchy ¢(x; a) sd nu admitd nici o vdddcind in
intervalul (a, b)

Observatii. 1°, O teoremd asemdnatoare a fost obtinutd printr-o alta
metodi de citre E. S. Cicikin in lucrarea [9]. Demonstratia data
de citre E. S. Cicikin teoremei respective presupune insd derivabilitatea
functiei P(x) in intervalul considerat.

In ipoteza cid functia P(x) este pozitiva si continud intr-un interval
de forma («, 8], neanulindu-se identic In nici un subinterval, rationamentul
de mai sus ne conduce la o teoremi analoagi cu teorema 9, care si se refere
la intervalul (=, B] in locul intervalului [a, b).

11. Sd considerdm ecuatia
Y — P(x)y =0, (41)

in care P(x) reprezintid o functie continui si nenegativd intr-un interval
[a, b), neanulindu-se identic in niciun stuhinterval. Vom ardta ci in ipo-
tezele facute au loc relatiile
P

In acest scop se constatd intii cd orice integrald neidentic nuld care
admite o rddicind tripld x,e [@, b) nu se mai anuleazi in niciun punct din
acel interval. Demonstratia acestui fapt se face utilizind metoda reducerii
la absurd.

Din afirmatia de mai sus rezulti egalitatea o, = 0.

fn continuare, considerdm integralele y,(x), vo(%x), ¥4(x) ale ecuatiei
(42), satisfacind respectiv conditiile

(42)

" I 0 dacdl 7 =27 5o :

) = o b 2l =10, 1,253, 43
Vi {(f) l 1 daci i =g ([’JI ) 2oy ) ( ))
Se constata Indatd ca é'uucjcia J(x) = W(yy, v,, v3) reprezentind wronski-
anul integralelor v,(x), v,(%), ¥s(x), verificd ecuatia (42), iar in punctul
x¥ = a verificd aceleasi condifii a le lui Cauchy ca si integrala 33( ¢). Rezulta
de aici identitatea W(yy, ¥s, ¥5) = ¥3(%), de unde, 1111111(1 seamid de faptul

stabilit anterior cd y,(x) 72 0 pentru orice xe (a, b) rezultd relafia

W (s, ¥a, ¥5) 7 0 pentru  xe (a, b). (44)

Tie acuma y(x) o integrali oarecare din familia V,, adicd o integrald
satisfdcind conditiile y(a) = 0, ¥'(a) # 0. Evident ci ea va admite reprezen-

&
i
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tarea y(x) = Cyy4(x ’) + Caya(%) + Cayy(x). S& ardtim ca o astfel de integ—
rala nu poate avea in intervalul («, b) nici o raddcing £ multipld de ordin =
Intr-adevir, presupunind contrariul, ar rezulta cd sistemul de ecuatii ql—
gebrice

Ciy1(8) + Caya(E) + Cays(E) = 0
ClJ”(E) o+ J’A(E) i Cs%(ﬁ) = U
Coyi(E) 4+ Coya(E) + Caya(E) = 0

admite solutii nenule in necunoscutele C,, C,, Cy5i de aici cd W (yy, vy, ¥3) Limt =

= (), ceea ce contrazice relafia (44). Reaulta deci relatia p; = b gi astfel
proprietatea (42) este stabilita. Tinind seamd de relatia de def1n11,:1e (12)
precum ¢i de egalitatea (42) stabilitd anterior, se obtine pentru numéaral
p care intervine in teorema 3, egalitatea

p = Pa (45)

Pentru a afla numirul p, definit de relatiile (9), (10), (11), consideram
ecuatia
W(yz y3) = 0, (46)

unde IW(y,, ;) reprezintd wronskianul integralelor yy(x) si yy(») definite
in (43). Tie p marginea inferioard a rddécinilor din mtervalul (a, b)
a ecuatiei (46). In cazul cind ecuatia (46) nu are nici o ridicind in inter-
valul (a, b), atunci luiim prin deﬁm‘pe w=>4. In cazul cind ecuafia (46)
are cel puj:iu o rddécind in intervalul (a, b), din motive de continuitate se
constatd cd aceastd margine este atinsd, adicd si p este o ridécind a ecuatiei
(46). Vom arata cid numirul p astfel deflmt repte/mta numirul p,. In acest
scop vom stabili pe rind inegalititile

- ‘é Pa, :_é Pas ([T)
de unde va rezulta egalitatea p, = p.

Prima inegalitate rezulta astfel:
Considerdm sistemul de ecuatii in necunoscutele C, si C,

Coys(p) + Csys(p) =0 (1)
Coya(p) + Cayslu) = 0.
Determinantul acestui sistem este W(y,, ¥3) [i=y = 0, de unde rezultd ca

sistemul admite solutii nenule. Fie { C,, C,} o astfel de solufie nenuld. Con-
sideram integrala

(%) = Co¥a(#) + Caa(%).

Fa nu poate fi identic nuld §i in baza relatiilor (43) si (48) se constata ca
ea va admite numerele ¥ = a si ¥ = p ca rddicini duble. De aici, finind
seamid de definifia numarului p,, rezulti inegalitatea ¢, = p.
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54 dovedim acuma a doua inegalitate din (47), adicd inegalitatea
e : i — : .
= py. Fie In acest scop o integrali oarecare y(x)e Y,, adici satisficind

conditiile
v(a) = y'(a) = 0, y"(a) £ 0.
Evident ‘cd va avea loc reprezentarea

5(3’} = Cyoy,(%) + Cyyq(x),

unde y,(x) si y;(x) sunt integr_alele definite in (43). Tntrucit prin ipotezi in
intervalul (a, p) are loc relatia W (Vo) ¥3) £ 0, rezulti ci integrala consi-
derata y(u) nu poate avea in intervalul (a, p) nici o ridicind de ordin = 2.
De aici 1'ezultei inegalitatea p, = p. Astfel ambele relatii din (47) sunt veri-
- ficate, Rezultd in definitiv relatia
P2 = . (49)
Obtinem astfel urmitoarea teoremsi :

4 A F 4 y ;,- ] . i .
! {EORFMAA 10, Intervalul maximal de forma [a,l) cu extremilatea
stingd datd, in cave familia integralelor ecuatie (41) are proprictatea I,|a, l)
\(Giiie) tntervalul [a, p) unde p. este prima vdddcing mai mave ca x = a a ecualier
£ v} ]
Aplicatie. Yie ecuafia cu coeficienti constanti
@)
] = (), (ﬁ())
Integrala ei generald va fi
C 1 Al —2 .
y=0Ce + Cye ™ + Cysin x 4 C, cos .

Efectuind calculele obtinem

¥
4y, =¢ 4+ ¢ — 2 cos %
‘-L_'.“‘JB — (j‘ . {3_\7 — 2 sin x

4 W(ye,v3) =2 — (¢' + ¢ ") cos x.
Fie acum ecuatia
i ;
(€ +-¢e")eoss—2 =0 (51)
si fie  cea mai micd radicind pozitivd a ei. Se constats prin caleul ci °T <
2

= 0 L w NGl Bty A = o =

< B < 2m. T&mnd seamé de teorema 10, rezulti ci oricare ar fi integrala
neidentic nu{a ¥(#) a ecuatiei (50), aceast integrali nu poate avea 4 rdadi-
cini situate intr-un interval semi-inchis de lungime (.

Bl TiRSEN
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NCCHNEOOBAHKM OTHOCHTEJIBHO PACIIPEJEJIEHUSA
HEWVICTBHUTEJIBHBIX KOPHEWM MHTEI'PAJIOB JHW®®EPEHIIUAJID-
HBIX YPABHEHHM B CB#A3M C HEKOTOPBIMW KPAEBBIMHU
3AIAYAMH

KPATKOE CONEPKAHHE

Ilyctb 3amaHo JuHEHHOE 0AHOPOAHOE JH(p(epenLHanbHOe ypaBHeHHe
(1), ¢ xoappummentamu a;(x), i=1,2, ..., # HENPEPHIBHEIMH Ha MNONY3aMKHY-
ToM HHTepBaJie [a, b) Tae b ectb xoHeuHoe yHcao WAH 0. Ilyers Y —mino-
JKECTBO MHTErpajioB 3TOT0 yPABHEHHSI Ha PACCMOTPEHHOM HHTepaBJle.

TCoBopum, uto cemeiictBo Y oGnapaer cpoiictBom [, [a, b) (T.e. umeer
CBOHCTBO MHTEPIOJSILUE f-0C0 MOPSJKAa HAa MPOCTHIX y3/1ax HHTepBana [a, b)),
ecJIi KAKHE HH OBLIH OBl /1 PA3JIHUHBIC Y3/IBL Xy, Xy, ..., X,  HAXOJAAIIMECH B
AHTepaBJe [a, b) u Kakue Hi ObLIH Obl AEHCTBHTENbHble 3HAUEHHT Vy, Vo, ..., Y,
CYIIECTYBET OJIMH, U TOJLKO OfuH, HHTErpa’d y(v)eY, ymoBIeTBOpAIOULIIT
yeaoBusiM () =v;, 1=1, 2, ..., %

B HacTofilleil crarhe, MCXO[f OT HeKoTopblx pesydsraros [. Tloiis [7],
Xapaxrepusyercss cBoictso [, [a, b) cemeiictBa Y cymiecTBoBaHHem perieHuit
IBYXMECTHBIX NpPEIeNbHLIX 3amgau Tuna Jlarpamxka-Ipmura. C aToif 1essio
paccMaTpUBaeTCA NoAMHOMKecTBo Y, (i=1,2, ..., #-—1) HHTErpaoB, YAOBJIETBO-
PAOIIEX B TOYKe X = a ycaoBusam (4). Mbl HauL1H CIeAYIOMIYI0 TEOPEMY:

TEOPEMA 1. Heobxodumoim u OocTarouHsim ljcaoduem Ol TO20, 4TOGbLI
cemeticreo Y unrezpanos ougpgepenyuarorozo ypasrenus (1) obaradaro
ceoticreon I,[a, b) asasnercs To, 4TO KAKOe ObL HU DBIAO HATYPANLHOE YLLCAO
1 (¢ =< n—1), coorsercrsytoujee nodmnoncecrso Y; ne codepacaro Hu 00HOZO
unrezpara y(x) xoropoiti umea Ovl 8 OTEpoiTOM uHTepsase (a, b) kparHoili
KOpeHs Xy nopadka =1 1. -

HenocpencTBeHHBIM CJIeJICTRHEM 3TOH TEOpPeMbl SIBJSIETCH CJEAYIOLAs

TEOPEMA 2. Heobxodumeim 1w QocTarodnois yeiosuem 0as 1020, 4TODObL
cemelicrao Y unreepanos ougpepenyuanrvrozo ypasuerus (1) obaadano
csoticreom I,[a, b) ssaserca 1o, uroboL aTO YpasHeHue OONYCKAL0 00UH, U
TOABKO 00UH unTezpanr y(x), ydosaersopawouuil ycaosuan (K;), rakoe nu
6biao 661 Hartyparsroe uucaot (1 =<n—1), kakoi Hu Ovia 6ot ysea Ee(a, b)

u Kague Hu Gorau Got cucremol deticreurenvrolx aucea {yi" yi, ..., ¥} =hl,
{5, g, L e,

AHajiorHyHble TEOPEMBl HOJYyYal0TCsS M B TOM Cllydae KOTAa B MECTO 3aM-
KHYTBIX CJIeBa MHTerpajoB OGepyTcsl 3aMKHYTHE clpasa HWHTEPBaJIbI.

HokasaTesibCTBA THX TEOPEM OCHOBLIBAIOTCH HA CIHIEYIONIEM DesyJbTaTe,
noJiydeHHOM B npeasiayuem tpyne [1]:

TEOPEMA (¥). ITpednoaazas, uro cemeiicréo Y unreeparos ouggepen-
yuarorozo ypasHenus (1) obaadaer ceoiicréom I,[a, b) nycro y(x) €Y we-
KOTOPbILL HETOMCOCCTBEHHO POBHBIL HYAO UHTEZDAA U MYCTb Xy, Xy, ..., X
(m=n = 1) ezo so3moscHsle pasiuunvie KOpHu Ha uHTepsare [a, b). O6o-
3HAUASL COOTBETCTBEHHO ueped Py, Puo, ... Pm UX NOPAOKU KPATHOCTU, UMEET
MecTo caedyiouee HepaseHcrso:

Pl '—{— Pa‘l’ ”|']5m g n—1.
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B saknouenun weenenyiores ans Andypepenunanbubix ypaBueHui (1)
MaKCHMAaJIblibie NHTEPBAJIGI BHAA [@, p) C 3aJAHHBLIM JEBBIM KOHIOM X — a,
Ha KOTOpEIX cemelicTBO Y muTerpasos PACCMATPHBAEMOrO ypaBHeHHs ob.1a-
Jlaet coiicteom 7, [a, p).

Hosryuennrie reopemsr npumensiores k AudpepeniaibHBIM ypaBHeH M
¢ NOCTOSHHBIMH KOI((UIHEHTAMH, & TAKKe K ypaBHeHusy BHJA
Y+ P(¥)y=0, n= 3,4 rae P(x) npencrasaser co6oii HCMPEepPBIBHYIO i
HEOTPHUATE/IbHYIO HA PacCMaTPHBAEMOM HHTepBaJe (hyHKEIHIO.

RECHERCHES SUR LA DISTRIBUTION DES RACINES REELLES
DES INTEGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES A
PROPOS DE QUELQUES PROBLEMES AUX
LIMITES POLYLOCAUX

RESUME

Considérons 1'équation différentielle linéaire et homogene (1) 4 coeffi-
cients continus dans I'intervalle demi-fermé [a, b), b étant un nombre fini ou
. Soit ¥ I'ensemble des intégrales de cette ¢quation dans 'intervalle con-
sidéré. Nous dirons que la famille V possede la propriété I,[a, b) (c'est-A-
dire qu’elle est interpolatrice sur n noeuds simples de l'intervalle [a, b))
si quels que soient les # noeuds distincts Xy, Xy, ..., x, situés dans Uinter-
valle [a, b) et quelles que soient les valeurs réeles ¥y, ¥y, - ., ¥y, il existe
une intégrale et une seule y(x)c Y qui satisfasse aux conditions (%) = v
B =1,25, . 7).

Dans le présent travail on donne, a partir de quelques recherches de
G. Pélya [7], une caractérisation de Ia propriété I,[a, b) de la famille
Y a I'aide de Texistence des solutions de certains problémes aux limites
bilocaux du type TIagrange-Hermite. A cot effet on considére les sous-

ensemble V; (f =1,2, ..., % —1) des intégrales y(x) ¢ Y, qui satisfont au
poit ¥ = a aux conditions suivantes :
:‘\!(a) — ;\_}’(g) = ....=yli=N(g) —= ¢, ¥ (a) =2 0, (2)

On établit le théoréme suivant :

THEOREME 1. La condilion nécessaire et suffisante pour gue la famille Y
des intégrales de I équation différenticlle (1) posséde la propriété I,[a, b)
est que, quel que soit le nombre nalurel | (1 =n—1), le sous-ensemble corres-
pondant Y; ne contienne aucune intégrale v(x) qui ail dans intervalle ouverl
(@, b) une racine xy, multiple de Iordye =1 — 1 (ou plusicurs racines de ce
genve).

Une conséquence immédiate de ce théoréme est le

THEOREME 2. La condilion nécessaire et suffisante pour que la famille
Y des integrales de I équation differentielle (1) posséde la propriéte I,[a, b)
est que celle équation admette une intégrale V(%) et une seule qui satisfasse aux
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T a el A =y — 1Y el
conditions bilocaux (K;), quel que soil le nombre natirel (1 = n hﬂ)ﬂ. ;»i?p[q
}u( soil le noeud ¥ ¢ (a, b) &t quels que soienl les systemes de nombres .
qHe S O ETL 5 5

i Al —i=1]y
{30,y 950 {90 38 T

On obtient également des théorémes z}n;{logucs. pour df.s, 11111:(r:utlltlelz
fermés A droite. La démonstration de ces ’ch’ecl)l-'emes eht'jjlat',ee sur le ré: :
suivant, que nous avons établi dans un précédent traz f.;ll !

TuBEOREME (*). Supposant que f-(:y’j-{”m'ffc Y ‘(fp.s '.'1.!r’(zgj*§[:f‘” (l’(;”i‘gfi‘?l;]::;;
tion differenticlle (1) posséde la propriété I,[a, b), soil y(x)e e 1l ég

; ) ; ] o 2 e (M=t )
107~ tquement nulle et sotent ), x,, e = _
guelcongue  non-identiquenen r o % =" ")
;‘,fs 'J'crc.'g-z-c.‘s‘ distinctes éventuelles de l'intervalle [a, EJ_)._]*’?H. !d_cs’rgm;n'i J-t“"{).(”f'
Jmun‘ par Py, p b leurs ordres de mudtiplicité, l'inégalite suivanic
vement Piv Fay » 2 5 a ]
subsiste

P+t o pm=n—1,

4 i ifférentielle " valle de
On étudie ensuite pour 1'équation différentiellc (,11), llntel\c{lllnmcL
& o * 3 2 - = . ‘he x = g 0 a:\,
" maxi 3 : a, p), 4 extrémité gauch =
longueur maxima de la forme [a, > IEHTE | ; = =
d-u-i lequel la famille Y des ses intégrales jouit de la 1.)1(3_1‘)?’10’[&’(.17,,,1[15; ‘)r‘L
L:u, théoremes obtenus s’appliquent aux 8(111;1:'1‘{1011: dIilech {1;3))] B E)
et E i . 5 ) ’o : - . )1 Pl ayy =
[ici ;s constants : aux équations binomes y" 4= F(
s icients constants, ainst qu L o C fAx)y = U
?J?EE 3, 4), ot P(x) 1'(:1)1'ésen’(.c une fonction continue et noun-négative dans
o ) ! i * 3 - - i
I'intervalle considéré,
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