ASUPRA FRONTIEREI MARTIN A UNET SUPRAFETE
RIEMANNIENE ")

DE
C. CONSTANTINESCU si A. CORNEA

(Bucuresgti)

l. Vom nota cu R o suprafatd riemanniani cu funcie Green, cu g,
functia Green a lui R cu polul in ¢, cu A frontiera Martin a lui R, cu A,
partea minimalelor din A si cu K, functia Martin relativd la punctul s ¢ A.

2], [3].

I'RorREMA. Dacd funclia K, nu este singulard, atunci
lim gf’n(]b) = 0.
’h

—+5
In caz contrar existi un sir {g,} care converge la s, astfel incit sirul
A 5 i ;
18, ) este convergent s

w=lim g, 0.
N=pco

Fie ¢ un numir pozitiv mai mic ca #(p,), G° domeniul
Gt ={peRlg,(p) < <]
si gb funcfia Green a lui G°. Din
g (Po) = g,,(f’o) — ¢
rezultd ¢, e G5, pentru » suficient de mare. Putem presupuue, trecind even-

tual la un subsir, cd girul {g7 } este convergent. Vo nota
N

#® = lim g% .
q
=00 "

Din
W(po) = lim g7 (o) = w(py) — 7 0

*) Aceastd lucrare se publicd si in limba germani in revista ,,Revue de mathématiques
pures et appliquées’”, tom. V, no 1, p. 21 —25 (1960).




269, C. CONSTANTINESCU si A. CORNEA 2

rezulta ci «° nu este identic zero. Intrucit G. este un domeniu de tip SO,
si #® este nula pe frontiera relativa a lui G%, rezultd ci #® este singulari.
Vom nota cu Euf functia pe R definitd prin relafia

Eu® = inf {v(p)|ve HP(R), v > u* pe G°}.
Eu® este atunci o functie singulard, [1].
Din g > g pe G® rezultd u > u® pe G° si deci u > Fus.
Avem
Eus(po) 2 us(po) = u(py) — =,
u(py) — Eu(p,) < =.

Tic { g} un sir descrescitor de numere pozitive tinzind citre zero.
Putem presupune, trecind eventual la un subsir al numerelor naturale, ca
sirurile {g%} (#=1,2, ...) sint convergente. Vom nota
& 2y

ufi = lim o

w®i = lim g

n—oo “n
{ g} fiind descresitor se poate aridta ugor cd {FEu®i} este necrescitor. Din
Eusi <,
w(py) — Eufi (py) <,
rezulta

lim Eu® = u.
I—poe

Prin urmare u este o functie singularda. Din

B g, ()
\.z,'” (/)) = 5’{;-)__ (‘/’u)
rezulta
el T o 18
]—\5 L (#0)

si deci K, este singulard, ceea ce contrazice ipoteza teoremei.

Dacd un sir {g,} pe R converge in sens Martin citre un punct sed,
existd un element frontierd o (in sens Kerékjartéo— Stoilow [4] pag. 86 —87),
astfel fncit {¢,} converge catre «. Vom spune cé s este situat pe «. Vom nota
cu Aj(x) multimea punctelor din A, situate pe «. Se poate ariita, ca daca s
este situat pe o, atunci reprezentarea canonica a lui K, are forma

K, = SK,{Z\J ).

ﬂﬂ'ﬂ)
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CoronLAR. Dacd Aj(a) contine numar puncle s pentru cave K, este mdr-
ginitd, atunce
lim g, (p) = 0.
by
Corolarul rezulta din teorema precedentd si din observatia cii, pentru
orice s situat pe o, K, este cvasimarginitd.

2. Vom mnota cu d(p, g) distanta hiperbolicd intre punctele $, ge R.
LemX. Pentru orice we HP(R) avem

e—;’.’n‘(.ﬁ.ﬁ‘) “(j)) \< '“'((]) i\: gZ«f(.p,tjlu(p)_

Fie |#| << 1 suprafafa universala de acoperire a lui R si ¢ [unctia care
realizeazd acoperirea lui R de catre |[f]| <1, cu ¢ = ¢(0). Fie / un punct
pentru care

1--11

i
o) = p dlp.g) =Flog | Iy
Din inegalitdtile lui Harnack

_’I*L!L‘ u(o(t)) < u(o(0) < ;—}l% u(p(f))

rezultd imediat inegalititile cdutate.

LrMA. Fie C un compact pe R, astfel incit R' = R — C este conex si
d'(p, q) distanta intre p si q (p, ge R') mdsurald in melrica hiperbolicd a lui R'.
Dacd {p,}, {q.} sint doud siruri de puncte pe R', ce lind cdlre [rontiera ideald
a lur R, astfel incit

111—1{ d(f)m ([u) < ™,
H—} o

atunce

Lim d(p,, ¢,) = lim d'(p,, q,).
n—ycc JI—p oo
T'ie, ca mai sus, |[#] << 1 suprafata universali de acoperire a lui R, o
funcfia care realizeazd acoperirea lui R de cdtre [¢, << 1 1 p = ¢(0). Daca
notdm cu d(p, C) distanta hiperbolicd intre p si C, atunci o *(R’) confine
cercul |Z| < th d(p, C). S& notim cu do (respectiv d¢’) metrica hiperbolici
a lui R (respectiv R’). In punctul p avem

|d ] do

thd(p C) thi(p,C)

do &

IYie y un arc jordanian rectificabil pe R si d(y, C) distanta hiperbolicid intre
v si C. Atunci

§ao(e) < (o2 < ———(do(p)

thd(p, C)  thd(y,C)
Y ¥

Y
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Dacd alegem pe v, asa fel ca

Sdc(m — by, 4).

TH
atunci
i L - ff(-p,,, qn)
L’Z (ﬁm (lju) \< S (io‘ (15) =0 —___"‘_

= thd(y,, €)
Ty
Din
(z(Y”, () = d(Plu () T (Z(/J"’ f]n}

rezulti

lim d(vy,, C) = oo
il —y o0
si deci

lllil {il(j)u 3 qu) ‘~< [IEL d (pru qu) '
e K- n—px

Din do < do' rezultd imediat si inegalitatea inversi si deci egalitatea.
Vom nota cu R = R |J A spatiul topologic al lui Martin. Pentru doui

i oo R e L s
multimi deschise G,, G, din R notim

o _ % x
0(Gy, Gy) = inf {d(p, g)[pe G1NR, geGyNR}
si pentru doud puncte 7, s din A definim

A ~ A L3

o(r, s) = sup { p(él, éz) | Gy, Gy deschise in R, 7eGy, se 82}.
TrOREMA. Avem
TR R S TR,
Este suficient si considerim cazul p(r, s) < co. Fie {p,} (respectiv
{¢x}) un sir de puncte pe R care converge cédtre » (respectiv s) si astfel incit

Lim d(p,, g.) = e(r, s).

n—p e

__ Fiep, punctul distins, cu ajutorul ciruia s-a construit frontiera Martin
$1 p un punct arbitrar. Vom lua drept mulfime C in lema precedentd mul-
fimea C = {p,, p}. Functiile g,, g, sint armonice i pozitive pe ' = R — C
si deci

2d'(p,, q,) 20 (P, ¢
e n Ty &p (Pn) ‘-<._gp (q") < e (P 9,) g (P-n)’
—2d(p,, 1,) 2,
e n In gpu(f)") _\é gpu(q”) < e w Ty K&),.",n(j)”)-

De aici rezulta

o=y 1) Kp,,(P) < K“,"(p) < Pty K,':HU))‘
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Intrucit

Tim @' (py, q.) < im d(p,, .) = p(r, 5),

H—poo n=—poo
rezulta
e UK (B) S KS(p) < €K (P),
# fiind arbitrar, teorema este demonstrati.
Din aceastd teovemd deducem imedial c¢d o(r,s) =0 wmplicd r=s

CorOTAR. Dacd seA; s1 v~ s, atunct p(r, §) = o0,

O MAPTEHOBOWM TI'PAHHWIIE PHMMAHOBOH ITOBEPXHOCTH

KPATKOE COOEP)XAHHE

Wcemepyercs nosegenne (Qyuximnn puna wa MapreHOBOH rpanuie I
COOTHOINCHHA MEXKJy MAPTEHOBOH TpaHHLel H runepGosuyecKoll MeTpHKO.

SUR ILA FRONTIERE MARTIN D'UNE SURFACE RIEMANNIENNE

RESUME

I auteur étudie le comportement de la fonction de Green a la fron-
tieére Martin et les relations entre la frontiére Martin et la métrique hyper-
bolique.
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