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APLICAREA METODEI APROXIMATIILOR SUCCESIVE
IN INTEGRAREA NUMERICA
A ECUATIILOR DIFERENTIALE

DE
D. V. IONESCU
(Cluj)

Lucrarve prezentatd la sesiunea stiinfified din 25 martie 1960 a Academiei R.P.R., Filiala Clyj.

Intr-o comunicare ficuti la colocviul de mecanicd finut la Bucuregti
(25 — 29 octombrie 1959) [1], am aratat cd fiind datd ecuafia diferentiala

y' =A%)

cu condifia y(x,) = 0, unde funcfia f(x,y) este definitd in dreptunghiul
D dat de inegalitatile

,170\<J\?-<f‘70+ﬂ" |)’ﬁ\<b

si are derivate partiale de ordinul intfi i al doilea continue in dreptunghiul
D, iar = este un numir pozitiv dat, se poate determina pe intervalul

[%,, % | a) o retea T" de noduri %y, v, ..., &, §i un algoritm pentru cal-
culul numerelor ¢, unde s =0,1,2, ..., v astfel ca pe refeaua I" sd avem

|x:) — 0| <D,

Pentru fixarea numarului v se fine seama de metoda aproximatiilor
succesive, iar pentru alegerea numirului » si a algoritmului de calcul al
numerelor y se intrebuinfeazd formula de cuadraturd a trapezului.

in aceastd lucrare se aratd cd dacid functia f(x, y) are in dreptunghiul
D derivate parfiale continue pind la un ordin mai inalt ca 2, se poate imbuna-
tifi alegerea numirului de noduri al retelei I' i chiar algoritmul pentru
calculul numerelor y, intrebuintind alte formule de cuadraturd, conve-

nabil alese.
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I. Sa considerim ecuatia diferentiald

y'=f(x:3’) (])

cu condifia y(x,) = 0, unde functia J(#, y) este continui in dreptunghiul-

D definit de inegalitatile

<AL A+ a |y LD @)
s1 satisface la conditia lui Lipschitz
[A%Y) — flx,9)| < 4| Y— y]. (3)

el SC; 1:";‘2216; eca 11‘3]1 aceste conditii ecuatia diferenfiald (1) are o integrald unici
) anuleaza pentru x = #x,. Ha este definiti pe un interval
[%y, %y + By], unde

h, = min [az, —ILJ,
M
M fiind o margine superioard a lui |f(x, ¥)| in dreptunghiul D

Integrala y(x) se poate obfine cu metod i ii
_ I V) a aproxim s 1
integrind ecuatiile diferentiale SinmmRplor sheceemg

dy'" (%)
2 = f(x, 0)
av(x) <
= = &, 9" )]

ax

(4)

@) ()

a0y ()]

cu conditiile y*(%,) =0, unde s =0, 1, 2, . ..

Se stie cd seria

) - 5 5—
200 + X [0 — 5 ()]
este absolut si uniform convergenti pe intervalul (%, % + %,] si avem

) _ o s=1) N
|97 — " << M4 o+ 1

Vom avea deci
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R
n

Vom scrie

j’(":] i y“')(:-ti) il Z f-y(s-i 1’(.&') - y(")(»\’)j

si vom avea

y-+2

- W oy | o M i (dhy) -

I.y(‘\’) i ("')| = g Cit (v12)! f ('-})

¢ fiind un numir pozitiv dat, se poate alege numérul natural v cel mai

mic astfel ca membrul al doilea al inegalitatii de mai sus si fie mai mic
ca & si vom avea

|y(x) — 0 (%) | < = (5

Numdirul v aga ales rimine fix $i va juca un rol important in integrarea
numericd a ecuatiei diferentiale (1).

2. Pentru integrarea numericd a ecuafiei diferentiale (1) in care urmé-
rim obtinerea unei teoreme analoage cu cea datd in introducerea acestei
fucriri, vom face ipoteze mnoi asupra funcfiei f(, y), care sint legate de
procedeul de integrare numericd pe care-l vom aplica.

Vom presupune ci functia f(x, y) are in dreptunghiul D derivate par-
tiale in raport cu % si y pind ordinul al patrulea inclusiv, continue in drept-

unghiul D.

fn aceste conditii putem s lufim in inegalitafiile (5) ca numar A, o mar-

gine superioard a lui in dreptunghiul D.

Cu aceste ipoteze se “demonstreazi ci functiile y©(x) date de ecuatiile
diferentiale (4), cu conditiile y®)(x,) = 0, au derivate sticcesive de ordinul
1,2,3 si 4 continue pe intervalul [x,, %, + 5;].

Functiile
FO(x) = flx, y° (%)) (6)

peiitet & =1,2. ¢ oy ¥ 8 F9(x) = f(¥, 0) au derivate de ordinul I, 2, 3, 4
continue pe intervalul [%,, % + 2] : |
Vom nota mai departe cu N o margine superioarfi a lui

20 J ’ A (1)

a9 ()
dy*

(7)

dx?

dxt

pe intervalul [x,, %, + A].
$ fiind un numir pozitiv dat, destul de mic, vom nota cu h un numiar

pozitiv definit de

: fri—
b = min (a, —6)-
M

Tste evident cd b < A,.
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tialec(‘-ll)ac\c}Ste Ipoteze vom trece la integrarea numerics a ecuatiei diferen-

4 4 + ; ]om caauta o re{itea I' de puncte x; in progresie aritmetici pe

rel‘gr 3,} 3 sunde ¢ =1,2, .. % siun algoritm permitind calculul nume-
i pentru s =0,1, ... v, astfel ca sj avem

[3(%) — 9" | < 2. (8)
3. Pentru algoritmul de caleul al num i
erelor () 3 g
o M kel elor ¥, vom folosi formula
]
G B
§eas =2 —2r0) + fla] —
Gh :

o

C:i (b~ a)

= — L0 — @] + ... +

2k

G (b—a)" o 1
(07 S ) 4 (=1 ) 4 R, )
unde
b

R="2 § (r—ap 6=t rengan, (10)

a

Vom alege % = 2, astfel cii formula pe care o vom aplica va fi
b

Voae =222 176) + @] — =L 1piy g vr, )

: 12
unde
b
v b ; o p IV
R=_ S (¥ — a)*(b — )% " (x)dx (12)
91 dacd M, este o margine superioars a lui I/ (%)| pe [a, ], avem
L (b—a) l
IR| < s M, (13)
Sd impartim intervalul (a, b) in n parti egale prin punctele &, %o ... . %,

si la fiecare i ¢ g i G :
o nterval (a, x,), (%, Ka)s owis | (Byey, b) sd aplicim formula (11).

¥y

{feoar =" 1f(e) + 1(6)) ~ L= 1) pra+

2n 1272

i

e

JAode =221 + f0)] — L [y a1 R,

2n 1252

Y1
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b

§/@dr =" 1) +/n-0] = L O —F (5 )] + R
.‘v'"_l )
unde
(b—a)® (b—a)®
]Rll < 720 #5 Md. K IR”l < 720 nb ¥

Adunind toate formulele precedente vom avea formula de calcul

b

{fxde= "= f0) +/(@) + 20/ (3) + - - A S(0m1) ]} —

i (14)
(b—a)? . ' 2
T [f'(b) — f'(a)] + R,
unde
(b—a)®
— M, 15
I I é 720 nt = ( )

Numarul pozitiv ¢ fiind dat, se poate alege n cel mai mic numéir natural
astfel ca

(b—m)s

720 nt

M,< e. (16)
In formula de calcul, vom avea atunci |R| < «.

4. Fie z; un numdir pozitiv pe care-l vom preciza mai departe. Pentru
calculul Iui 9@ (x) avem formula

X

YO(x) = 5 f(E,0) dE

0

si la aceasta putem aplica formula de calcul (14) pentru » = x;. Vom avea

y(l})(xf) zyfﬂ) + R;!m,

unde
30 =210, 0) + o, 0) +2 5 S, 0) | —
L [ﬂ 51, 0) — 2L (s, 0l (17)
12 n2 | ox ox
cu

i /3

IR | <_.‘1_‘ﬁw Sl
VU g0t T 790 mt
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Vom alege numirul #, cel mai mic numir natural, astfel ca

It

200 V<= - M8

gl cu aceastd alegere a lui #, in formula (16) vom avea
[RY] << e (19)

5. Pentru calculul lui y()(x), avem formula

Y (x) = Sm, YO (E) JdE

X

$i pe nodul x; vom avea

X
13

y(w) = { /18, 30(8)1E.

$i la aceasta putem aplica formula de calcul (14) si vom avea
y(w) =[] 44, (20)
unde
5 ey 1 (21)

ar
U'f”]—“%{f[% YOUx) ] + %, yO(2,) +sz[m, 3"0("1”}

1 _ki7 [ daf| x, y(m(x)j L dff x, yU)(x)j

12 7 dx = dx
In aceasti formuli avem Yi(x) =05 °
Yoy ]| _oflr O] |yl o
dx =¥ 6 7 x=x’- By ¥=x; dx x:J}'
iz 0@ _aflw sl aflx yO(H)] dy®(x)
ax P 0% =10 oy PP N PR
Insa

a (0)
B fix, 0)
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asa ci

af(x, yO(x)]

; =2 1 3001 + Y 1, 0] . fxi, 0)
2 ox ay

X:.VI-

af [, y(#)]

= (e, 0+ &L (3 0) (4, 0.
dx ay

i=x 0%

Avem deci

(9#1= 2 { T 9031 + 130, 01 +2 5 90151}~

W2

124

{f)f 5 99 (5)] — (o, 0) +
ox
+ ¥ 1, v )1 0) — 2 (5, O, o)}.
ay 2y

S3 introducem

i = zi{f(xhj’i'u)) + f(%, 0) + 2 Z flo, 9 —
" J

G o, _ af
- 59 — 2L (55,0
12”2[(3": (1’ j ) % (A’(] ) —I_

; a

O (s 3 fs, 0) 2 (s, 0)f(35, 0) (22)

av ay

Avem deci

[y"] =y + el (23)

unde

(0)

o {[f[w(m(x,.)]_ f(x,-,yio))]—l—zgl [ 550 91 = 15 )]} |

- [% [%, 4O (x;)] — g (x‘-,yf_o))] (%, O)}_
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Irunctiile f(x, v), i(x, ¥), —f (%, ), fiind continue in D, avem
ax dy
| f(% Y) = fx )| < 4]Y —y|
af (s
2w~ L < By -y
o 9% (24)
)

om0 =Twmy|<ciyoy,
oy ay

3 A2 F | 9 :
unde 4, B, C sint margini superioare ale lui of ; 47 [ | 87 |4 p-
) ay | | axdy | oy
tunghiul D.
Rezultd cid vom avea
it . ¥
| it < (ze —Nde + o [Bey + CMey],
adicid
oW | <| [k + (B + CM)I’%J ey (25)

Revenind la formula (20) vom putea scrie
PW(w) = 9" + R, (26)
unde
R — #(1) -+ P“)
sl vom avea

IRV < |1+ b+ (B + cm) L e, (27)

6. Sa trecem la cazul geueral si si considerim inteerala

Y (% )=Sf[<i ¥1(8) JdE.

Pe nodul x;, vom avea

A

39(m) = (71 v (&)

Yo

si aplicind formula de calcul (14), vom avea

j,(s)(x'.) — [_’_\’:,’lj -4 rE.A'P,

9
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unde

] = {/[h YEI() 14 f 1%, Y071 (%) ] +3L VAEA G 70’;‘)]}—

L S O I (29)

— e ]|

XY=x.
]

iar
78| < ey (30)
In formula (29) avem )
. ,,l\——l A T
ﬂLR’Lii(L)J :,a_i L-t:,j“"_-“( )J I ()_/ \; ‘.1;( ) jl:-‘ \_,\7 \( )!

dx ON r)’
si deci

oy @ | o e 0y 4 4, 0) fia, 0)

dx =i . O ay

% ye= =) |

dx

_of

— [, gt + af[» () 1 8 3 3()].

Tinind seama de aceste formule, formula (29) devine

[yr] = —fm Yo U()] 4 [l € +°Lf[\ i ”(\;)J} -

] bng{[ﬂf ["u yIS 71:(-‘""5)] Ll a@{ (Im “)7 +

- L, o) YT 52w — 2, im0l 1)
i oy J
Introducem

/ i—1
30 = g 3700 S ) 2 Sl 1))

o[ af af
ks 1)) — (%, 0) +
‘)nz{ax (% 3 ax .
) g ; Q¢
af (% T Nf(xi, P ) J (%9, 0)f (%, 0) } (32)
a\' ay
si vom avea
(] =l el (33)

5 — Studii si cerceliri de matematici
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o = g B )] — i ) o

- 22 [f [, 3= ()] —f(xj,y}-“—")}—

af s—1)
_]W{[ [ 9= (x,)]

= ﬁ (x{, j,'l(,f—li)] -+
ox

+ [, -0y I (.5t RIVEREE O
+ 2L o 0L 34 ~ste 3]

Sd presupunem ci s-a demonstrat ci
[Ye=D(%;) — 90| < Py_sey

pentru j=1,2,...,%n si s=1, 2, 3,

FURS

adica

e < { [hd + 75 (B4 MO)| Py +

e 2}

Revenind la formulele (28), (33), (30) si (35), deducem ci
¥9(x) = 98 + R,

unde

R = ¢ 4 o
si vom avea
|RY | < Py ey,

unde

P, =

(B + MC)J B A2P,_,.

12:p%
Pentru s = 0 §i s =1 avem in inegalitatea (37)
Py=1, Py=1+hd +———(B+MC)

dupd cum s-a ariitat la nr. 4 si 5, (formula (19) si (27)).

., unde P, , este un numir care
se va determina mai departe. ‘Atunci din formula (34), vom avea

AP,_ e, + Tz— (BP;_1e; + MCP,_,¢, + A2P,_,¢,),
n

7. Rimine si precizam fintli numerele P date de ecuafja de recu-
rentd (38) cu conditiile (39). Pentru a simplifica, si notdm

= L 1C), —- (40)
K_max{hA—I (B + MO), VM}
Atunci inegalititile (19), (27), (37) se mai pot scrie sub forma
R < e
IRV < (1 + K)e, (41)
1R<|:”l < Qs 513
unde @, este dat de formula de recurentd
o ) O =1+ KQs—4 + K2*Qs_,, (42)
cu conditiile
, 5
%=1, Q=1+K (42')

Se aratd cu ugurintd cid avem

0,=01+K+EK)+K .1

Q,=01+K+K +K)+ K1+ CK)
0,=(+KE+E+E+E)Y+ K1+ CGE+GK)+ K .1
0=+ E+E+ K+ K + )+ K1+ GK+CGE+C K+

5 I B CE K
si se poate arita cu ajutorul metodei inductiei complete cé in general avem

(36) Op—=14 K4 ... tE*+E1+CGK+ ...+ Cuy B)
Lm0 4 CLK s R G BT
LR+ CRE 4 .. Gy KT (43)

(37) o '. 5
LKL

(38) Oupy=1-+E+ ... 4+ B4 KL + CEE A+ ... + CLEY ‘)J
A B oh G 5 o o Coy K57
7 SR N - o

B9 s

B C K
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Fr 8. Acum se poate preciza numrul ¢ In inegalititile (41) si Iuim
= v si sa alegem pe g, astfel ca 9. Deci s-a putut determina refeaua I' de noduri v, ..., x, care
O impart intervalul (x,, x, + A) in » parti egale, unde numarul » este deter-
adicd M minat de inegalitatea (18), si algoritmul de calcul pentru calculul numerelor
¥4 (formulele (17) si (32)) unde s = 0, 1, ..., v astfel ca pe noduri si avem
- E el
et Wz) — ) | < <. (45) 1
=y
. . \
: " _. cou gk o i : |
unde (), este dat de formulele (43). Atunci, tinind seama de inegalitafile (5') si (45) pe mnodurile .retelei I’ |
vom avea |

|y(3) — ¥ < 2e. (46)
Cu aceasta am demonstrat prin urmare urméitoarea

TEOREMA. In ipolezele precizate la wr. 3, la un numdy pozitiv = dal se
poate determina un nwmdr natural vasa cwm s-a ardtat la nr. 1 si o refea

7 I1lsa ¢, trebuie sd mai verifice o conditie. Cind s-au seris formulele (32)
pentru s = v, trebuie ca

. SF d
F, 300, L, ypm), O (e ey

ox o av
T e ¥ L de n noduri x,, %,,..., %, pe intervalul (%9, %y - h), unde nuwmdrul n satis-
sa aibid sens, adici punctul de coord \ : - T : y
5 I th de coordonate (x;, yl*-1) si Tacd parte din Jace la conditia (18), =, fiind dat de fmﬂmlac (44) §i un algoritm de caloul
dreptunghiul D. ' pentru caleulul numerelor y©), unde s =1,2,..., v (formulele (17) si (32)),
Avem identitatea astfel ca pe noduri sd fie verificatd inegalitatea (46).
J/E_v 1) = — [y“—”(x,-) = ys_u—!)_] +j’("' ”(;\:,-)

$i din felul cum s-a ales numarul h, avem [MPUMEHEHME METOHOA TTOCJIEAOBATEJIBHBIX TTPUBJIM)KEHWUM
oty i K UHMCJIEHHOMY HWHTETPHUPOBAHHWIO HHUPOEPEHIIMAJIBHBIX

(AL BOD 4 (b—8) <0 ey +5~ 8 YPABHEHUM

Insd Q, | <@, si deci vom avea ’ KPATKOE COJEP)KAHHE
B 3aMeTKe TpEJICTABJICHHON Ha KOJOKBHYMe 1o Mexanuke (Byxapecr,
25—29 oxra6pa 1959 roma) [1], 6plia nokasaHa MHOIO CJACAYIOIIAS TEOPEMA:
Pacemorpun 6uq5:ﬁepeﬁquaﬂbﬂoe ypasuernue 9y = f(x, ) u yc.frosrm

| 2| 2 Qv my + 5 B |
" v (x ) = 0, ede dyymcqu;z /%, v) onpedesena wa npamoyzoavrure D(x,
|
|

Puatem avea

J'iu_“. < b, dacl Qye; b —§ < b,

adica

T o U umeer 4acTHole NPOU3BOOHLIE NePeo2o U BTOPO2O no-
gyt pﬂdfca OTHOLI!TQ_/?(JHO X u Yy HenpepwigHole Ha npasmoycosstHuke . Ecau
Qy ¢ -3a0aHHOE NOAONCUTEALHOE HUCAO, TO MOMCHO ONPedeiuTs HA UHTepsaae
Prin urmare numsrul e, se alege astfel (%9, %o + @) ceTry T y3a08 Xy, Xy, -+, Xy U BOLHUCAUTEAbHBIL Ane0pUdM
‘ 0an soLutcaenus yucea y¥ 2de s =0,1, ..., v rakum o6pazom, 4Tobol umeal
5 HEePaesHCTE0
€; = min Sl ‘ ) —
( T ] (44) | (%) — ¥ | L 2.

gepHoe 0as scex yaaos cerku T

Tpn ycTaHOB/TeHHH 4nc/Ia v TIPHMEHSIH METOJl MOC/EL0BATEJNbHBIX MPH- |
Qi1 < O, GuvKeHull ¥ NMpH ycTaHOBMeHHH uncaa YY) W BLIYHCAHTENLHOrO anropudma :
AAs upcen VY, MpUMeHsIH KBagpaTypHyo (OpMyJy Tpamewmy.

Este usor de vizut ci in general avem

pentru s = 1,2, ... vy, de unde rezulti o} deci o |
ki ) , deci daci | |
coordonate (x;, y*~1) se giseste in drept hQ g prteid O B HacTrosimie#l craThe Mbl BEPHYJHCh K 3TOH TEOpeMe JJIsi TOTo C.Hyl{dﬂ F
o verific m;dii. 5 g . in dreptunghiul D, ceea ce se intimpld cind | Koraa ¢yukmus f(x,y) wuMeer yacTHbe TPOH3BOAHBIC MNEPBBIX UETHIPEX ‘;
z al 1 o Ha (44) atunci si punctul de coordonate (%, ¥), unde MOPANKOB OTHOCHTEILHO X W { HelpephiBHEE B NPAMOyroJbHuKe D | 1 mpu- i
=L ... ,nsis=1,2,...,v—1se gdseste in dreptunghiul D, MeHHIH KBauparypuyio dopmyay (11) K. Tlerpa [2, 3], uro ymenbmact |

HHCJIO 11 H3 nepBoﬁ TEOPEMEI.
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APPLICATION DE LA METHODE DES APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES A I'INTEGRATION NUMERIQUE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

RESUME

Dans une Note présentée au Colloque de Mécanique (Bucarest 25—29

octobre 1959) [1] nous avons démontré le théoréme suivant :

Considerons I’ équation (iszfémjniiglﬁﬁ ¥ = f(x, v) et la condition Y(x,) =0,
0w la fonction f(x,y) est définie dans e rectangle D (v < ¥ < %y + a,
(Y1 < b) et ades dérivées partielles du premier et du second ordre pay rappori
dxelday continues dans le reclangle D. g étant un nombre positif donné,
on  peut déterminer sur I'intervalle [%g, %o 4+ a) un réseau T' de nocuds
Yo ¥ ..., Wy et un algorithme pour le caleul des nombres ¥ ow s = 0,1,

<, v de manidre a4 avoiy tinégalité
|7(%) — 2| < 2¢

valable pour tous les noeuds du résean T

Pour fixer le nombre v, nous avons tenu compte de la méthode des
approximations successives et pour fixer Ie nombre n ainsi que 1'algorithme
de calcul pour les nombres ¥, nous avons employé la formule de qua-

drature du trapéze.

Dans ce travail on reprend ce théoréme pour le cas ot la fonction
f(%,9) a des dérivées partielles de quatre premiers ordres par rapport a
¥ et a y continues dans le rectangle D, et on applique la formule de qua-
‘drature (11) de K. Petr [2, 3] ce qui diminue le nombre % du premier
théoréme,

BIBLIOGRATIE

1. D. V. Ionescuqy, Integrarea numericd a ecuafiiloy difeveniale. Comunicare prezentatd la
Colocviul de mecanici, Bucuregti, 25—29 oct. 1959.

2. K. Petr, Uber eine Formel fiiv nuwmerische Berechnung  der bestimmien Integrale. Casopis
propestovani Matematiky a Fysiky, 44, 454 — 455 (1915).

3.D.V.Ionesec u, Cuadraturi numerice. Bditura tehnicd, Bucuresti, 1957, p. 55.

Primit 15 martie 1960, 4




