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Lucrare prezentatd la ,,Consfatuirvea tehnico-stiinfificd asupra maginilor electronice de calcul’”
din 13— 16ianuarie 1960, Bucuresti.

in cadrul acestei lucriri s-au elaborat noi metode de iterafie pentru
rezolvarea ecuafiilor functionale neliniare P(x) = 0 care se aplicd in con-
, difii largi, firi a presupune existenfa derivatelor Fréchet sau Gateaux
' ale operatiei P. Aici derivata se inlocuieste cu o anumiti diferentd divizatd,
de acelas ordin cu derivata. In acest sens am construit analogul metodei
lui Newton [1]. Pentru generarea metodelor de iterafie din aceastd lucrare
se considera formula de iterajie de forma

. Xng1 = T‘n(P; Nos ¥n—1, -'\-'u—‘.i}. (]) |

unde aproximatia x,,, nu depinde numai de aproximatia x, — ca de obicei |
la procedeele de iterafie —ci gi de aproximafiile precedente x,_;, % ».
Operatia ¥, mai depinde de P gi de diferenfele divizate ale ei. Astfel aici
nu va interveni nici calcularea derivatelor lui P(x) nici determinarea |
inversei [P'(x,)] !sau alte inverse de genul acesta. Mentiondm cd opera- |
tiile care intervin aici de obicei nu sint mérginite in norma ; pentru unele
din ele vom cere in cele ce urmeaz3 ca si fie mirginite inferior (sau superior).

Scopul lucrarii de fatd este construirea analoagelor metodei lui Cebisev
si a metodei iperbolelor tangente si pe lingd aceasta, generarea dintr-o 1

sursi comund a metodelor de mai sus precum si a celei analoage metodei
lui Newton, in conditiile precizate mai sus studiindu-se totodatd §i condi-
tiile de convergenfi.

*¥) Aceastd lucrare se publicd si in lmba francezi fin revista . Mathematica™ t. 2 (25),
fasc. 2 (1960).
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Considerim ecuatia functionald
Pla) =10

bl

unde operafia neliniardi P este definiti de spafiul liniar semiordonat X
cu valori in X. In aceastd lucrare ne marginim la cazul cind elementele
spatiului X sint functii de variabild reali. Vom spune ca pentru functiile
%, ¥" ¢ X are loc relatia ¥ < ', dacd x este mai mici declt ' pentru orice
valoare a variabilei independente din intervalul dat. Diferenta divizati
de ordinul I a operatiei P(x) pentru x,, x; ¢ X se defineste ca in cazul
obisnuit ‘
oy g Plrg) — Px)
[ 55 3 Pifip] o= 200Vt
Ay — ay
unde se presupune ¥, < %, si [¥, % ; P/x]e X. Diferenta divizati de
ordinul IT se introduce sub forma
g ) - g [*0, %1 Pla] — |%, =,
[“u? X Yo P/"] T e e
Xg— Ay

i Plr]

unde ¥, < ¥; << %, Aici presupunem deasemenea ci [%, %3 %37 Plx]e X,
Consideram operatia de aproximare ‘
DuP; %, & 9, 0) =5 — A\P(x) — M(x — E)P(x) — 2, P%(%),
unde £, 7, { sint anumite elemente ale lui X care se aleg ulterior, iar
7‘(] = ?\Q(Pr E.J un :)D )‘i = }\I(P: E_.J h, t); )\2 — AQ(P; E! 1, ?-.,)
se determini in cele ce urmeazi. Impunem conditia ®,(P; %, &, n, L) eX !
pentru aceasta vom presupune ci produsele de fanetii 3, P(x), 3,(x — &) P(x),
My I%(x) apartin spafiului X,
I Dacd se aleg A = %, = 0 si se impune conditia,
z . o
. ; [& ;D[] =0,
atunci obtinem
1

e

® T B Pla

Astfel procedeul de iteratie
Xy = (Dn(p; Xy Eu 1, t)

reprezintd analogul metodei lui Newton [1]. In adevir, daci se aleg £ = v,
N = Y41, atunci se obfine procedeul pentru aproximatiile supetioare

"'1(” 1 — T” T —_ 7-*P _:‘,F

[#n, 2n—1; Plx] (%),
lar daca £ = y,, n=2x, atunci gisim iteratia pentru aproximatiile
inferioare 1),
: 1
X1 = '_.l_’ii = P(x)l)'

[ %, n; Plx]

!) Observim cid in acest caz operatia @ nu depinde de £,
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II. Daci punem %, =0 si se mai impun conditiile
[ n; @] =0, [E 9, T; ®uf2] =0,

atunci se obtin

1 E . B Pla] (PE) + Pln))
hy = W -
[E,.m; Plx]
. [ m C: Plx]
Np, = — ey
= D

s D = [E 4; Plx][E C; Plx][E n; Plxl

In acest caz procedeul de iteratie (1) se numeste analogul metodei
qe Tor oot a Xy N = % U= Wiq; atuiici
lui Cebisev. In adevir, daci alegem E = X, N = Xn-1, L= s att
se obtine iteratia pentru aproximatiile superioare
1 e
P(x,) —

X = ik =
s Y x %, g PI#)

[,v”, ,1:7’,7],;\-'” g+ PIX]P(;;;'fl) (-" ) (”)

(%0 %y PI#N A, %, _oi Plall%, o %, _y3 Ple]
iar daci se pune £ = x,, = Xu_1, L = X, o, atunci avem iteratia pentru
Lot st ==V, An—1, 2

aproximatiile inferioare

Xniq = i =

[_{u' Xy v Xy Plx]

[A'", ¥p—1 P/'-l‘][.ft-‘“l Ky Pl"'&"][’rf!-—ﬁ' =il

TrorEMA 1. Dacd se indeplinesc comh,tz-@ :
1°. pentru %, < x, avem By <2 0 = P(x,), .
9°. 0 < [%y, %; Plx] < + o0, 0< [%y, %5, %3; P[x] < - 0 pentru orice
, 2 : i
By <€ Ky 9T Xy ' Xy wnde Xy, Xy Fp ¥gE [Bon Xl
3° P(x) este o operalie monolon-continud pe segm.e.utf.'l. i
- i ] ; foxe X int aproximatiile tnihiale,
[y, %] C [%-1, %11, unde x_y, %, %y, X_1, ST api 1 !
/ ' formi i jos; penlri
4°. aproximatiile x,,,, %1 se obfin prin formulele de mai jos; per

ol
|

B = B e —— P(x,),
X = X [ %o, %! Pl ( 0
1
e g e = Pl
Xy X5 |f-‘u' 2: Pl (__U

iar pentru n =2 se folosesc ilerafiile (2), (2'),
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unde %y, Xy, %, Xg€ [¥_y, %], atunci ecuatia functronald P(x) =0 admite
0 solugie unicd x*, pentru care avem relatiile

B 0. [y, a0, %5, %450, [0] < 0" pentri ovice %y < Xy < %y < %,

(5"') xn < xli-:—l < 1:? < xu—j-l < xn.;

(B) #* = (0) — lim 3, = (o) — lim %, wnde #* e[x,, %],

Hyon -y —

Demonstrafie. a). Existenta si unicitatea rezulti din urmitoarele
proprietiti [1] (Teorema 3) :

Dacd avem indeplinite conditiile 1° —3° de la teorema 1 si daci
aproximatiile i1, %1 se obtin folosind formulele

! ! 1 ) = 1 i .
Xpniq = Fn — 1—’—)—]3(-1:::) y X¥upr = x, e P(%,’,)
- Ifﬂ’ xu ;o F "“I & [xn' xu—-l'- P;'Jl’]'
(avind ! — X W = % pentru 4= — 1,0,1), atunci pentru ecuatia
funcfionali  P(x) =0 existi o solufie unicd x* ¢ [%;, %,], unde
%% = (0) — lim %, = (0) — lim x5,
H—poo — Hep oo

_ - (3)
’ ' ’
f_n < Knt1 =% = X1 << J\f,:.

b) Demonstriam inegalitdtile («). Observim mai intli ci in baza teo-
remei citate mai sus avem

< %< A< H < g,
Apoi din structura formulelor (3), (37) rezultd imediat c3 My . Bt T i =
pentru orice » >1.

Mai departe considerim functia de aproximatie Rl B T Bty Fomp) =/(%)
sub forma

Jrn(x) :,'_fn (171;)‘!_ (5":'_:‘;n) [«Tm Xu—1, /Ln/x_‘ " (,’17——,"6”) (x‘j‘u—l) J:i'm Z’”,MT\?“,Q;](;,/JU]+
+ (% — :t,,)(:l; — xu_])(x“x;{72) [-’l;n, :‘7_:1-—1, 5\2-2, Tlf:/«ﬂn

de unde pentru s — x* obtinem

S

X = ;6-"-11 = (x:i; i ;Tu,,)(x* == %.“_1)(3\5* - A’T”' 3) [-:‘.Cm x_ll—Ir Xn—g, -;J'f,;/:l?], (4)

deoarece x* =f, (x*) si F = f,(#,). Tinind seama de condifia 5° din (4)
rezultd

&Y = Xny1,

pentru orice n. Folosindu-ne de functia de aproximatie

(D:;(P; x, 9‘5:1: En—h -9;:1—'.’.) Ein(x):
se obfine analog cid x,,; << x*. Astfel am demonstrat inegalitidfile (0?)1, '
l In ce privesc relatiile (B), ele rezultd imediat din (3) si din megahtatllt:,
¥, < x, < x* < %, < xp. In adevidr din f,', < %, < %, si din (3) rezultd
imediat cd »* = (0) — lim x,. Analog, din I < %, < %, si (3) obfinem

ey OO
i 3 Tema.
x* = (0) — lim %,. Cu aceasta am demonstrat teo

n=poo

Observatie. Conditia 5° poate fi inlocuitd cu urmétoarea
0> [%y, %3, %y, %4 P[x] > — 0
pentru orice x, < x, < %3 < %,, unde x,, %, ¥, x4e[ic.,.1,?c_1].
III. Considerind acum A, =0 si impunind conditiile
[E, 03 @ufx] =0, [E 2,8 Qu/x] =0,
obfinem ci

— & n:Plx], B i o, §5 Plx]
D, Dy

]

2

d .

i D, = [ n; P|x][n, C; P[x] — [§ 0, C; P[x].

Daci se aleg £ = x,, { = x,_, respectiv £ = x,, C :-;,,, E.ltlll_‘l(!i se obtin
iteratiile pentru aproximafiile superioare respectiv inferioare, analoage
metodei iperbolelor tangente

o _ Im—ti Plx) P(x,) (5)
Pt l%,, M; Plxlln, %,_y; Plxl—=I%, M, %, _; Pjx] P(x,)

[n',;u} Plx] A P(x”), ('3")
'En-l-z = i‘-’-” — rx""'l,; Pl ';”‘- Plx] —[,"fn‘ 1]’,;1,’”; Plx] P(T]’) ol

)
ii i i i ;A i ? i alese
unde 7 si o’ sint aproximatii inferioare, arbitrare ; in particular pot fi a
7] = Xy, ‘fJ’ = Eu—l-
TroreMA 2. Dacd sint indeplinite condifitle 1°—3° de la teorema 1

st dacd o 5
, x ' ] - 5 1 jo entru
o) interatiile %,y i, %, se obfin prin formulele de mai jos, p

n=1

- — i
(4 = X7y — — ?_P x)
%= M [#, #—1; P[] Vi

’ 1
[ —] | ) P X, ]
#1 - | [, %; P|x] (—0)
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iar pentru n > 2 — prin formulele (6), (57)
Bl 0> [%s 2. %, 45 D, /%] > — w pentru orice

L I e TR ;
1S Fp < Xy < Nyl ¥y, X Xy, N[Ny, 2],

aluncr ecuapra functionald P(x) = 0 admite o solutie unici v*

’

BT - iy & ;
AT e[ Xy, % |, unde 2 = (0) — lim x, = (0) — lim w, s
mw, i

i o H—t 6o

T < Fnpt < XF L ¥y < X

Demonstatia teoremei se face la fel ca in cazul teoremei |

- gibse:viz,{n. 1) Cnn_lparmd aceastd metoda cu analogul metodei lui New-
L8 2 ata ugor prin calcule directe, cd metoda imperbolelor tangente
lverge mail rapid, anume existd urmitoarele inegalitdti «, ., < «
a1 " e il ; S Z
1 Mgy < 5\5::-5-1- = e

DAl - N . ot [ : 2
- ma?i I::l bcalﬂ:i c}}[z{m{;t CP(,L) e:;f]:(_'lo func‘,tllc (lle variabild reali atunei metodele
st onvenabile in calculele numeri it %
5 : ! L : ice, decit metoda clasi-
cd a lui Cebisev si metod £ ey Bt
5 S a iperbolelor tangente chj 3 i
deri - v L gente chiar dacid P(x) admite
G vate. In adevir, pe cind la aceste metode se cere calcul ( ) ilor
Yur Px), P'(x,), P"(x ol ¥ re calcularea valorilot
s el ey 1 '1'“‘, (%) atunci in metodele noastre se cer doar valorile
erice . X, Si ; = : i :
i 1'1ad_? ;11 X .f,:l_P (%,). Aceste valori fiind cunoscute, diferentele
Indicate in formulele de iteratie (2) (2') respectiv (5 B !
calculeazi usor. ' i Spectiv. (b}, (7 =e
3) Din studi g ’ ]
vergegtejm) bttudlfm convergenfel acestor metode rejese ci rapiditatea con-
€1 poate 1 maritd fard sa presupunem existenfa derivatelor

OB AHAJIOTMYHOM METOJIE METOJIA YEBBILIIEBA M O METOE
L EN KACATEJILHBIX ' FHUTIEPBOJI TIPU MPUBJMIKEHHOM
EHWHW HEJIMHEWIIbIX PYHKIIMOHAJIBHBIX YPABHEHUM

KPATKOE COHEPJKAHHE

B pamkax nac ap e
(byHKqu) Haﬂ;‘}l\bll\{dLTC;HBU}-[Lg{O "T[})jy!l-d Ebl-fm CO3AHBI HOBBI® METOJbI PELICH S
YCIOBHSAX, He f ’eﬂ{]%ﬂ g4 (¥) = 0, npumecHsiemsie npu Godee LTHPOKHX
.}i.eﬁCTBHH,P Bpamm aras CyliecTBOBaHMs MPOH3BOMHBIX ®peme wan Cato
Mt u' At i cx\‘m‘c‘ne OBLTH TIOCTPOEHBI AHATOMN Merona Herortona
6bLaH 3aMeHeHs ngr;xgi;i&s‘f::];I;{z;gé[rllgfllﬁoﬂ' L SO pigRNGIe (PPELIIO,

11 JIEHHBIMH DA3HOCTAME
Brina nocrpoena oduiass (hopmyata HTepaiuH : el R

Xpyp1 = v »r(P; Xy, X1, ;\;"__._!),
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rie MPUGJMKEHHE Xy i He 3aBHCHT TOMBKO OT NPUOAHKEHHS ¥, KaK 3TO
OBBIYHO CAYUAETCH B UTEPALHOMHBIX MpHEMAX, d 3aBHCHT M OT NPeABIAYLIHX
npubJIHKEHHTT Xy—1, Xn—z [IpH YACTHBIX BHAAX neiicteua W, (P; %, X¥ne1, Xn—2)
[OIYUaloTCs 110 OYEPe/U BEILIEYNOMAHYTbIE METOJBL ITH METOAB B 0CO-
OENHOCTH BLITOJHBI B UHCACHHBIX BbIMHCJICHUAX. '

SUR IANALOGUE DE LA METHODE DE TCHEBYCHEFF ET DE

LA METHODE DES HYPERBOLES TANGENTES POUR LA RESO-

LUTION APPROXIMATIVE DES EQUATIONS FONCTIONELLES
NON-LINEAIRES

RESUME

Dans le cadre du présent travail, 'auteur a élaboré des méthodes
nouvelles pour la résolution des équations fonctionnelles P(x) = 0, qui
s'appliquent dans des conditions plus larges, sans supposer l'existence
des dérivées de Iréchet ou Gateaux de lopération P. Dans ce sens
'auteur a construit les analoques de la méthode de Newton, de Tchéby-
cheff et de la méthode des hyperholes tangentes. Les dérivées de Fréchet
ont été remplacées par des différences divisées convenables du méme
ordre. On a construit une formule générale d'intération

Xpi41 :‘:lfu (P: Xns Xn—1, '\;’1—2)1

olt I'approximation x,_; ne dépend pas seulement de I'approximation x,,
comme d’habitude dans les procédés d’itération, mais aussi des ap-
proximations précédentes  x,—i, Ny—2. EnN particularisant I'opération
W (P; %y Xu—1, Xn_s), o0 obtient tour a tour les méthodes mentionnées plus
haut. Ces méthodes sont avantageuses surtout pour les calculs numériques.
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