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FRACTIILOR SUBUNITARE CA SUMA UNOR FRACTII
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Litcrarve prezenlald la cea de a ITT-a sesiune stiintificd a Societdlii stiinfelor malematice si fizice
din R.P.I.,, 12—13 februarie 1960, Bucuresti.

in anul 1957 W. Si erpinski a enuntat conjectura ca fracfia

subunitarﬁ;—’ (b > B) se poate reprezenta ca suma a cel mult trei fracfii
/]

cu numéritorul 1.

Dacd pentru numere naturale date a si b notim cu N(a, b) cel mai
mic numir natural # pentru care existi numere naturale x;, %, ..., %,
satisfdcind ecuatia . 4 . 4

Lalp o,

b Xy 4% Xy
atunci conjectura de mai sus se poate enunta sub forma N(5, b) < 3.
in cele ce urmeazd se demonstreazd urmitoarea teoremai :

TroreMA Dacd b < 10.000 atunci N(B,b) <3, N(6,b) L3
N(7,8) <3, N(12,0) < 4, tar dacd b < 200.000 atunci N(8,b) < 4.

Demonstratie :

Cazul a = 5. In acest caz utilizind metode cunoscute (a se consulta
de exemplu [1]), demonstratia teoremei revine la studiul descompunerii

, unde & = 0, 1, iar x este unul din numerele tab-

fractiilor de forma —
loului de mai jos :
il 181 361 b4l 841 961 1021 1201 1381 1621
1681 1861 2041 2221 2521 2641 2701 2881 2941 3301
3361 3481 3541 3721 3961 4141 4201 4321 4621 4801
4981 BO041 5161 bH461 B5S1 H641 5821 6001 6241 6301
6481 6661 6841 7141 7261 7321 7H01 T7h61 7681 7921
7981 8101 8161 8581 8761 8821 8941 9001
considerindu-se numai fractiile in care numitorul 9240 £ + x este numar
prim mai mic ca 10 000,
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Pentru efectuarea descompunerii se intrebuinfeazii egalitatea

B 1 b1
9240 b+ ¥

&+ 5m—1 _2-'7‘ Sm—1
== (9210 f5-x) (1848 &+
] 3]

1848 k-

gi se aplicd apoi ultimului termen din membrual drept al acestei identitafi
urmitoarca teoremd stabilitd de autor in lucrarea [1] : Fractia ireducti-

o & 5 % o B =
bild — se poate descompune in suma a doui fractii cu numaritorul 1, daci
b

i numai daca numitorul b are doi divizori relativ primi ai ciror sumi este
un multiplu al numirulai a.

Se constatd cd in cazul b = 9240k | v <~ 10.000, studiul descompunerii

fractiei S se reduce la determinarea numerelor naturale minime m pentru

2]
cari teorema citatd este aplicabili.
Rezultatele gisite pentru cele 33 de fractii ai ciAror numitori sint nu-
mere prime mai mici ca 10.000 sint urmitoarele :

b m b m b m b wm b wm b wm b wm b wm

181 3 541 6 1021 2 1201 2 1381 2 1621 3 2221 2 2521 @
3301 2 3361 2 3541 2 4201 2 4621 2 4801 1 5581 2 5641 2
5821 2 6301 5 6481 2 6661 1 6841 3 7561 4 8101 3 8161 1
8581 2 8761 2 8821 4 8941 2 9001 2 9241 1 9421 3 9601 2
9781 1

Cazul a = 6. In acest caz aplicind o metodd similari, problema
revine la studiul fractiilor care au numitorul numir prim de forma
b = 2520 k4 x, unde v este unul din numerele tabloului de mai jos :

il 61 181 361 421 601 781 901 1081 1261 1321

1441 1621 1681 1861 2041 2161 2341.

Rezultatele gisite in acest caz sint cuprinse in tabloul de mai jos :

b i b b " b M b " b " b

7 7
61 2 181 2 361 2 421 2 601 2 1321 1 1621 2
1861 2 2161 1 2341 1 2521 2 3121 2 3301 1 3781 2
4201 2 4561 2 4861 2 5101 1 5641 2 K821 2 6121 ©
6501 2 6361 2 6481 1 6661 2 7561 1 7621 2 7741 2
8161 2 8461 1 8641 2 8821 2 9001 1 9181 2 9241 1
9421 2 9601 2 9721 2 9901 1

Cazul a = 7. In acest caz se giseste ci trebuie si descompunem direct
fractiile cari au numitorul de forma b = 2310 & + x, unde x este unul din
numerele tabloului de mai jos ;

1 43 127 211 337 421 463 547 631 673 757

883 967 1051 1093 1261 1387 1471 1513 1597 1681 1723
1807 1891 1933 2017 2143.
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Rezultatele gdsite in acest caz sint cuprinse in tabloul urmator :

b m b m b m b m

b m b wm b m

48 4 127 2 9211 2 337 2 421 2 463 2 b47 2
631 9 673 3 7THh7 2 883 2 967 2 1051 2 1093 3
1471 4 1597 2 1723 2 1933 3 2017 1 2143 2 2311 2
2437 2 2521 2 2647 2 2731 6 2857 2 3067 2 3361 4
3571 2 3697 1 3823 4 3907 2 4201 4 4245 2 41_537 2
1621 2 4663 2 4831 2 4957 2 5167 2 bHO3 4 H381 1
6007 B 6091 2 6133 3 6217 2 6301 1 6343 2 6427 2
6553 4 6637 2 6763 2 7057 2 7361 2 7393 3 7477 2
7561 1 7687 2 8191 5 8317 1 8443 1 8bH27 1 8737 2
8821 4 8363 2 0241 2 9283 2 9661 4 9737 2 9871 1

Observatie. Se constatd ugor ci in cazurile precedente e suficient sa ne
méirginim la cazal cind b este numar prim §i la cazurile particulare

7

|~
|~

7 v

15" 25

]

b 6
) R R

5
—_— T » )
6 8 9 25 8 1

1

(53]

v}
»n

care admit descompuneri imediate.
Cazul a — 8. In acest caz trei fractii cu numardtorul 1 nu sint sufi-
ciente pentru efectuarea descompunerii pentru orice b.
Intr-adevir fractia 2 ju se poate descompune in trei fracfii cu numa-
11
ratorul egal cu unitatea.
oa presupuuem ci este posibilda descompunerea

8 1 1 1

11 Ay 5 Hy

o 1 | : Ry s Gl o
i sd presupunem ci fracfia — este cea mai mare dintre cele trei fractit,
5 .
L)
In acest fel avem

J 1 8 0
Bl 8 ‘adicy 040 8, <4
11 3 33
si in baza teoremei citate, se aratd cd fractiile

8 1 5 8 1 13 8

1
4

21
4.11

11 2 211’ 11 3 811 11
nu se pot descompune in cite doud fractii cu numardtorul 1.
in cele ce urmeazi, afarid de cazurile speciale b = 9, 15, 21, 25, 35 f’i
49, trebuesc examinate si in acest caz numai descompunerea fractiilor in
cazul cind b este numadr prim.
Demonstratia se bazeazd pe urmdtoarea lemd :
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Lema. Dacd 4 < b < 200 000 Si.b este un nuwmdr prim atunci in des-
compunerea ‘
! 1 1 1

g g

b ¥ %o Xy

3

doud din numerele Xy, Xy, X3 Sint pave.
Afirmatia lemei se demonstreazs imediat, in baza egalitatii
4 %y %05 = (¥, %, + %%, XaXy).

ok U ‘ 5% et =l o o
Tinind seami de faptul cd in cazul 4 < p < 200 000 fractia — se
b
poate descompune in trei fractii cu numiratorul 1 (a se vedea [1]), in baza
lemei avem
e 1 1
ﬁzz,_,:g(f Y

b i@ s g
. st R

4
Y 2y, <)y Yo 2
5 . 2 ; . . o
In continuare se vede imediat cj 2 se poate descompune in doud
I
.s Ee 1 o
fractii cu numiritorul 1, de exemplu daci Y1 = 2k+-1, avem descompune-
2 1
rea -~ _ = _
2h4+1 kg1
Inegalitatea 8 < § < 20¢ 000, atunci N(8, b) < 4.

‘ ~Ir @ e e e 5
Cazul a =12. Se observi ci fractia = nu se poate descompune in
13

o 51 astfel s-a demonstrat ci daci b satisface
(k1) (2+1)

trei fracfii cu numdratorul 1, iar in baza lemei si In baza celor stabilite
CU ocazia examindrii cazului g — 6, urmeazi ci daci 12 < b < 10.000,
atunci N(12, b) < 4.

Observagie. In baza celor de mai sus, conjectura lui W, Sierpinski si
o conjecturi mai veche al luj P. Frdés se pot sintetiza si complecta in felul
urmitor ;

Daci 4 < a7, atunci N(a, b) <3, iar daci 8 <L a <12, atunci
N(a, b) < 4. -

IMPUMEYAHUS B CBYU3M C IHIPENCTABJIEHUEM IOPOBEH
MEHbLIIE EOMHMIIBI B BUJIE CYMMbBI IPOBLEH
C HUHUCJTHTEJIEM PABHBIM EOJUHUIIE

KPATKOE CONEPKAHME

HoxaseiBaerca caenyiomas Teopema:
a
B cayuae b < 10000, ecau a=>5, 6, 7, dpobs L nomno pasaaears

b
Ha Tpu dpobu ¢ aucauresesm pasuvin edunune; 6 cayuae b < 10 000 dpobn
12

8
o, @ 8 cayuae b < 200000 dpobo o MOMHO pasiazare wa uersipe dpobu ¢

“ucauteaen pasmoLn edunuye.
B saxkmouenny BrickaznBaceres npefnonoxenne: ecau 4<La <7, 10
N(a, 0) <3, a ecau 8 <a< 12, 10 N(a, b) < 4.
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REMARQUES RELATIVES A LA REPR‘I'%RI?:NTATIONlDE;S‘D& Il\“?z}(":
TIONS SUBUNITAIRES EN SOMME DES FRACTIONS AY/ ;
NUMERATEUR ECGAL A L'UNITE

RESUME

On démontre le théoréme : e , , g
Lorsque b << 10 000, si @ = b, 6, 7, la fraction v peut élre (iecumj)ose-c
en lrois fraclions ayani le numératenr égal -a. l::-m’fé,r ]0:.9({;”3:;6’;};;:0(:;:
la fraction %2 et lorsque b<Z200 000 la fm;aiwn\ W penvent étre d .
en quatre fractions ayant le numérateur égal a 1. o e

Eu guise de conclusion on énonce la conjecture : !
N(a, b) < 3, et si 8 L a< 12, alors N(a, b) < 4.

BIBLIOGRALIL

1. B. Kiss, Cileva observafit in legdturd cu o ecuatie diofantiand. Studii i cercet, de mat. (Cluj).
v e 58, 4 1
X, nr. 1, 59—62 (1959).

; e i o Q7T INAT . 195 r'
2. W. Sierpinski. O vozhladach liczb wymiernych na ulambi proste. Warszawa, PW N 71 37

Primit la 1. XII. 1859,




