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I. Fie E o multime finiti, formata din N (N > n + 2) puncte din
planul complex si f(z) o functie continud intr-un domeniu D care contine
in intregime multimea I,

Vom studia aici determinarea polinomului de cea mai bund aproxi-
matie a unei funcfii continue, pe o mulfime finita de puncte din planul
complex, folosind aceeagi metoda ca intr-o lucrare anterioara [4], in care
am studiat determinarea polinomului lui Cebisev k-restrins, pe o multime
finitd de puncte din planul complex.

2. Considerim media de ordinul 2p

1

Io = 3 1)~ m)

N =1
1 . r
unde P(z) = a,2" + a;2" ' + ...+ a, este un polinom oarecare cu coefi-
cienti complecsi de grad cel mult ».
Vom ciuta minimul expresiei [, cind coeficientii a,, a,, ..., @, variaza
independent. - '

Si ardtim mai intli ci existd un singur polinom P,(z) care realizeazd
minimul lwi J,, atunci cind p este fix (p -intreg pozitiv).
fn adevir ca si in lucrarea amintita [4], in care s-au cousiderat mediile
1

(_,% S [P(e)* ) (2)

=]
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A N — k=1

unde P(z) = (p(z)w—]—- Ay Z oot 9(z) =2+ A7 4 A
& - 24 5 i : ?
;) fu(r:c%lezdata, J» este un polinom in raport cu a; si af (@, = a; | ia”
T[ -’t" s ee, ) 1u1.11d numai valori pozitive. Minimul existda dec ';;

este atims pentru un sistem de numere aj, a;, care satisfac sistemul
2p 2p
o B s
)

bl

= st =0 =013, ....»

Demonstratia unicitatii polinomului de cea mai bund aproximatie
a functiei ¢(z) = 2" + A4, R di :
e # A <o A" din lucrarea amintitd, se
anscne, fara niel o modificare si pentra cazul nostru )
T
Vom demonstra acum urmitoarea

’ o ] N
TEortMA 1. Fie E o mulitme finitd, compusda din N (N > n 2) puncte:

Coy €ay oo, Cy. Atunct, notind cu P ( i :

SRy R g LOL A f Jrd y )!’-7—'}' Pry [’ o i o o S

1 A »(2) polinomul care rvealizeazd mintmu
lut [, pentru p fix, avem Gl

lilll P (Z) —= i Sty = = X |7 —
P — W (‘Z f] E) 7 = lim B [L E) = € z 9 s E
b : 2 5 J;” i (f: ) 1;{1:},; l (4) ”(2’ » f) ) l:
;;;:‘;if’ T”{Z ; f, E) leste }'J()lli:ﬂtO??M!;l JLIB cea mar b’H—’Itfi Cljbi’(),\?f‘ﬂ’l,aizlﬁ de H?’Qd cel
) .An a f’MﬂG}.‘tZﬁZ j'(Z) 7‘)8 :FTH.MC_M?WEL’% E, ray jp — -ualom’m 11?'2.7’:‘-?:77%}.’ El‘fi-fz?«l ]'ﬁ
In adevér deoare i i ] = .
7 Ce si 11 5 ] C7 a 9 i ]
] istv o 5 cazul acesta jJ., 1 }]},, 1(’.41111:& 7 — lim ],h
. p—rw
Sé arétém mai illtm a it [
11 ca poli ] a ili ;
"7!{?"'1@"1:111'1(? nr ¢ % T l.()HITIGIE Pp (2) fqrmeaza 0 fanuhe m'f-zform
i 1 aport cu [) intr-un cerc (C), care CO]IJIZII]G ?11 interier multimea 15
nmn a C\fé.l’, deoarece P (2’) este i u e eali % i
) d b € Polimom 1 car realizeaz
i Vo i e eaza minimul

1
|

=y 5 1(6) — Pyle) ‘2,,)5 < ({g He) — ooy £, ) ff’J-sB -

v=1
i iy .
= max|fle) — Tl £ E)IP2) o 120 |7
(¥ 5, mexifie) = Tutes 1, By )= 1 VIl |
2 1 7 =t [f; E). (3)
e §ns2.a |f(z) — PE(Z)’ iug,i atinge maximul siu intr-un punct gek¥ = e}
=1,2, ..., N. 83 notim acest punct cu G, (unde k, este una din valo-

a2 L N), adici
max |f(z) — Py(2)| = |fle,) — Per)].

5 ze E
Atunci

1fles) — Pyley) | < If{ﬁku) — Pyle)], v=1,2, ... N.

v i P ; :
) Adei rolul lui ¢(z) il joac functia f(2), iar al lui Gepp et By o HiEdatl

@, — polinomul P(g). il
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Pe de altd parte din (3) rezultd

\j; max | f(e,) — Pp(cy) 121’:% [fles) — Ppler) <

v

P

]f(cv) - I)P(GU) {2[7 =< ‘_U«:((f; If) fh.

st
—

1
N
sau

1£(6) — Ppley) | < wlfy E) . Noo < w(f, E) . N.
Deci [Py(es) | < [Pp(es) — fles) | + Ifie) | < M + N ., B),

v=1,2...,N, unde M = max. |f(z)].
s (8
Folosind formula de interpo’are a lui I,agrange pentru o grupare
oarecare de #n - 1 puncte din £, ne convingem cid polinomul F,(z) este
uniforiy mirginit (in raport cu p) intr-un cerc (C), care confine in intre-
gime mulfimea E. Multimea {F,(z)} formeazd deci o familie normala, ale
carei functii limitd sint polinoame de gradul n. :
Fie P(z) unul din aceste polinoame. Inseamnd cad existd un subsir
1 ~ ~ - A Do adie:
{Pp,(2)} al lui {Py(z)} care converge citre P(z), adica

P(z) = lim P, (2), sau f(z) — P(z) = lim [f(z) — P, (2)],
Ni—p oo ni—y-oc

convergenta fiind uniforma in cercul (C). Deci

oy

| — e 1f(z) — Pp (2) || < i, m >y, unde p* = max | flz) — P(2)].

‘De asemenea se stie ca
lim J,[f(x) — P(2)] = max |f(z) — P(z)]
p—roo el
pentru orice familie de polinoame de gradul », uniform marginite in cercul
(C). In cazul nostru avem i
Lm [, [f(z) — Py, ()] = l_i;‘n Ip, = s |flz) — By, (2} ]
> Hi—p o0 el

Hi—poc

Deci
| max [f(z) — Py (2)| — Jp, | < %, daci m > my.

el

Prin urmare
[ = g | < [ — max| f() = Py, (|| + | max 1f(8) — Py, ()] —J, | <
J.'E ) 2 .

dacd m > max (m,, m,), de unde rezultd p* = j.

Dacd notdm 1insd p,(f, E) = L |f(z) — TW(z; f, E)|, avem evi-
dent u,(f, E) < u¥, deci p,(f, E) <j. Mai avem de asemenea j, <
L Jplflz) — To(z f, E)] < pa(f, E), deoarece media [,[f — 7'] tinde citre
maximul modulului diferentei f — T pe E gi aceastd medie este o functie,
crescitoare de p.
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Rezultd deci si j < p,(f, E), de unde 1= wlf. E).
Asadar p,(f, E) = max |[f(z) -- P(z)| si polinomul de cea mai buni
s€H

aproximatie a unei functii continue fiind unic, rezulti P(z) = Las 7 B,

Prin aceasta am aritat ci sirul {£;,(2)} converge uniform citre
Ty(z; /, E). Insi in baza aceleagi observatii ([4], p. 80), rezulti cid intreg
situl { P,(z)} converge uniform citre T,(z; f, E) in cercul (C). Prin aceasta
afirmatia teoremei este complet demonstrats.

3. Folosind acelasi procedeu ca i in lucrarea amintitdi mai sus, se
poate da polinomului P,(z) care se abate cel maj putin de la functia /()
in media 2p pe multimea E, o formi speciald, de unde trecind la limiti
pentru p — oo, se obtine o forma speciali pentru polinomul 7,(z; /, £).

S-a viizut ([4], formula 10) cd polinomul P(z) care realizeazd minimul
mediei (2) verifici urmitoarea ecuatie [unectionald

BPle,) - Ple, VP Wi, e, JPlel)—Lie,, ...c, )]
J:U(Z) = ' =k e BT e . 77( " ‘V” k ({;' {l)
BLBGk By, TRy s,

unde semnul Y] se extinde asupra tuturor indicilor. Trecindu-se la limita
in (1) pentru p — 0, se obfine urmitoarea expresie a polinomului 1ui Cehi-
sev k-restrins ([4], formula [(3)

T:‘;(Z.‘i‘) = E’ ffv'l{u" i jfv” T ”-/(Gu" B C‘)u A‘) rz[@(z)_['((:‘h' i) —{'.‘1‘, j."P) 'l] ('-))
LEK,. . Ky V(e e, JE=1

]

unde K, sint nigte constante nenegative, o) ="+ A" + ..+
n—k . v - = = .

+ 42”77 — o functie dati, iar L2, %, .. 2, w) reprezinti  polinomul

de imterpolare a lui Lagrange pe nodurile B0 &gy -« o Ty @ functiel @(z).

Procedind la fel ca in lucrarea amintits, gasim o ccuatie functionala
analoagd cu ecuafia (1) pentru g(z) = Py(z) — f(2)

) I‘..’j)—2

ZJg(cl)...g-(c,"I '“’(f\h"‘"{: ‘ v, ceea by NEy=H2
g(z)= ¥ Vi1 41 _ 2 n ] (“)

5 ‘ Bp—2 (v 5
Elb(cv,)--.g(c\,”“)l -“(C\*.""'“v”!,”

unde P,(z) reprezintd polinomul care realizeazi minimal lui i
Trecind Ia limitd in (6) pentru £ — oo, se giseste
T . ==z e e il n 2 = n i
iz L) =3K: .. Boson Vo5 0 VB By o) Bl Tdih

(7)
= 2
¥y K,, ¥ fT/(c\,_l, iy 1) (B =TT

Relatia (5) in care coeficientii K, > 0, di o forma speciala pentru poli-
nomul 7,(z; f, E), deoarece in membrul al doilea figureaza numai afixele
punctelor multimii £ si polinoamele de interpolare a lui Iagrange relativ
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D i v Rl il g
la toate cele Cy*' combinatii posibile de noduri ¢,,¢,, ..., 6y, - Coefi-
cientii K, sint complet determinati de sistemul

|F(es) — Talew; 7, B)| = ... = |flexs) — Tfens, f; B}, %

S R By [l B o 8, )P,

., ey+ sint punctele mulfimii E*(E* fiind o mulfime de tip
de la Vallée — Poussin, adicd o submultime al lui E care confine cel pufin
n + 2 puncte i in care [f(z) — T,(z; [, E)| = pa(/, E)).wNe putem ]1n1_1La
la punctele multimii E*, deoarece T,(z B = T.(z; [, £*). Aceasta revine
la a spune ci pentru ¢, eE — E*, se ia K, = 0. bt

Se poate extinda formule (7) s pentru cazul ‘une;z :!:muilp;}n ,,C.mnlj}%ﬂ:e
oarecare, finind cont de faptul cd T,(z; f, E) = T'(z; f, E*) = T,(z; f, E*¥),
unde E** (E**C E*) contine cel mult 22 4 3 puncte si folosind algoritmul
teoretic de determinare a mulfimilor E**, intrebuintat intr-o lucrare [2]
de citre Prof. G. Calugadreanu, in care s-a studiat aproximarea
functiei f(x) = 2". . | . '

In cazul particular N = n + 2, se poate scrie explicit expresia poli-
nomului de cea mai buna aproximatie a functiei f(2) pe E, o= {64, €y, ..., Cuga},

unde ¢y, .6y, . .

n--2
Z ”/(61! v Bi==15 C;'+1, e G;.,.:g)l ‘ L(GI, sy gty Cuely vivy C“,}_g:f)
Tz f, = g
1',,(.2;], EH-’-’): — PR R ( )
E IV(C;, e o BTy MG b Gnepg )|
i=1

precum i a celei mai bune aproximatii

|D(0117 !f:},“ S £ Jj)J

walf, E) = P
Z IV(GL sy Cimty Cigty - - oy C”+2) ‘

=1

(L0)

1, %y w st T ine din determi-
unde D(zy, 25, ..., 2, f) este determinantul care se obtin

o e Ho— =3
nantul lui Van der Monde inlocuind coloana corespunzitoare 1u‘1) 2 et
f(z). Formulele (6) si (7) sint analoage cu cele cunoscute ([6], p. 28).

4. Aceste rezultate pot fi extinse si la cazul unel medii ponderate de
forma ]
N

2p 2
= (8wt — e T

v=1

N
ol - T oy
unde numerele m, verifici relatiile m, >0, v=1,2,..., N, ‘.E:;l My ;

urmind intormai rationamentul facut in cazul mediel simetrice m, = My, =
1 : . B

= ...= my = —, consideratd mai sus.
N

1 T

8 — Studii si cercetdri de matemalicd
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Dacd notdm cu Pp(z; m) polinomul care realizeazi minimul luj Ss(m)
cu ponderea m = {m,} si cu j,(m) = min Jp(m), atunci procedind la fel,
r

n
se coustatd cd polinomul P,(z; m) va satisface o ecuafie functionald ana-
loagd cu (6), in care au si apard in plus numerele My, Mg, ..., Wy '

) 1272 (e

| ) . 2 o
i = ¥ My my, L l8(,) e, R N i LR Oy, N —10)] (12)
ga(2) = 2—2 77 2 .
bX mvl mv»r+l lg(g‘h) g(c"ir'irl) I ‘V(L"’li cv"+i) l
sau
Py(z; m)= X my ... M i lgey,) - g(g“nﬂ) ! ey = 6""+1) sy 2T i 13
(2 = 2p—2 4 - (13)
by m, .. mv”+1 Ig(ch) ...g(cu“HH IV(‘le’ St C“n-l-l) I

Din formula (13) se vede ci pentru p =1 polinomul P,(z; m) care rea-
lizeazd minimul mediei patratice ponderate, este complet determinat

WLy sy i)
e . (14)

Compari d (14) cu forma (7) a polinomului de cea mai buns aproxi-
matie a functiei f(z), se vede ci cele doui expresii sint analoage, ct singura
deosebire cd in (7) figureazi coeficientii K, care sint complet determinati
din relatiile (8) (afari de un factor pozitiv arbitrar), pe cind in (14) apar
numerele care formeazi ponderea mediei patratice,

In cazul cind multimea E este o mulfime de tip de la Vallée-Poussin,
adicd in fiecare punct al siu ¢,¢E, I#&) — Tuleys £ E)| = wlf, E); se
poate caracteriza sistemul de valori {m}, care corespunde egalitatii P,(z; m)=
= T,(2; f, E), oricare ar fi P >1.

In acest sens, si aritim ci j,(K) = max ji(m), unde K = {K,},

(ny,)
v=1,2,..., N, reprezintd coeficientii ce apar in expresia (7). (evident
cd putem presuptne LK, = 1).

In adevir, pentru orice mulfime E si orice sistem de numere {my} = m,

my >0, v=1,2, ..., N, avem

Ym, .m, |V
Pi(z; m) = el

Lom, .. mv”+1| Ve,

vy ils
bt e

Tl
1 T Vg

N N

Jim) = min 3y |fie) (o) < 3 ) — (e £, ) < [ f, B)T (12)
deci, ! B
Jlm) < pa(f, E). (13)
Dacd notim j; = max j;(m), avem de asemenea =l B

{iny}

Insi, deoarece P,(s; K) = T,(z; f, E), avem

B = LK lf0) = Tuler: £, B)E = [unlf, )T, (14)

deci j; = 7,(K) = u,(f, E).
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~1

Acum putem enunfa urmatoarea |
TrROREMA 2. Dacd E este o muljime de tip de la Vallée-Poussin, alunc

= Pp(z; K) = T,,(Z;f, E)* (]5)

ovicare ar fi p > 1. . . ogele
Vom demonstra teorema folosind cunoscuta inegalitate a lui Holder.

Avem 1

wlh, B) = (T Kle) = Tulers £ B) ) <

1 1

2) Yo ti K= 7 KT f(0) = Pyoy; K) |2])2\<‘

=1

= (ZKv 1f(e)) — Py(e, ; K)

1

< (i K,,)E(glK\, 1f(@) — Ppler; K) Jﬂﬁ]“:

=1
1

>

N b .
= (Z &) — Poters K] = ),

- unlfs E) < iplK). (16)

Insd

- ey |
W) =% Kolflo) — Pyte: B

< (ilI{v [ flov) — Ty(ev; f, E) sz)QP: ea(f, E)

icA ‘ ' ici si dir reztltd p,(f, E) = j,(K) si poli-
dici, p,(f, E) > jp(K). De aici si din (1{3) rezultd p,(f, . :
iozfmelg (I'g,,(z); 1%) 2(1 1)’“,,(z;f, E) fiind unice, avem Pile: K) — ]t",,,(zd, 1. E).
Cum inegalitifile de mai sus au loc oricare ar fi p > 1, teorema este demon-
strati. N e
i ditie necesard si
Folosind rezultatele precedente, putem da o conditi satd g
suficientd pentru ca polinomul 7',(z; f, E ) sd fie cea mai bund aproxnna?‘z;],
analoagd cu cea din lucrarea [1] a lui V. S. Videnski. Anume, av

urmatoarea . 2 :

' ; ifi 7 e el

TEOREMA 3. Pentru ca polinomul T,(z; [, E) sd fie pol{@?my 7 e

mai bund aproximatie a funcliei f(x) pe multimea E, este necesar st suficien
sd fie verificate relafiile

2 N (17)

; _Eev ] == Ly aaa
f(cv) E— Tn(sv :f; E) = |Ly€ y e = “; V= ], 3 ’ ’

N o+
E I(\,g’UVP,,(GV) = Uﬂ (18)
v=1
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oricare ar fi polinomul P,(z) de grad cel mult n, wunde K — (K
V=2 N, este delerminat din conditia jy(K) = max j,(n) (jy(m) -
{my}

= min j,(m)).
2y)

Nt

ll

Condifia este mecesard. Tn adevir, daci T\(z; [, E) este polinomul
de cea mai buni aproximatie a functiei (2 pe, mulfimea E, atunci
din teorema 2; rezulti ci el realizeazd minimul mediei pondei‘ate cu
ponderea K = (K,}, oricare ar {i £ > 1. Prin urmare funcfia reali
JolK; Ty + (E - #0) . P,] isi atinge minimul siu pentru £ =10, y = .(tl
(deoarece ],(K, 7,) — j,(K)). i

Deci, trebuie si fie indeplinite relatiile
UK 1) =0 Op(K 5 T,))

: i R 19

care sint echivalente cu urmatoarea :

=

K IHe,) — T(e,; 1, E) ;zﬁpn(cv)
: T e

; (20)

Y=

care ¢ icar i i
e~ faqrte lloa oricare ar fi polinomul P,(z) de grad cel mult #. Tinind cont
ptul ca E este o multime de tip de la Vallée-Poussin, avem

f(f"\'} i Tn(cv :f; E) = {Jm(f; E) ff‘m”, Vo= ], 2, Rl g N. (2])

o it O 1 T BN ;

];)In (20) si (21) rezulti relatia (18) si deci necesitatea este demonstrati.
2 ‘Ieptlu_ a deumuistra suficienta si observim ci relatia (18) se poate
ranscrie g1 sub urmitoarea forms : : J |

N
L Kulfle) = Tuler /, B) . Pyey) = 0. (22)

De aici se vede ci T,(z; /, E) este polinomul minimizant al mediei
patratice ponderate, cu ponderea K — TR

s a

Tinind insa cont de conditiile i ' i

I onditfiile impuse constar {K,} z
i o T ]_1:' p ()Ilbta.lltel()E (£}, din teorema 1,
% Tu(z; f, ) este po nomul de cea mai buni aproximatie a fuic-
fiet f(z) pe mulfimea E. Prin urmare, suficienta este demonstrati.

]rff(x)ceasta teorema reprezh}té 0 precizare a teoremei amintite ([1].

p. 170, teorema 1), deoarece in teorema 3 se precizeazd constantele care

apar in enun{. De altfel ele coincid cu coeficientii i i
. ) oeficientii care apar in expres
(7) a polinomului Tolen f, B ’ £ PSR

Univeysitalea | Babes— Bolyai*, Cluj
Caledra de Teovia funciiloy
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O TMOJMHUHOMAX HAMJAYUIIET'O [TPUBJIM)KXEHHMA HEIMPEPLIBHOW
®YHKIIMKM ITA KOHEYHOM MHOJKECTBE TOYEK
KOMITIEKCHOM TTJIOCKOCTH

KPATKOE COJEPKAHWE

Tycrs E koneunoe mHoxecto cocrosiiee u3 N (N > n + 2) 'Toyek
KOMIIJIEKCHOI TJI0CKOCTH | f(2) HenpepbiBHast (YHKIUSA B HEKOTOPOI 06MACTH,
cojlcpKauleii MHoxKecTBo £,

B Tpynae ucciiepyercs onpejeleHde TOMHHOMA HAHJYULIEro MPHOIHIKE-
HUsT HEMPEePBIBHOH (GyHKIuH [(2) Ha MHOXKecTBe £, npumenss meton I'. [T o fi a1,
KOTOpBI CBA3bIBAET HAWAyulllee paBHOMepPHOe MPHOIMMKEeHHEe ¢ HAHIyUYLIHM
CTCICHHBIM TIPHOMIMMKEHHEM.

PacemarpuBaercss CHMMETPHUECKOE CpeaHee Topsiika  2p.
1

1, < 2p %
Jo=(L 3 1) PG|
y=z 7
rae P(z) = agd" +a, 2"~ 4 ... 4+ a, ecrb n1060it MOJHHOM ¢ KOMILICKCHBIMH

Koa(pulHeHTaMI CTENeHH He BLIOIC 7.

JloKasBIBAETCS, UTO CyuwjecTayer ToAbKo 00ur noauxom P,(z) ocyuect-
sastowull musumym [, (aas (HKCHPOBAHHOIO p) U 4r0, 0003HaYa[ 4epes
jp=min J, umneem caedyroujue cOOTHOULEHUN:

lim Py(2) = Tu(z; f, E), j =1limj, = w.(f E)=max|f(2) — T.(z; [, E)l,
p—¥eo p—poo €E

ezde Ty(z;f, E) ecre noaunos Hauaydiiezo npubauxcenus n-otl cTenexu
pynryun f(z) Ha muomecrse E.

ITpumeHsis TOT e TPHEM, KaK M B Ipeablayliem tpyre [4] naxomurcs
ocobyto dopmy nomunoma 1,(z;f, E) (¢popmyna (7) B TeKkcre craTeu) B
Kotopoit Koapduuuentst K, >0 a L(c, ..., ¢n;f) mpencrasaser co6ofi
nonnHoM Jlarpamxa (pyHKUHH [(2) OTHOCHTE/bLO Y3/I0B €y, ..., Cx. Koa(du-
uuentst I, >0 onpenensiorcs anareGpuyeckoil cuctemoil (popmyna (8)).

Bo BTOpofi uacTH pacMaTpHBAETCA BECOBOE CPENHEE
1

Jp(m)= Elmv fev) — Pley) izp)LP

H TIOKa3bIBAGTCS YTO MOJYYeHHble Pe3yJbTaThl B. CJIydae CHMMETPHUECKOH

i 1 z

cpenneit m,= —, v=1,2, ..., N pacnpocTpausioress u Ha STOT CAyuaH.
N:

B ciyuae mHomectBa Thma Base-Ilycan (r.e. mHoxectBa E B Toukax

koroporo |f(z) — Tu(z; f, E)] = pa(f, E) noxasbiBaercs Teopema 2, B KOTO-
poil XapakTepusyercs cHcTeMa umces {#iy}, COOTBETCTBYIOUIHX DaBEHCTBY
P.(z;m) = T,(z; f, E) rue Py(z; m) npencraBaser coboll MHHUMH3HDYIOUIHI

MOJHHOM cpenHelt [ ,(m).
HaxkoHen, B Teopeme 3 jaerca HeoOXOJMMOe H AOCTATOUHOE YCJAOBHE J115)

nonuHoma 71,(z; f, E).
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SUR LES POLYNOMES DE LA MEILIL,EURE APPROXIMATION
D'UNE FONCTION CONTINUE SUR UN ENSEMBLE FINI DE
POINTS DANS LE PLAN COMPLEXE

RESUME

Soient E un ensemble fini formé de N (N> + 2) points du plan
complexe et f(z) une fonction continue dans un domaine qui contient
entiérement l'ensemble E. :

On étudie la détermination du polynome de la meilleure approximation
d'une fonction continue f(z) sur un ensemble E, en utilisant une méthode
de G. P61ya [5] qui relic la meilleure approximation uniforme 3 la meil-
leure approximation exponentielle.

On considére la moyenne symétrique de I'ordre 2p

1

I =58 1) — Plo)®,

olt P(z) = ay?" + a2"™' 4+ ... + a, est un polynome quelconque A coef-
ficients complexes du degré » au plus.

On démontre qu'el existe un seul polynome P,(z) qui réalise le minimum
de J, (pour p — fixe) el, en notant j, = min Jp, on a les velations suivantes :

lim Py(z) = T,(z; f, E), 7 =1limj; = p,(f, E) = max | /() — Talz; £, E)|,
= P—r0 e E

o T,(z; f, E) est le polynome de la meilleure approximation de degré n de
la fonction f(z) sur I'ensemble E.

En employant le méme procédé que dans un travail antérieur [4]
on trodve une forme spéciale pour le polynome T «(2; f, E) (formule (7)
du texte), ot les coefficients K, > 0, et Ley, ..., ¢,; [f) représente le
polynome de Lagrange relatif aux noeuds €y, €, . . ., 6, de la fonction f(z).
Les coefficients K, > 0 sont déterminés a partir d'un systéme algébrique
(formule (8)).

Dans la deuxiéme partie du travail on considére la moyenne pondérée

1

et on montre que les résultats obtenus dans le cas de la moyenne symé-
. 1 - ey
trigque m, S 1,2,..., N, s’étendent aussi & ce cas.

Dans le cas d'un ensemble du type de De la Vallée-Poussin (c’est-
a-dire un ensemble E dans les points duquel |f&) — Tole; £ E)| = walf E)).
on démontre le théoréme 2, oiil'on donne une caractérisation du systéme
de nombres {m,} qui correspondent i 1'égalité Py(z; m) = T,(z; f, E).
ol Py(z; m) représente le polynome minimisant de la moyenne [,(m),

Enfin, dans le théoréme 3, on donne une condition mnécessaire et
suffisant pour le polynome T,(z; f, E).

i

1=
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