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1. Si presupunem ci restul R[f] al unei formule de aproximare liniarg
este o funcfionali liniard definitd pe un spafin vectorial S, format din
functii f = f(x), definite si continue pe un interval I. Functiile f si func-
tionala liniard R[f] sint reale si S confine toate polinoamele.

Spunem cd R|[f] este de formd simpld, daci existd un intreg n = — 1,
astfel incit sid aibd loc egalitatea

R[f] = K[E, & .-+, &uras fl, fes, 1)
unde K = R[x"+!] este 30, independent de funcfia [, iar §&,
i=1,2, ...,n + 2 sint n + 2 puncte distincte ale intervalului / (care
pot si depindd in general de funcfia f gi care sint situate in interiorul
intervalului, daci » = 0). Notatia [£}, &,, ..., Euyo; f] reprezintd diferenta
divizatd a functiei f pe nodurile &, &, ..., £.4p Pentru aceste nofiuni

si pentru cele citeva proprietifi care vor urma, rugam cititorul de a con-
sulta lucririle noastre anterioare, in particular, lucrarea noastrd [3] din
volumul anterior al acestei reviste. :
in acest caz, n reprezinti gradul de exactitate al restului gi se bucurd
de proprietatea (caracteristici) ci R[f] este nul pentru orice polinom de
grad », dar R[x"+1] =£ 0.
Reamintim ci pentru ca functionala R[f] avind gradul de exaclitate
n, sd fie de formd simpld, este mecesar si suficient ca R[f] 20 pentru orice
functie fe S convexd de ordinul n (pe I). In acest caz este de altfel necesar
ca R[f] si pistreze un semn constant pentru orice funcfie convexd de
ordinul z. Observind ci functia x"+! este convexd de ordinul n, condifia
precedentd se poate scrie
R[¥+1]- R[f] > 0. (2)

#) Aceastd lucrare se publicd si in limba francezi in revista ., Mathematica’’ vol. 2(25),
fascicola 1.
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COllditiﬂ. ('_’.) pentru orice functie feS convexi de ordinul n, este
deci necesari si sulicientd pentru ca R [f] sd fie de forma simpli (1). Obser-
vdm ci pentru aceasta este de asemeeca necesar (dar nu suficient) ca
Rixnti] =20 si

R[¥+1]. R[f]= 0 (3)

pentru orice functie fe S neconcavi de ordinul 7.

2. Dacd functionala R[f] este de formi simpld (1), atunci o- putem
delimita cu formula

| R[f]| = | R[x"+1]| - M, (1)
unde
M = sup | [%, %4, .., %, e AN (")
)

De altfel daca f admite o derivatd de ordin » -+ 1 (marginit) pe [, numéiral
(5) este dat de egalitatea
1 :
M = —— sup | frihiy) |,
(w=2) ok :

Dar delimitarea (i) este valabild intr-un caz maj general. Anume, vom
demonstra ci ;

Deltmitarea (1) este valabild dacd R(f] are gradul de exactilate n s/
dacd inegalilalea (3) este verificald pentru orice functie fe S neconcavd de
ordinul .

Avem R [a"i1]-£0 si pentru demonstratie putem presupune c¢i
R [x"#1] > 0. Considerdam atunci functionala liniard (definita pe S)

Rli—f] = R[f] + e [xy, KXoy ooy Xnpas [, (6)
ke @ K40, %aig Sint w9 puncte distincte fixate (independent de
funcfia /) in intervalul 7, iar este un numar pozitiv oarecare, Vom arita
cd Ry [f] este de formi simpla. (1). Intr-adevar, daci tinem seami de faptul
cd diferenta divizatd pe n - 2 noduri (nu toate confundate) a unei Tunctii
convexe de ordinul »- este, prin definifie, pozitivd, deducem ca Ky [f]= 0,
pentru orice functie fe S, convexi de ordinul 7. Proprietatea este astfel
demonstratd. Tinind seami de (6) si (6) si scriind de asemenea delimitarea
corespunzitoare (4) pentru R,[f], obfinem

IR[f]] = (R["+1] 4 2¢)M.

Aceastd inegalitate fiind adeviratd oricare ar fi numarul pozitiv e, rezulti
delimitarea (4) si proprictatea in cauzi este demonstrati. Daci avem
R[x"+1] < 0, demonstratia este analoagd, Se ia atunci in (6) pentra =
un numar negativ oarecare.

3. Pentru a aplica proprietatea precedents este suficient de a cunoaste
criterii care si permitd de a afirma cj (in ipoteza R[x"+1] 220) inegalitatea
(3) este verificatd pentru orice functie fe S, neconcavi de ordinul n. Vom
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yrezenta aici un astfel de criterin care rezultd din remarcabila propnetfﬁtte
. i i 2 stei 3 ra

}1 polinoamelor de aproximare ale lui 8. N. Bernstein, de a pas
B = 2]

caracterul convexitdtii functiilor [2]. ] ¥ o . _

Presupunem ci I = [0, 1] §i cd functiile spatmhn. 5 adn}lt_ diergate
de ordinul j (= 0) continue pe [0, 1]. Considerdm f}n}c‘y’,‘lonala .hmara [f1,
avind gradul de exactitate n si care este mirginitd in norma

A1l :i Sup () . (7)
i=0  rg[o1

Notam
1

-—1)”+1 An gtk — A > o]
Tyt — (”m__ S(! = ““) ﬂ“ ﬁ) at ( )

in ipotezele formulate anterior are loc urlm”ltoareg proprl_etate.g

Pentru ca inegalitatea (3) sda fie _wmffic‘a;d pentri qzﬂfc[ fwg:w;zc z{:';té{;
neconcavd de ordinul n, este (necesar -,1) suficient ca sa a}: “ ,fc inegalit
Rix"t] . R[wm,,,1 =0, oricare ar fi iniregin nenegativr R $i L.

b 3 -k -\ 3
Observim cd ={+! = »*(1 — )", Dacd

3

B, = Bm(-“’:f) = i: [“‘:] f(;) FHL — 2] :

=1 i

este polinomul lui S. N. Bernstein de gradul s, atunci pentru derivata
sa de ordinul # + 1 (m=n -4 1), avem

o 7n— AEE itatt o ey
B+ _ (m—1)! (n41)! ] lm " ]J[_, = th, g pirtl
; mhm—n—1)1 & i m n m
de unde
—ar=l i i+ i+ n—+1
B i (H+1)!“m ) (’”—H_l] [ L’ L'I. A — ;f]ﬂl';r)i—ll—lmf_‘_ﬂillr
A m(m—n—1)! ,-:d ) e mn m i

unde B, este un polinom de gradul n. L
a 5 stied si 8. Wigert [B],
a cum au aritat 5. N. Bernstein [1.] 5l | rt
dacﬁIzltleI;flvata f de ordin 7 (= 0) a funcfiei [ existd si este con:mnua F.;e
[0,1], sirul {BE,’?} tinde pentru m — oo, uniform pe [0, 1] cidtre fO.
Rezultd de aici c R[B,] — R[f] pentru m — oo si deci
lim R{x"+1] - R[B,] = R[#*1] - R[f].. (9)

Ho—p 0o
TDaci observam ca

vy m—n—1 ety : i+1 i+n1 . -
(m—1)! (n4-1)1 ™ m—n—I e T .f] Rmim—n—1-i_
R[Bm:! == i m m m

mim—n—1)1 =
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J i cd diferentele divizate pe # + 2 noduri ale unei functii neconcave de \ 4
; 5 : e OB OLIEHKE OCTATOYHOI'O YJIEHA HEKOTOPBIX JIMHEWMHBIX
. ordinul # sint nenegative, rezultd ci R["+!] . R[B,]=0 pentru oricefunc- ®OPMYJI TIPUBJIMKEHHST MATEMATHUYECKOI'O AHAJIM3A
rl fie neconcavd de ordinul #. Tinind seami de (9), rezultd proprietatea in ' v
cauzd.

\ KPATKOE COIEP)KAHHE
dh | 4. Pentru a da o aplicatie, fie R[f] restul i a :

. numerici ' L] i dormiia 4o Cuadratuc IMpennosaraercss uyto ocratok XR[f] Hexkortopoll (opMmyssl JHHEHHOTO

: npuGIHIKEHHS SBJSIETCS] JHHEHHBIM (DYHKLMOHAJIOM, ONPE/IeeHHEIM Ha BeK-
9 i : . TOPHOM IpPOCTPAHCTBE S, 06pasoBaHHOM QYKUHAMH [ = j(¥), oNpejeseHHbIMH

Sf(x) dr= -gf(O) + ?f’(O) —{—;Of”(o) +— f"'(0) -+  HempepbiBHBIMA Ha HHTepBase [. Pyukuun [ u Qynxumonan K[f] cyrs meii-
' : 360 CTBHTE/bHBIC, a MPOCTPAHCTBO S, COAEPIKAT BCe MomuHOMEL Hcexons or Hexo-

|
| o ; ] (10) o
I TOPHIX TPEABIAYLUIHX Pe3yJbTaToB B HACTOAIEM TPYAE [0KA3LIBAETCH
a Sf( ) 30 S @) + R, caeflyioliee CBOHCTBO:
HHde o mdAmiE St . 3 Yrobsr umeno mecro oyerxa (4), ede M daerca gopmyaoid (5), docra-
: admite o derivata de ordinul 3, continui pe [0, 17. routo 4rober k[ f] usmea nopadox TourocTu n u 4TobbL HepasencTso (3) ydos-
| n acest caz funcfionala R[f] are gradul de ; - nersoparoce 0as arofoll ¢ynkyuu feS nesoenyrod nopadka .
f g exactitate n = 5 si este 31eck MoJ NOPSAKOM TOYHOCTH (yHKnHOHana A[f], pasymeBaercst 4ucio

mairginitd in raport cu norma (7), pentru 4 = 3, Avem
' ' n ¢ Tem cBoficTBoM, uTo K[f] paBHseTcss HyMO /s J1060ro IOJHHOMA f-OH

4 . 5 ) cteneny, HO K [x*+1] £ 0. )

Teal] = ;S (b — %) (1 — ) dr. B mpojo/KeHuH AaeTcsl NPH3HAK, AIOMHil BO3MOMKHOCTh YSHAThb (IpH

= npeanosoxenun R [x"+1] 5£0)  yaoBIeTBOPAETCs JIM HEPaBEHCTBO (3) mas

‘ mo6oii (GyHKuuH fe€S HeBOTHYTOH CTeMmeHH 7. ITOT MPU3HAK OCHOBLIBAETCS

Deducem Ha InpuMeHeHus cBoiicrBa noausHomoB mnpubamxenus C. H. Depumreiina
| COXpaHfTh XapakTep BhIMyKJocTH [2].

: R[] L s S T Sy _ C 970ii 1e/IBIO TpenoIaraercs uTo I'= [0, 1] u uro s/€MeHTEl MPOCTPaH-

105 : P S - crBa S MMET INPOM3BOAHble Iopsaxka 7 (=() HenpepeiBHEE Ha [0, 1].

[Ipeanosaraercsi ewe yTo JHHEHHBIH (yHknuonan R[f] orpaHuueH OTHOCH-

teqbHo Hopmbl (7). Ilpu 9TuX NPEANOJONKEHHsX JOKA3BIBAETCS CBOHCTBO:

50 |
A 6':1‘6[0,_1]

!
i si un calcul simplu ne dj
; Hlaa Toz0, urobor vepasercTso (3) yoosaeTOpPALOCE KaKas Hu Ovlaa 6ol
I i pynkyus feS nesozuyras nopadka n, (Heob6xodumo w) docrarouro, 4Todb!
‘ Rm,,] = — S (1 — e g > ). umeso mecro Hepasercrso R[x"+1] - R[my,,) =0, kakue Hu Ooviau HeoTpU-
| 6 yarenvrvle yeaovie ducaa k ou [
|| 3 . Ly { Brimeykasaunble pe3yJbTaThl [PHMEHSIOTCA K OrPaHHYEHHIO OCTAaTKa
il ¢ poate deci aplica in acest caz delimitarea (4) si avem kBaapatypueix Gopmya (10).
1 1
| R[f:fi:;o_s sup | [#1, %3, X3, %4, %5, %, %55 i |
‘ #€[0, 1]
o : SUR LA DELIMITATION DU RESTE DANS CERTAINES
\ Daci d ta d ) exists
r erivata de ordinul 6, /', existd pe [0,1], avem ‘ FORMULES D’APPROXIMATION LINEAIRES DE I’ANALYSE
it gl
| | B{flf = - = stip . [FUH. RESUME
l :

il | |

: } On suppose que le reste R[f] d’une formule d’approximation liné-

| aire est une fonctionnelle linéaire définie sur un espace vectoriel S, formé
‘ par les fonctions f = f(x), définies et continues sur un intervalle 7,

Les fonctions f et la fonctionnelle R(f] sont réelles, et l'espace S contient

tous les polynomes. En partant de quelques résultats antérieurs [3], 1

on démontre dans le présent travail la propriété suivante :

10 — Studii si cercetdri de matematici
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Pour que la délimitation (4) ait liew, ois M est donné par (5), il suffit
que R[[] ait le degré d’exactitude n et que Uinégalité (3) soit vérifiée pour
loule fonction fe S, non-concave d’ordre n.

Nous entendons ici par degré d’exactitude d’une fonctionnelle R[f]
un nombre n ayant la propriété que R[f] est nul pour tout polynome de
degré u, mais R[a"+1] £ 0.

On donne ensuite un critére qui permet de connaitre si (dans I'hypo-
thése R[x"+1] =£0) l'inégalité (3) est vérifiéc pour toute fonction JeS,
non-concave d'ordre n. Ce critére se base sur 1'utilisation de la propriété
qu’ont les polynomes d’approximation de S. N, Bernstein de conserver
les caractéres de convexité des fonctions [2].

On suppose & cette fin que I = [0, 1] et que les éléments de I'espace
S aient des dérivées d’ordre j (= 0) continucs dans [0,1]. On suppose
aussi que la fonctionnelle linéaire R[f] soit bornée par rapport a la norme
(7). Dans cette hypothése on démontre la propriété suivante :

Pour que Uinégalité (3) soit vérifide quelles que soit la fonstion fe S
non-ccneave d'ordre n, il est (nécessaire et) suffisant qu'ait liew l'inégalité
R[], Rlm, ] =0, quels que scient les entiers non-négatifs k et 1.

Les résultats ci-dessus s’appliquent 4 la délimitation du reste de la
formule de quadrature (10).
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