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Teovia figurilor plane convexe, de asemenea teoria suprafetelor si
corpurilor convexe, constituie un domeniu vast si important al geometriei.
Lucrarea de fatd se ocupd cu generalizarea corespondentei polare asupra
unei clase importante a figurilor si suprafetelor convexe, anume asupra
ovalelor <i ovaloidelor.

Aceastd generalizare o putem realiza in mai multe moduri, folosind
o anmmitd proprietate caracteristici a corespondentei polare — proprie-
tate ce se poate extinde si asupra ovalelor si ovaloidelor.

in cele ce urmeazi ne vom ocupa maj aminuntit numai cu doud posi-
bilititi ale acestor generaliziri.

La prima, curba polard in raport cu ovala si de asemenea suprafata

polard Tn raport cu ovaloida, se definesc cu ajutorul punctelor armonice ;.

la generalizarea a doua, care se referd numai la ovald, facem ca punctelor
din plan sd le corespundid asa zisele , curbe conjugate’”. Aceste curbe sint
locurile geometrice formate de punctele de intersectie ale tangentelor
duse la ovald in capetele coardelor care trec printr-un punct dat; aceste
curbe sint de asemenea generalizdri ale polarelor definite pe conice. A doua
generalizare nu se poate extinde la ovaloide.

§ 1. CURBELE POLARE SI CURBELE CONJUGATE LA OVALE

In cele ce urmeazi definim ovala ca o curbi convexd si inchisi, la
care in fiecare punct existd o tangenti bine determinati. Se poate re-
marca cd din convexitatea curbei rezultd faptul cd directia tangentei
variazd monoton si c¢d ovala nu are virfuri.

Ovala este o curbi de tip Jordan, prin urmare aceastd curbd imparte
punctele planului in clasa punctelor interioare. respectiv exterioare.

In privinta punctelor exterioare, notiunea polarei se poate genera-
liza Tn mai multe feluri.
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I. Dintr-un punct exterior se pot duce doui tangente bine determi-
nate la ovald; dreapta care uneste punctele de contact ale tangentelor
o numim dreapta polard a punctului exterior.

II. Considerdm o dreaptd oarecare ce trece prin punctul exterior dat
si care intersecteazd ovala Cwrba polard a punctului exterior este locul
geometric al acelor puncte care formeazi un sistem armonic cu punctul
exterior dat relativ la punctele de intersectie.

Aceastd definitie are sens si in cazul punctelor interioare ale ovalei
si prin urmare fiecdrui punct interior §i corespunde o curbi polard,

Definitia T este valabild numai pentru punctele exterioare ale ovalei.

III. Curba conjugatd care corespunde unui punct dat (fie interior
sau exterior) se defineste ca locul geometric al punctelor de intersectie ale
tangentelor duse in capetele coardelor prin punctul dat. Curbele sint de
asemenea generalizirile dreptelor polare definite la conice.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa cu generalizdrile IT gi ITI.

1. Curbele polarei

a) Curba polard a unui punct exterior.

n studiul curbelor polare este necesari introducerea mai multor
notiuni,

Triunghiul format de tangentele a si &, duse prin punctul exterior
K, si de coarda determinati de punc-
tele de contact 4 si B, ale tangentelor
a si b, il numim triunghiul tangential
al punctului K (fig. 1).

Punctele 4 si B impart ovala in
doud arcuri ; unul dintre aceste arcuri
este situat in interiorul triunghiului
tangential, iar celdlalt in exterior.
Aceste arcuri se zic interioare, res-
pectiv exterioare, fatd de punctul K.
Considerdm toate dreptele care trec
prin punctul K si totodatd intersec-
teazd ovala. Aceste drepte intersecteazi si coarda AB. Punctul de inter-
sectie al unei astfel de drepte cu arcul interior il vom nota cu C, iar cu D
intersectia ei cu coarda AB. Punctul E este determinat astfel ca perechea
de puncte C, E si fie conjugatd armonic cu perechea KD. Multimea punc-
telor £ o numim corespunzdtoarsa armonicd a arcului interior.

Corespunzitoarea armonicd Iimpreuni cu arcul interior. formeazi
0 ovald in planul proiectiv ; curba polard a punctului K in raport de aceastd
ovald este tocmai coarda AB.

Demonstratie. Aritim ci o dreaptd a intersecteazi corespunzi-
toarea armonicd in cel mult 2 puncte. Intr-adevir, pe baza constructiei
unui astfel de punct de intersectie P, ii corespunde numai un singur punct
P' de pe arcul interior ; dreptei a 1i corespunde — tot pe baza constructiei —
dreapta a’. Insd a’ poate intersecta arcul interior convex in cel mult 2
puncte, Prin urmare, acest fapt este valabil si pentru punctele de inter-
seciie ale dreptei a cu corespunzitoarea armonici
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Pentru studierea curbei polare este necesari cercetarea pozitiei reci-
proce a doud ovale. Mai intii studiem cazul unui cerc cu o ovals.

O ovald este intersectatd de un cerc intr-un numéir par de puncte sau
poate avea chiar un numdr finit de arcuri comune cu cercul. Cel din urmi
caz uu se va Ina in considerare. Si considerim toate cercurile in planul
ovalei si punctele lor de intersectie cu ovala. Numirul maxim al punctelor
de intersectie ale unui cerc cu ovala il numim ordinul ovalei relativ la cerc.

Considerind un numir par 2# oarecare, existi ovale pentru care or-
dinul relativ la cerc este cel pufin 2n. S3 luim pe un cerc 2n puncte, Este
evident cd se pot construi ovale care trec prin punctele date ale cercului
in asa fel ca arcurile determinate de punctele de intersectie si fie situate
alternativ in interiorul, respectiv in exteriorul cercului Ordinul acestei
ovale relativ la cerc este mai mare sau egal cu 24,

Ordinul relativ la cerc se poate folosi pentru clasificarea ovalelor in
mod analog ca ordinul in sensul obisnuit pentru curbele oarecare. unde
ordinul este definit ca numirul maximal al punctelor de intersectie ale
curbei cu o dreaptd O ovald si o dreapti au cel mult doud ptincte de inter-
sectie, adicid ordinul ovalei relativ la dreapti este 2 si astfel in acest sens
ovalele nu pot fi clasificate. Ordinul relativ la cerc al elipsei este 4 ; acest
numar este ordinul minim relativ la cerc.

In mod analog, 1a o ovali dati putem construi ovale care intersecteazi
pe cea datd intr-un numdir par dat de puncte.

Dupa aceea putem studia forma curbei polare folosind corespunzi-
toarea armonicd O; arcului interior.

Tratdm cele *trei cazuri posibile :

a) corespunzdtoarea armonici este situati in intregime in interiorul
ovalei ;

b) corespunzdtoarea armonici este situati in intregime in exteriorul
ovalei ;

¢) corespunzitoarea armonici intersecteazi ovala sau are cu ea arcuri
comune.

In cazul @) curba polard consideratd de la punctul 4 pind la punctul B
(fig. 2) este situati in interiorul
domeniului determinat de coar-
da AB si de arcul exterior al
ovalei si nu are puncte comune
(afard de extremitidti) cu coarda
AB

In cazul b) curba polari este
situatd (afard de extremititi) in
interiorul triunghiului de contact.

In cazul ¢) trebuie si discu-
tam trei posibilitati, dupd poritia
relativd a ovalei O si a arcului Fig. 2
0, (fig. 3);

¢;) punctele de intersectie ale ovalei O cu areul O :

¢, Punctele de contact ale ovalei O cu arcul O, ;

&) arcuri comune ale ovalei O si ale arcului 0.

10 — Studii si cercetiri
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Punctele de intersectie ale curbelor O si 0, corespund anumitor puncte
ale curbei polare ; acestea sint pun-
ctele de intersectie ale curbei polare
cu coarda AB.

Curba polard, in punctele sale
care corespund punctelor de tip ¢,),
este tangentd la coarda AB (even-
tual cu inflexiune). In cazul c,)
un segment al coardei AB este
o parte a curbei polare. Este evi-
dent ci in cazul ¢) curba polard
fiind completatd cu arcul interior
sau cu arcul exterior, cele doud
curbe inchise astfel obtinute nu
sint ovale.

Remarcdm cd acest fapt in general este adevirat i in cazurile a) sib).

Notdm (fig. 4) cu « unghiul format de £, si ¢ si cu x segmentul orienta
al dreptei ¢ situat intre arcul
exterior gi arcul O, (directia po-
zitivd se considerd de la K spre
arcul exterior). Functia x («) es-
te continud si segmentar mono-
tond (sau constantd). Arcurile
curbei polare corespunzitoare
arcurilor monotone ale functiei
#(a) sint concave, respectiv con-
vexe spre arcul exterior.

O curbd polavd arve in fiecare
punct o tangentd bine determinald.
Aceastd tangentd se poate con-
strui usor (fig. 5).

Considerim punctul exterior
K si curba polard corespunzi-
toare. Fie P un punct al curbei
polare ; KCD si fie o dreaptd
diferitd de dreapta K P ; punctul
curbei polare situat pe KCD il
notim cu Q. Atunci dreptele AC,
PQ si BD sint concurente intr-un
punct T, AC si BD sint coardele
ovalei prin A, respectiv B; PQ
este coarda curbei polare. Dacd
dreapta KCD tinde spre KAD,
atunci dreptele ACT si BDT
tind spre tangentele ovalei duse
in punctele 4 si B si astfel T
tinde spre punctul de intersectie
— bine determinat — al acestor

K : 8
3

Fig.
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tangente (eventual tangentele sint paralele gi atunci 7 tinde spre infinit), P Q
tinde astfel spre o dreapti bine determinati, adici curba polars”; are
intr-adevar in fiecare punct o tangentd bine determinati.

_Construcjcia tangentei, dupd cele precedente, este evidenti: con-
struim tangentele fn punctele de intersectie ale dreptei KP si ale ovalei :
tangenta la cutba polard este dreapta care uneste P si punctul de inter.
sectie a tangentelor. ;

Din cele precedente urmeazi usor ci variatia de directie a tangentei
este continua. ,

. TEOREMA. — Prin_fieccare punct interior al ovalei in fiecare direc-
fie se duce o singurd curbd polard ; adici la fiecare element de directie care
aparfine unui punet interior se poate determina in mod univoc acel punct
exterior, a cdrui curbid polari posedd ca element de tangentd tocmai
elementul da‘ de directie.

Demonstratie (fig. 6). Fie P un punct interior al ovalei si a
o dreaptd oarecare ce trece prin P. Tangentele paralele cu a le numim b
st ¢, iar punctele lor de contact B si C. Considerim apoi punctele de inter-
sectie M,N ale dreptei @ cu ovala, iar tangentele duse in aceste puncte
m, respectiv n. Punctul S descrie dreapta a de la infinit ping la punctul
M. Considerim coardele care unesc punctele de contact ale tangentelor
duse din S. Aceste coarde acoperd simplu intreg domeniul intern al ovalei
intre coarda BC si punctul M. Daci punctul S variazi pe dreapta a din direc-
fia opusd pind la punctul N, atunci multimea coardelor corespunzitoare
acoperd simplu domeniul interior al ovalei intre BC si N. Astfel dacd
punctul S trece prin toate punctele dreptei @ — afari de punctele ségmem
tului MN — coardele corespunzitoare acoperi simplu intregul domeniu
interior al ovalei, adicid pentru un singur punct S, avem proprietatea cd
cgard_a corespunzitoare trece tocmai prin punctul P. Astfel am demonstrat
ca existd o curbd polard care trece prin P si a cirei tangenti in P este toc-
mai dreapta a. Dar dreapta a este o dreaptd oarecare dusi prin P si ast-
fel prima parte a teoremei este demonstrata. Extremititile coardei astfel
construite le numim D,E. Punctul K, a cirui curbi polard trece prin
punctul P si este tangentd la dreapta a, formeazi impreuns cu P si D, E
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un sistem armonic; astfel punctul K si impreund cu el si curba polard
sint determinate univoc. Teorema este demonstrati in intregime.

b) Curba polard a wnui punct interior.

FEste evident cd curba polard a unui punct interior B este situatd in
intregime in exteriorul ovalei. Prin punctul B trec astfel de coarde, pentru
care punctul B este punc-
tul de mijloc. Dreapta care
suporti o coardd cu aceastd
proprietate este o asimp-
totd a curbei polare, Curba
polard a unui punct inte-
rior are astfel atitea puncte
la infinit, cite coarde trec
prin B in asa fel ca punc-
tul B sd fie punctul mij-
lociu.

Curba polard a unui
punct tnierior ave cel pufin
un punct la infinit, adicd
fiecare curbd polard are cel
pulin o ramurd infinitd
(fig.7). O coardi care trece
prin punctul B este fmpéar-

Fig. 7 titd in doud segmente 4B
si BC. Fie AB > BC. Prin
rotirea coardei in jurul punctului B, lungimea segmentelor AB si BC
variazd continuu. Rotind coarda cu unghiul =, segmentul 4B se trans-
formd in segmentul BC si BC in AB, adicd existd cel putin o pozifie a
coardei in care B este punctul
mijlociun. Pe dreapta care contine
aceasti coardd punctul corespun-
zitor armonic al punctului B este
un punct de la infinit al curbei
polare.

Prin fiecare punct exterior trec
o infinitate de curbe polare (fig. 8).
Dacd considerdm punctele curbei
polare a punctului exterior K, a-
tunci este evident cid curbele po-
late care apartin acestor puncte
trec prin K. Construirea tangentei
duse la o curbi polari intr-un
punct exterior K se face in mo-
dul urméitor : presupunem cd curba Fig. 8
polard apartine punctului B. Punc-
tele de intersectie ale dreptei KB cu ovala le notdm cu M si N. Fie
apoi 7" punctul de intersectie al tangentei dusid la ovali in punctele
M si N. Tangenta cdutatd trece prin punctele K si 7. Aceastd constructie

K
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se demonstreazd in mod analog ca i constructia tangentei dusi la o curbi
polara intr-un punct interior.

Lema (fig. 9). Fie K punctul corespunzitor armonic fati de punctul
B interior, relativ la punctele de intersectie A, C ale dreptei KB cu ovala.
M este punctul de intersectie a tangentelor duse in A si C. Dreapla MK
nu infersecteazd ovala. In adevir, ovala
si punctul K nu pot fi situate in un-
ghiurile opuse formate de tangentein A si
C si astfel MK nu poate intersecta ovala,

Observind ci MK este tangenta in
punctul K a curbei polare corespunzi-
toare punctului B, lema arati ci tan-
gentele in punctul K ale curbelor polare
care trec prin K nu pot intersecta ovala.

Am oblinut rezultatul ci, ducind
prin punctul K tangentele la ovali, in
unghiul « unde se giseste ovala nu trec
tangentele curbelor polare.

Astfel, printr-un punct exterior nu se
pot duce curbe polare in fHecare directie
(cum se intimpld pentru un punctinterior).

In cele ce urmeazd demonstrim urmitoarele :

Considerdm o dreaptd ce trece printr-un punct exterior K si care nu
intersecteazd ovala ; atunci existd numai o singurd curbi polard tangenti
la dreapta dati in punctul K.

Introducem notiunea curbei comjugale a unui punct relativ la ovali.

K Curba conjugatd a unui punct (ex-
terior sau interior) relativ la ovald
este locul geometric al punctelor-
de intersectie a tangentelor duse
prin extremitdfile coardelor prin
punctul dat.

In privinta problemei noastre
ne intereseazd curba conjugatd a
unui punct exterior K (fig. 10 a).
Trebuie sd demonstrdm ci o dreapti
¢ dusd prin punctul K, daci nu
f intersecteazd ovala atunci ea inter-

secteazd curba coniugati a punc-

tului K intr-un singur punct ¢. In

acest caz dreapta a care trece prin

punctele de contact ale tangentelor
duse din C trece prin punctul K. Fie D conjugatul armonic pe dreapta a
al punctului K relativ la ovali.

Curba polard a punctului D trece prin punctul K si tangenta ei in
punctul K este tocmai dreapta e.

Dintr-un punct Q) al dreptei ¢ construim cele doud tangente la ovali
(fig. 10 b). Dreapta determinanti prin punctele de contact ale acestor

Fig. 10 a
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tangente intersecteazd dreapta e in punctul Q'. Este eyident ca fiecdrui
punct @ ii corespunde un singur punct @'. Punctul Q' il numim punctul
conjuoat al lui () de pe dreapta e.
" Observatie. Corespondenta intre Q si Q' este la elipsi involutorie, dar la
o ovald oarecare nu.
Facem acum ca Q' sd joace acelasi rol ce I-a avut mai inainte punctul Q;
atunci lui Q' ii corespunde
fi un punct Q”, apoi punec-
a a tului Q" un punct Q" si
asa mai departe. Este o
3 problema deschisi daci
W - aceastd corespondentd es-
te involutorie numai la-
elipsd, pentru toate punc-
tele tuturor dreptelor.
Dacd pentru punctele
O, U, 6%, O cong-
truite in modul aritat
mai inainte, Q") = (), a-
tunci sirul puncielor Q)
il numim un lan{ inchis
de grad n. In legdturi cu
aceasta se pun o serie de
probleme de inchidere.
Daci () descrie dreapta
¢, atunci punctelor dis-
tincte Q; si (), nu le poate corespunde acelasipunct Q’. In adevir, consi-
deram cele doud coarde determinate de punctele de contact ale tan-
gentelor duse din (), respectiv (,. Dacd ar exista un singur punct Q' Co-
respunzator punctelor distincte @, si (,, atunci aceste douid coarde s-ar in-
tersecta Intr-un punct éxterior al ovalei: dar aceasta, in urma rotatiei
monotone a coardelor de acest gen, nu este posibili.
Astfel corespondenta punctelor @ si Q' este biunivoci. AN
Trebuie sd mai aratdm cd dacd Q descrie toatd dreapta ¢, atunci si
punctul Q' parcurge toatd dreapta e.
Fie A si B punctele de contact ale tangentelor paralele cu e. Dreapta
A B intersecteazid dreapta e in punctul K ¢i acest punct il vom numi cen-
trul dreptes e relativ la ovald. Punctul conjugat cu K il notim cu L. Facem
conventia ca pe dreapta e directia socotiti de la K spre L si fie directia
negativi
~ Punctul Q descrie dreapta ¢,de la punctul + co pind la pﬂungtul — oo
Punctului Q infinit ii corespunde punctul K. Daci ( este in intervalul
[+ oo, K], este evident cd (' este situat in intervalul [K, — oo].
Construim curba conjugati a punctului infinit al dreptei ¢ (fig. Ull):
Curba aceasta intersecteazi dreapta e intr-un singur punct K. al cérui
punct conjugat este punctul infinit al dreptei e. Punctul K, il numim cuasi-
centru al dreptei relativ la ovald (la elipse punctele K si K, sint identice,
punctul L este punctul infinit al dreptei e).

Fig, 10 b

9=z
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Pozifia punctului @, conform constructiei, este o functie continui
a pozitiei @ (afard de punctul K,).

Dacd () descrie intervalul [+ oo, K], atunci Q' descrie segmentul de
la K pindla L ; daci Q' descrie

segmentul K K;, ' descrie in- »&4

tervalul [L, — oo ]; in sfirsit .4 e
dacd Q descrie intervalul

[K;, — 1, Q' variazi de 1a

+ oo pinid la K.

Am observat deci ci Q'
descrie toatd dreapta e si ast-
fel am demonstrat teorema
relativ la directiile curbelor
polare care trec printr-un
punct exterior. —

Ovale speciale. Sint inte-
resante acele ovale care au un
centru asa-zis partial, adici la
care existd un punct al pla- Hig. 11
nului pentru care unele arcuri
izolate ale ovalei sint simetrice (fig. 12) dar arcurile complementare nu sint
simetrice (pe figuri arcurile a, a', b b sint simetrice relativ la punctul O,
dar ¢ si o', d si ' nu). Atunci curba polard a punctului O in aceste unghiuri
cu virful in O, care confin arcurile
simetrice, nu are puncte finite:.
curba polard in aceste sectoare este
dreapta de la infinit.

Este evident ci se poate con-
strut o ovald pentru care curbele
polare a doud puncte si posede un
numir dat de puncte de intersec-
tie; existd chiar si ovale pentru
care cutbele polare a doud puncte
au arcuri intregi comune.

Din cele spuse urmeazi ci des-
pre numidrul curbelor polare care
trec prin doud puncte date nu se
poate da o teoremi generali. In
adevir, dacd 4 si B sint dous punc-
te interioare iar a si b curbele
polare ale punctelor 4 si B, atunci
toate curbele polare care cores-

Fig. 12 pund punctelor de intersectie ale

. curbelor a $i b trec prin punctele

A si B. Dar am vazut ci mulfimea punctelor de intersectie poate fi formats

din puncte izolate intr-un numir oarecare sau poate contine arcuri continue.

Astfel existi ovale cu perechi de puncte prin care trec curbe polare intr-un
numdr oarecare ; eventual, multimea lor este de puterea continuului.
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2. Curbe conjugate

L Am vizut cd curba conjugati a unui punct exterior K intersecteazi
mmtr-un singur punct toate dreptele care trec prin punctul K.

In cele ce urmeazd demonstrdm citeva proprietiti simple dar impor-
tante ale curbelor conjugate.

Curba conjugatd a wnwi punct exterior X arve o singurd ramurd iar aceasta
are un punct la infinit (fig. 13). :

Este necesar si demon-
strdm cd prin punctul K trece
o singurd dreaptd cu proprie-
tatea cd ea intersecteazi ova-
la, iar tangentele duse in pun-
ctele de intersectie sint para-
lele. Coarda care are proprie-
tatea cd tangentele in extre-
mitdfile ei sint paralele, o
numim cuasidiametru.  Doi
cuasidiametri se intersecteazi Tig. 13
in mt&;norul ovalei. In adevir, fie & un cuasidiametrn. El imparte
ovala in doud arcuri: o, si o0, Kste evident ci daci b este un alt
cuasidiametru, una din extremititile sale este pe arcul oy iar alta pe
0, 51 astfel in porfiunea planului dintre tangentele paralele duse prin extre-
mitdtile cuasidiametrului @, b trece dintr-un semiplan determinat de «

' in celdlalt, adici intersecteazi cuasi-diametrul @ in interiorul ovalei.

; I{lestfel, dreptele care confin cuasidiametri acoperi simplu exteriorul
ovalei; am demonstrat deci proprietatea enuntata.
Forma si pozitia curbei polare a unui punct exterior K este dati in fig.14.

Fig. 14

Plecind din punctele de contact 4, B ale tangentelor duse din punctul
K, curba este situatd in exteriorul ovalei, intersecteazd toate dreptele duse
prin K intr un singur punct, are o singuri asimptotd iar directia acesteia
este determinatd de directia tangentelor paralele duse prin extremititile
cuasidiametrului care trece prin punctul K.
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Curba conjugatd a unwui punct interior B ave atitea vamuri infinite, cit
este mumdrul cuasidiametrelor care trec prin punctul B,

Proprietatea aceasta este evidentd.

Pentru o ovald central-simetrici (cu centrul O), curba conjugatd a
punctului O este dreapta infinitd. ,

Curbele confjugale a doud puncte interioare se intersecteazd inityr-un singur

purict.
TFie M punctul de intersectie al curbei conjugate Gp a punctului P cu

.curba conjugatd G, a punctului (). Atunci, conform definitiei curbei con-

jugate, coarda care trece prin punctele de contact ale tangentelor duse din
M va trece atit prin punctul P, cit si prin punctul Q. Astfel M este deter-
minat univoc (M poate fi gi la infinit). Fste valabild si o teoremd mai
generald :

TEOREMA, — Curbele conjugate a dowd puncle se inlersecteazd atumct
st numai atunci cind dreapta cave contine cele doud pumncle date intersecteazd
ovala. Doud curbe conjugate pot avea un singur punct de intersectic.

In adevir, dreapta care trece prin punctele de contact ale tangentelor
duse dintr-un punct de intersectie al curbelor conjugate, va trece prin
ambele puncte. Deci este evident cd punctul de intersectie este univoc
determinat.

Observatie. Proprietdfile demonstrate sint analoage cu proprietafile
corespondentei polare la elipsd, dacd ludm in considerare ci — con-
form definifiel date a curbei conjugate ,,curba conjugatd’’ la elipsa
este numai partea dreptei polare situatd In exteriorul elipsei.

§ 2. TEORIA POLARA A OVALOIDEIOR
1. Suprafa(a polard a unui punet exterior

Tie K un punct exterior al ovaloidei O (fig. 15). La o dreaptd a oarecare
prin K, secantd cu O, determinim punc-
tul C astfel ca perechea de puncte K si
C si formeze un sistem armonic cu piinc-
tele de intersectie ale dreptei a cu ova-
loida. Locul geometric al punctelor C este
suprafata  polard a punctului K. Un
plan oarecare, care contine dreapta a,
intersecteazd ovaloida intr-o ovala. Mul-
timea curbelor polare ale punctului K
relativ la aceste ovale descrie suprafata
polara.

TEOREMA. — Swuprafata polard a wu-
nur punct exterior are in fiecave punct
un plan tangent bine determinat.

Fig. 15 Hie C un punct oarecare al supra-

fetei polare a punctului K. Punctele de

intersecfie ale dreptei K,C cu ovaloida le notim cu 4, B. Un plan
oarecare, care confine dreapta KC, intersecteazd ovaloida intr-o ovald.
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Construirea tangentei la curba polard a punctului K in punctul C, relativi
la aceastd ovald, este cunoscutd. Trebuie sd demonstrdm c4 toate tangentele
astfel construite sint intr-un plan. Planele tangente $, si $,, duse la ovaloidi
in punctele 4 si B, se intersecteazi in dreapta b (b este eventual la infinit)
Tangentele ovalei, secante in punctele 4 si B, sint situate in planurile P .
respectiv 4, i astfel punctul lor de intersectie este un punct al dreptei Zla,
Astfel tangenta curbelor polare trece prin punctul de intersectie al planului
ovalei cu dreapta b, adicd toate aceste tangente sint in planul determinat
de dreapta b si de punctul C; acest plan este planul tangent al suprafefei
polare in punctul C. '

Considerind cd impreund cu variatia punctului C al suprafetei polare
variazd in mod continuu punctele 4 si B, deci si planele p,, 4, — prin
urmare i dreapta b — de aici urmeazd cid si variatia directiei-pl‘anului
tangent al suprafetei polare este continua. ]

TEOREMA. — Intr-un punct interior, fiecave element de suprafatd este
element tangenfial al uner singure suprafete polare. i

In legiturd cu studierea acestei probleme definim congruenta de drepie
adjungati la un punct dat P (exterior sau interior), relativ la ovaloids.

Prin punctul P trec o multime de drepte care intersecteazi ovaloida :
planele tangente duse in punctele de intersectie ale unei astfel de drepté
se intersecteazd intr-o dreaptd. Multimea dreptelor din urmi formeazi
congruenta adjungatd la punctul P relativ la ovaloidi.

Intre dreptele duse prin punctul P si intre dreptele congruentei este
o corespondentd biunivoci. '

Sd examindm acele drepte ale congruentei care trec printr-un punct
K exterior (fig. 16).

Fie P un punct interior. Curba tangentd relativ la punctul K (locul
geometric al punctelor de con-
tact ale tangentelor duse din
punctul K la ovaloidd) o nu-
mim E. Punctele de intersectie
ale coardelor determinate de
punctele curbei £ si de punc-
tul P cu ovaloida, descriu pe
ovaloidd ined o curbi, E,. E
si E; sint curbe inchise si con-
tinue. Curba E,; o numim curba
proteclatd a curbei E relativ
la punctul P. Curba proiec-
tatd este partea complemen-
tard a curbei E relativ la in-
tersectia ovaloidei cu conul

Fig. 16 determinat de curba E gi vir-
. ful P. Fie C un punct de in-
tersectie al curbelor E si E; (dacd existd). C este un punct al curbei E si astfel
C, P intersecteazd ovaloida Intr-un punct C' al curbei E,. Deoarece C sfpartine
si curbei E,, urmeazi ci apartine si curbei E, adici si C este un punct de inter-
sectie al curbelor E si E,. Astfel punctele de intersectie ale curbelor E si E, for-

—%

o
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meaza perechi de puncte in asa fel ca o coardd determinati de o pereche si
treacd prin punctul P. Dreapta de intersectie a planelor tangente duse in
punctele unei perechi de puncte astfel construite, trece prin punctul K si
este o dreapti a congruentei adiungate la punctul P. Astfel prin punctul
K trec atitea drepte ale congruentei, cit este jumétatea numdérului punc-
telor de intersectie ale curbelor E si E;.

Pentru un punct exterior K si pentru curba lui tangentd E, existd in
interiorul ovaloidei puncte P relativ la care curba proiectatd intersecteaza
E si punctele P’, pentru care curba proiectati nu intersecteazd E.

Multimile de puncte D si D’ astfel obtinute formeazd in interiorul
ovaloidei domenii, in urma proprietdfilor de continuitate ale ovaloidei.
Frontierele acestor domenii sint locul geometric al punctelor pentru care
curba proiectati si curba E sint tangente cel pufin intr-un punct, fiind
situate intr-o parte a ovaloidei determinatd de curba E. Pentru punctele
domeniilor D si pentru punctele de frontierd congruentele adjungate au
drepte care trec prin punctul K; pentru punctele domeniilor D’ congruenta
adjungatd n-are nici o dreapti ce trece prin K.

Astfel, fiecare punct K exterior introduce o impdrfire a punctelor
interioare ale ovaloidei.

Avem deci o imagine despre dreptele congruen‘elor adjungate, unde
aceste drepte trec printr-un punct exterior.

Observatie. Printr-o cons‘ructie analoagd. la fiecare curbd E (simpld
si inchisd) trasi pe ovaloidi — nu numai pentru curbele tangente ale unui
punct exterior — putem si determindm curbele proiectate E; relativ la
punctele interioare. Punctele interioare, pentru care E si E; se intersecteaza
in 0, 2, 4,..., 2n,... puncte le numim multimi Dy, Dy, D,,..., Dgy,. ..

Ay

Fig. 17

Astfel, toate curbele introduc o impdrtire a punctelor interioare ale ovaloidei

si prin ajutorul unei constructii similare si a punctelor exterioare.
Coardelor {4} care trec printr-un punct interior B. le aparfine mul-

timea {k} a dreptelor de congruentd iar mulfimea {s{ a planurilor este
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determinati de dreptele {k} si de punctul B. Trebuie examinat daci {s}
contine toate planurile care trec prin punctul B, sau exprimind altfel; existi
oare in fiecare plan ce trece prin B, una sau mai multe drepte ale congru-
entei (fig. 17)?

Fie s un plan prin punctul B. Printr-o astfel de dreapti a planului,
care sd nu intersecteze ovaloida, si determinim planele tangente. Coarda
determinati de punctele de contact trece printr-un punct T interior sau
de pe frontierd al ovalei, care este intersectia ovaloidei cu un plan S. Punc-
tele 7 — in urma proprietitilor de continuitate ale ovaloidei — formeazi
un domeniu simplu conex inchis, punctele de frontierd ale acestui domeniu
fiind tocmai punctele ovalei. Astfel, domeniul descris de punctele 7" este
ovala si interiorul ei.

Am demonstrat deci cd in planul dat existd cel putin o dreaptd ¢ a
congruentei adjungate la punctul B, adicd cel putin o dreaptd cu urma-
toarea proprietate : dreapta determinati de punctele de contact ale planu-
rilor tangente duse prin dreapta e trece prin punctul B.

Pe dreapta care contfine coarda ce trece prin B determinim punctul
armonic B relativ la ovaloidd. Planul tangent al suprafefei polare a acestui
punct este tocmai planul dat.

In cele ce urmeazd demonstrdm ca fntr-un punct interior fiecare element
de suprafatd aparfine wumei singure suprafete polare (fig. 18). Planul s al
elementului de suprafafd intersecteazi ovaloida intr-o ovali O S& luim

Tig. 18

toate curbele paralele exterioare ale cturbei 0. Este evident ci toate aceste
curbe sint ovale. S4 numim curbele paralele 0(d), unde d este distanta nor-
mald a curbelor O(o) si o(d). Planul s imparte ovaloida in pirtile 0; si O,.
Prin tangentele curbei O(d) construim planele tangente la ovaloidi. “Este
evident cd unu! din plane are punctul de contact in 0,, iar altul in 0,. Locul
geometric al punctelor construite pentru un anumit (d) consti din doud
curbe continue inchise, dintre care una g (d) este pe 0, iar alta 2:(d) pe O,.

" Dacd d variazd de la O pind la +o, g (d) si g,(d) deseriu suprafetele O, si

0, de 1a ¢ pind la punctele C si D, care sint punctele de contact al planurilor
tangente paralele cu planul dat s. Curbele g,(d), respectiv 2(d), acoperi
simplu toatd suprafata 0,, respectiv O,. %
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In adevir, doull curbe g;(d,) si gi(ds) (=1, 2) nu pot si se intersecteze
sau sd fie tangente fiindcd in punctul de intersectie sau in punctul de con-
tact ovaloida are un plan tangent bine determinat si acesta intersecteazi
planul s intr-o dreaptd de asemenea bine determinatd. Modul de construire
a curbelor g(d) si g,(d) introduce o corespondentd biunivoei intre punctele
lor. Coarda determinatd de doud puncte corespunzitoare ale curbelor g(d)
si g,(d) trece printr-un punct interior al ovalei 0 — in urma convexitdtii
ovaloidei. Pentru o valoare datd 4, punctele astfel obtinute descriu o curba
g.(d) Dacid d descrie intervalul [0,c0], atunci curbele g4(d) acoperd simplu
ovala o si interiorul ei si converg spre punctul de intersectie E al dreptei
C,D si planul S. Prin fiecare punct interior al ovalei trece o singurd curbid
2,(d). Dacd printr-un punct ar trece doud curbe: g,(d;) si gs(ds), curbele
corespunzitoare g (dy), gu(d)) si g,(dy), 2(d,) ar avea o astfel de pozifie
reciprocd pe ovaloidd, care ar fi in contradictie cu modul lor de constructie.

Astfel am demonstrat cd fiecirei drepte ¢ a planului s ii corespunde
un singur punct al ovalei sau un punct interior, prin care trece o singurd
coardd ce corespunde dreptei ¢. Cu aceasta am demonstrat afirmatia

noastra.

2. Suprafata pelari a unui punet interior

Suprafata polard a unui punct interior B este situatd in intregime in
exteriorul ovaloidei Pe acele coarde ce trec prin B si pentru care B este
punctul de mijloc, existi puncte infinite ale suprafetei polare. In fiecare
plan ce trece prin B sint puncte infinite ale suprafetei polare. In adevir
planul respectiv intersecteazd ovaloida intr-o ovald, deci afirmatia prece-
dentd este o consecintd a proprietdtii unui punct interior al ovalei.

Lste posibil ca ovaloida si contind domenii sau curbe simetrice relativ
la anumite puncte, Atunci in partea spatiului determinatd de acest punct
si de partile simetrice ale ovaloidei, suprafata polard a punctului are portiuni
in planul infinit Conul — determinat de frontiera domeniilor simetrice
cu virful in centrul de simetrie — este conul asimptotic al suprafetei polare.

In ce priveste corespondenta polard, existd o corespondenti si intre
dreptele si planurile ce trec printr-un punct interior. O dreaptd ¢ dusd
printr-un punct interior 5 intersecteazd suprafata polard a acestui punct
B intr-un singur punct P, (finit sau infinit).

Suprafata polard a punctului P, trece prin punctul B si acolo, cum am
vazut, are un plan tangent S bine determinat. Corespondenta aceasta este
biunivori.

Suprafata polard a unur punct interior are in [iecare punct un plan
tangent bine determinat.

Punctul K si fie un punct al suprafetei polare corespunzitoare punc-
tului interior B. Dreapta KB intersecteazi ovaloida in punctele 4, C;
planele duse prin KB intersecteazd ovaloida in anumite ovale iar suprafata
polard in curbe plane care trec prin K Tangenta acestei curbe In K este
dreapta determinatid de acest punct K si de punctul de intersectie al
tangentelor ovalei in punctele 4 si B. Punctul D este situat in planele tan-
gente ale punctelor 4 si B, adicd pe dreapta lor de intersectie C. Astfel,
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tangentele curbelor pe suprafata polard care trec prin K sint in planul
determinat de punctul K si de dreapta c. Acest plan este planul tangent
al suprafetei polare. 7

Pentru un punct exterior al ovaloidei este valabili urmitoarea

TEOREMA. — Frecare plan care trece printr-un punct exterior K si care ny
intersecteazd ovaloida, este planul tangent al wunei singuve suprafete polare
corespunzdtoare unui punct interior. Acele plane care trec prin K gi inter-
secteazd ovaloida nu pot fi plane tangente la nici o suprafata polari. Supra-
fetele polare duse prin K corespund punctelor situate pe suprafata polari a
punctului K.

Fie B un astfel de punct. Planele duse prin dreapta K B intersecteazi ova-
loida in ovale. Tangentele ambelor polare ale punctului B relativ la aceste ova-
le, adicd dreptele planului tangent in K — dupi proprietatea demonstrats
la ovale — sint in exteriorul ovalei si astfel in exteriorul ovaloidei.

Fie B un punct al suprafetei polare a unui punct exterior K. Suprafata
polard a punctului B trece prin K si are acolo un plan tangent hine deter-
minat. Astfel, fiecdrei drepte KB 1i corespunde un plan dus prin K. Planurile
acestea sint determinate de dreptele congruentei adjungate la punctul K.
Un astfel de plan contine tocmai acea dreaptd sau acele drepte ale congruen-
tei, care corespund dreptei KB.

Fiecdrei generatoare a conului tangent cu virful K i corespunde planul
tangent,

Astfel trebuie si demonstrim cd in fiecare plan dus prin K, care nu
intersecteazd ovaloida, existi o simgurd dreaptd a congruentei

Fie s un plan dus prin K, care nu intersecteazi ovaloida (fig. 19).
Considerdm toate dreptele @ ale planului si construim prin fiecare dreapta
plane tangente la ovaloidd. Dreapta care trece prin punctele de contact
ale planelor tangenfe duse prin dreapta a o notim cu a,. Punctele de contact
ale planelor tangente duse prin acele drepte ale planului s, care trec prin
K, sint pe curba e ; dreptele corespun-
zitoare a; leagd perechile de puncte
ale curbei e si dau astfel o corespon-
dentd buinivoci a curbei ¢ cu ea insisi.
Considerim in planul s toate cercurile
k(r) cu centrul K si cu raza ». Sa
construim prin toate tangentele cer-
cului £(7) planele tangente la ovaloida.
Dreptele corespunzitoare a leagi doui
puncte al ovaloidei; unul este situat
pe suprafafa O; iar altul pe supra-
fata 0,, unde O, si 0, sint cele doud

Fig. 19 parfi ale ovaloidei, determinate prin

curba e. Aceasta este o consecinfi a

variatiei continue a planelor tangente. Astfel dreptele g, intersecteazi pinza
K, a conului tangent pe porfiunea dintre punctul K si curba ¢ intr-un singur
punct 4 (conul tangent este o suprafatd convexi). Astfel, fiecirei drepte
a a planului S fi corespunde un singur punct A. Punctele A, corespunzi-
toare tangentelor cercului £(r), descriu pe K, o curbd continui inchisa g(r).
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Dreapta care contine punctele de contact ale planelor tangente paralele
la s intersecteazd K, Intr-un punct pe care si-1 notdm cu P. Curba cores-
punzidtoare a dreptelor duse prin K g(o) este — cum am vizut — curba e.
Cu cregterea razei » curbele g(r) descrin suprafata intreagid K, de la ¢ pind
la punctul P. Curbele g(r) acoperd simplu toati suprafata K, si astfel
pentru un anumit 7, curba g(r), trece prin punctul K. Punctului K privit
ca un punct al zarbei v(7,), ii corespunde o singurd tangenti b a cercului
k(ro). Conform constructiei date, dreapta b, — care confine punctele de
contact ale planelor tangente duse prin & — trece prin K ; apoi &y inter-
secteazd suprafata polard a punctului K intr-un punct B si planul s este
plan tangent al suprafetei polare a punctului B in punctul K. Constructia
este univocd si astfz] teorema este demonstrati in intregime.

Acadeinia R. P. R. — Filiala Cluj,
Tastitutul de calcul

OBOBIUIEHHME POJISPHOM TEOPHWM /1JI151 OBAJIOB M OBAJIOHUIIOB

(Rparkoe coxepmanmne)

Pa6ora 3anumaerca nsyueHnem NOJISIPHBEIX KPHUBbBIX U COUPSIFKEHHBIX KPH-
BHIX MU CRAJNOB M INOJAPHLY MOBepXHOCTel orasounos. [Tonsipubie KpuBhIe
H HOJSIpHbIe TOBEPXHOCTH ABMASETCS IeOMETPHUECKUMH MeCcTaMu TOYeK rap-
MOHHYECKE " HAHHOH TOUKE OTHOCHTEJBHO MAHHOTO OBAaJa COOTBETCTBEHO A4
HOTO oBaJjionfa. OKaspipaeTcs, UTO Yepes Kamayio BHYTPEHHYIO TOUKY OBaJia
[0 KaX[AoMy HaNpaBJeHHIO NPOXOIHT eAMHCTBEHHAA TOJSPHAS KPHBAs, H
UTO OPAMBIC, BRIXOMSIIIHE H3 HEKOTOPOH BHEUIHE[ TOUKH U HeNepeceKaroliecs
oBaja, sIBIACTCHA KAcdaTelbHBIMH K eIHHCTBEHHOI MOJSPHON KPHBOH, MpHYeM
B HATPABTEHUH CEKYLIHX MPSAMBIX HE NPOXOJAUT LOJSPHAS KPHBAS.

ConpsizxeHHasT KPUBASI, COOTBETCTBYIONLASA HeKOTOPOH JAHHOI TOUKE eCTb
FEOMETPHULCKOEe MECTO TOYeK [epeceuyenus KacaTelqbHbIX, MPOBEJAEHHBIX Ha
KOHIIAX XOpH M HNPOXOIANIHX 4epes JaHHylo Touky. JlokasbiBaercs, 4To COIM-
PAMEHHOE KpPHUBbie AJAd9 JABYX TOUEK [epeceKalTcs TOTAd, W TOJBKO TOT/AaA,
KOorja mpsmas, COeLHHAOLLAd 3TH [JaHHbBIE TOUYKH, Nepecexkaer oBaJj. [Ipe
COMpPSKEHHOE KPHBLIE MOTYT HMeTh TOJbKO OAHY TOUKY IepeceveHusd.

OTHOCHTE/IBHO OBAJIONAA NOKA3BIBAETCS, UTO KAMKJBI 3/JEMEHT MOBEepX-
HOCTH B HEKOTOPOH BHYTPEHHeH TOuKe SBJSETCA 3JeMEeHTOM KacaTesbHOil
HEKOTOPOH eIHHCTBeHHOH NOJISPHON MOBEPXHOCTH, H UTO KaXKAas IJIOCKOCTD,
HPOXOAsIAT UYepe3 HEKOTOPYIO BHEIIHIO TOUKY H HelepeceKkalollas OBa-
JIOUM, *ABJACTCS KacaTedbHOH MJOCKOTBIO B HAHHOH TOYKe K HEKOTOPOI
eJIMHCTBEHHOH MOMSIPHOH I[TOBEPXHOCTH OTHOCHTEJNhHO HEKOTOPOH BHYyTpe-
Heil rtouku. Te MJIOCKOCTH, KOTOpble MPOXOAST yepes BHEUIHIOI TOUKY
1 He MepeceKawT oBaJouaa, He SBJAAIOTCA KAcATeJNbHBIMH IJIOCKOCTIMH IJ5
HEKOTOPOH MOJAPHOH TMOBEPXHOCTH.
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LA GENERALISATION DE LA THEORIE POLAIRE SUR ILES OVALES
ET LES OVAI,OIDES

(Résumé)

Le mémoire traite des courbes polaires et des courbes conjuguées
des ovales et des surfaces polaires des ovaloides. Les courbes polaires
et les surfaces polaires sont les lieux géométriques des points armoniques
& un point donné relatif & I'ovale ou a Iovaloide donnés. On montre
(ue par chaque point intérieur de ['ovale on trace une seule courbe
polaire dans chaque direction et que par un point extérieur les droites
qui n’intersectent pas l'ovale sont tangentes a une seule courbe polaire;
dans la direction des droites sécantes la courbe polaire ne passe pas.

La courbe comjugée correspondant a un point donné est le lieu
geéometrique des points d’intersection des tangentes tracées 3 'extrémité
des cordes qui passent par le point donné. On montre que les courbes
conjuguées des deux points s'intersectent seulement si la droite qui unit
ces deux points donnés infersecte I'ovale. Deux courbes conjuguées ne
peuvent avoir qu'un seul point d’intersectiomn,

En ce qui concerne I'ovaloide, on démontre que chaque élément de
surface dans un point intérieur est 1'élément de tangente d'une seule
surface polaire et que chaque plan qui passe par un point extérieur et
qui n'intersecte pas l'ovaloide est le plan tangent dans le point donné
d’'une seule surface polaire d’un point intérieur. Ces plans, par un point
exterieur qui n’intersecte pas l'ovaloide, ne sonl pas des plans tangents
a une surface polaire.




