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1. $4 considerim o funcfie de doud variabile, f(x, y), care are pe
dreptunghiul Dja< x <b;c<y =d] derivatele parfiale de toate ordi-
nele care intervin in aceastd lucrare, cel pufin pe punctele pe care ele vor
interveni in mod efectiv. '

Fie %, %3 ---, %miy, M -+ 1 puncte distincte din [«, B] C [a, 0],
Vi» Vg =+« » Yat1, ® + 1 puncte distincte din [y, 8] C [¢, 4].

S% notim cu P, ,(f; %, ) polinomul de gradul m in raportcu x si
de gradul # in raport cu y care coincide cu functia f(x, y) pe nodurile
M, (%, y) =1, m+1; k=1, n+1). Se stie ci formula de inter-
polare (cu rest), corespunzitoare, are urméatoarea formd

f(#, 3) = Pu,ulf; %,9) + Ruu (5 % 9), (1)

restul avind expresia

Ru o(f; % ) = u(%) [%, %y, % - Fwars S 9)] +
+ ’D(_‘)J) D’: J’1s yz: Lt vyu+1 ;f(xr T)] =

Ky By, Ty oo Fntt '
— U )[ = (e ] ) (2)
#ia) vl Ny Y1 Yar oo o0 Yot fit, =)

unde
mL nt1

ule) =TT (v — ), v0) =T = 3. ®
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iar
v+ 1
[Of-]_, dz,...,mu‘l;@({)J:ij (P_(OL)_,
S o'y (o)
Oy Ogy - vy Oyyyg T G|
A 25 D(e:
[ﬂp Bo oo By @(z,T)J =Y, : (a,,,L’%h)ﬁ,

v41
S ) n+1 !
(o0 <3 (5~ . o) = 'ty — g0
sint di ivi de

cp(t)t 5?1(1%%&&11?13:\{ d@}za'&e, respectiv de ordinele y s
pas0 S,l_'r - Meniondm cd in cazul diferentelor’ diﬁv'i
et fgurd variabild, valorile %, ¥, se referj 1 :

e ae Y Vi la Vvariabila © din f(x, T

e p 1(:1111'1 se stie, polinomul de i
mplu, fie sub forma lui Lagrange

Lm,u(f,‘ x, _'y) — IEI - ___M‘ y(y)
: . ' L (x-_xr')"';"'(x,- —’—:—,_;7 fl,v)s-
fie sub forma lui Newton bl I (3) ¥

ate, de la (2), rela
a variabila ¢ din f(¢, y)

Nm. u(f,' X, = 5 ”“ (% X1 Koy oo, %ty
N=3"Y (%) vy (y) I L A J )

i=0 k= ;
“unde i T I | S

P

U;lx) = I']+({x— -
() E( %), () :l:[(y—yp)- (6)
2. In vederea ét ilirii
o abilirii unor f i
adicid ale unor 1 unor formule de derivare iald ica
calihle e a(1)11u rffiizmﬂe care permit si se calculeze-i‘npiiglciﬂ:pii;niﬁng?,
printr-o combinatie %?unct?’ ale unor derivate parfiale ale funcfiei f &
A ineara a valorilor functiei ve nodurile M /(% 9
s éaega Ode la formula de :interpolarel (1) durie Me, 4 (% 0
. » dacd 0=p<=m, 0< 7 oy
ot i =, =qd=mn 'iva
110 raport cu x si de ¢ ori in rapgrt cu jl 0%?1231? for_mulﬂ e g

il

o*1/(s, 9)
Rl e IO R S Pf,",q) Fo i (s, ‘
sxray L mn iR F RN 5 ), )
unde , _
Pf!’n ?)(f. " aﬁ-lﬂp (f 5 I) .
o P B ) ) By p+a .
axt (T)Jr{ Rm,;;’ {f: .-‘.5,_’)}) == C*]if(fr l,hi;) {8)
ax’ gy

Presupunind acum, de exemplu,

; ca i : . :
derat are expresia (5), se giseste ca polinomul de interpolare consi-

(p, m1 i '
P’:’ ”:')(f,' %, y) = 2 Z ,.,',me(x)ﬂ;f,,(y) X, Hgye - a ay iy .
YR g T e [ T)J ()

(v, ) ale functiilor

)

aterpolare P, ,(f; x, ¥) poate fi pus,
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3. O problem# principald care se ridicd relativi la formula de derivare
parfiald numericd; (7) este problema unei evaludri avantajoase — din
. . {
punct de vedere practic — a restului R;ﬁ”:”l)(f; %, Y
in paragraful al doilea din lucrarea [1] am incercat si evaluez in acest
sens restul unor formule de tipul (7). Formulele care au fost date necesita
insi o precizare a domeniilor lor de valabilitate, cici acolo am avut unele
scipari, deoarece m-am bazat pe unele rezultate eronate din cazul func-
tiilor de o variabild.
= : o3 apps PEO L s 45 v
S4 ne propunem a evalua mai intfi K", (f; x, y). Dacd finem seama cd

Kty - oo 5 Hopiis]

wix)v S | =
e O )
= ()2 10 o Yuars VA Y st Sl D]
folosim notatia J
?!(J\Z) [,’\7, ’q‘:ll ’P‘:Z’ s B8y xma}-l j f(f, T)J = (D(DC, T) = (10)
si avem in vedere formulele (2) si (8), gasim ca
(')P‘-D X, i a;: x,
Rif,a?) (fl x!y) T ( _y’)f + U(JJ) lJ’ajlll S ay11+1; M—’ ¥
' 65’6"’ oxP
orD(x,7 '
mw(.y) L",J’u---,j’u”: '—("7)] (1.)
E oxP

84 presupunem cd lui y i-am dat o valoare fixd y e D. In cele-ce ur-
meazd ne vom folosi de functia auxiliard

X4 ;f'(’f:j)] =

o(x) = @(¥; y) = u(x) { [l 2y et

()P“”””“ﬂtﬁ} (%)
— (v = sl = s %) =
% N, Vi o0o0 Y

— O, y) — 0(Y) [V, Yy - s Puy1s P, 7) ] — on(x), (12)

unde o este o constantd. Deoarece (%) =0 (¢ =1, m + 1), prin aplicarea
succesivi a teoremei lui Rolle se constatd cd derivata partiald de ordinul

p a lui ¢(¥)

2D (x, y = = D (x, 7) |

o) = 228N 55 ZOET ] g 13)
oxr ) oxb

are cel pujin m — p |+ 1 radicini reale, distincte si cuprinse in cel mai

mic interval deschis, I,, care confine punctele %y, &y, ..., i1 Dacad x =1

se afld tn afara lui I, atunci se poate determina o astfel incit ¢'#)(f) =0,
cdci atunci w(f) £ 0; o fiind determinat in acest fel, ¢!”(x) va avea
m + 2 — p ridicini reale si distincte, ceea ce ne permite sa tragem con-
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cluzia ci in acest caz derivata de ordi +1—5
- ordinul m + 1 a lui o®
anula intr-un punct £ care se afli in cel mai mic interval descghiéx)i Seca‘:‘z
1

confine punctele ¢, x,, x,, ..., Tomgiq
(%) (m+41—2p) =i -
n [eP(%) ]2 ™" = om+1(E) = 0. (14)
Tinind seama ci
sy — PR [
(?(m 1] B _____i 1 am"l*lq)
() e vy) | ¥, Ve - o Vg 7”‘(_%1) — aulm ) (x)

si ci derivata de ordinul m -+ 1 pe pu y) i de i
) o s Sungor nrl)a punctul (%, y) a formulei de interpolare

X, = .
T 9) = Poo(f; %.9) + O, 9) + 0(3) [y, 9y, . .. Yusas f(%9)—O(x, 9)]
este g
ar;a+lf(x y) 6"‘+1(D(’¥7 - - S
AT RN X, - ES b -t
gam+1 -&*—) +0(3) (30, -y S 7) 9D, 1)
ax 1 py ] )

prin efectuarea diferentei acestor douj derivate obfinem

am-}-lf(x, 5)
=R A o K o T — N bar . "L X,
e (%) = v(y) [y,y], o by Do 3 “@ﬂil_ﬂ] + a(m 4 1)1,

Punind aici « £ si tini
¥ = & sl tinind se . 0
valoarea lui ¢ - ¥ ama de (14), putem deduce de aici

AL EME Y uy) T
B 0TS | wY) - [ " TE, =
(m+1)1  gg™* (m+1) ![y’yl’ “e s Yarii _FET)J
Daca inlocuim aceastd valoare a lui ¢ in ¢#(f) = 0, primim
Oy == I
srEn) oMt 1
af‘b 'y(y) [y’ NS TR ,J’u.|.1, W—) e
1 u(ﬁ)(t) am-{-lf(E,JT) i u(ﬁ)({)g)(_-y_) v am+]f(g _,;)
(m+1) ! aE..mﬂ : (m—!—l) | [j), 4 T U WJ = ().

Fiécind in (11) y = 4 si tint 5
ik (I1) y = 9 si tinind seama de aceasts egalitate, restul (11)

R&O . o uP)(x) gmHLf(E o) L% p
i i N (m+1) | aéfv(ﬂrly) + v(y) [j’, Vire oo s Yuras ———-—6pf(x' T)] -

ox?

_ () [ G, <
| e (15)

(m_l_l)l y:yl;-.-;yn+1; aEJWJ-!-l
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5

sau y
uh(x) "L y) |

(m-41) ! gert

Bool(fs 4] =

corf(x, 1) uf(x)  "H(E, ‘f)]_

+ o(y) [y, Yoo Yot pyn = (m41) ! 6am+1

Aplicind formula de medie a diferentelor divizate si punind y in
loc y, obfinem in definitiv
RO F gy = MO OYEY) W) o)
m.n M (7}1,—7—1)| BE."H] (‘ii’--{»-]) ! axp 67]1r+1
u®)(x)o(y) 9" 13 (&, m) :
- I E | 1 (lh)
(m-++1)! (n41)!  9E" o7
unde £¢ J, si ne J, — acesta din urmd fiind cel mai mic interval care

confine punctele v, ¥y, ..., Yuj1-
% A -
Dupi cum s-a putut vedea, formula aceasta e valabild in cazul cind x nu

apartine intervalului deschis I,, iar y e un numir real oarecare din [¢, d].
in mod analog se stabileste formule
q-Fm+1 v(q! ntlfl(y 4

RON(f 5, 9) = B 9 HE 3) () &ftw )

) (,‘m+1) ! aamqtl 6_’,\” (‘I’b-l-l) | a.qnwl
ulape(y)  r(E ) @
(m41) ! (w41)! e ot
unde E ¢ Jy, si e J, Aceasti formuld e valabild in cazul cind » e oarecare
din [a, b], iar y nu aparfine celui mai mic interval deschis, [,, care confine
nodurile ¥y, Vs, * -+, Va1

4. Pentru a da o evaluare analoagi cu cele precedente pentru restul

formulei de derivare parfiali numerici (7), sd plecam de la formula pe care

am stabilit-o mai sus
arf(x, : ;
2 B F; 3,9) + B2 200) as)

Derivind-o de ¢ (0 = ¢ =< #) ori, in raport cu y, se obtine o formuld
de forma (7), unde pe baza formulei (15) putem scrie

M(P}(x) 3m+q+1f( E: y)

n+1)! &' oyt £
(

R O(f; 7,9) =2 R O(f; %,9) =

wm, n 83}‘?
o )| _
N ()
A 4 m+41 :
—(:;%(f))! ?ay,j(v(y) [y,yl, ,y,.+1;3—%§;—y1]). (19)
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Sd-1 ddm lui x o valoare fixd xe I,; atunci pentru £ va corespunde
o valoare £.
Peuntru a gdsi o evaluare convenabild pentru restul (18), sa introducem
urméitoarea funcfie auxiliara '

d(y) = d(x;v) =2(y) [.’5’. Wysrcs + 1o Vs MJ _
= axF
e _u‘“(x)?)(y) ) am-i-l Wj
(m41) ! [y’j"’ e —Eﬂgﬁ] — Bv(y), (20)

unde B e o constanta,

Deoarece U(y,) =0 (k =1, n + 1), rezulti ci derivata ¢"(y) va
avea n + 1 — ¢ raddcini reale, distincte §i cuprinse in intervalul deschis
cel mai Jmic I, care contine punctele yi, ¥, ..., Vpiq- '

Dacd 1 este un punct din afara intervalului 7,, atun?:i vom putea deter-

n%ina(,q)pe B astfel incit {''(z) = 0 ; B fiind determinat in acest mod, rezulti
cd ¢"(y) va avea n + 2 — ¢ rddacini reale gi distincte. In acest caz deri-
vata de ordinul # + 1 — ¢ a lui $'”(y) se va anula intr-un punct = situat

in cel mai mic interval deschis J, care contine punctele ¥, 5, vs, + .- , Vui1
(i = =i n
[ q)(_'}’)J_:.:nl e L{Jt H}(‘f]) =0, (21)
Dacid introducem notatiile

(9) .= UV |V Vi Yoy v s Vs o/(%, y) s (22)

axt |

7 m+1£(E <

/"‘(y) = '”(.'V) [_’.‘»’s}’pyz, LA ::yu—,‘—l; M] ’ (23)

] aEuH—l

si calculdm derivata de ordinul # + 1 a funcfiei (20), obfinem

df,&(p)(x) ; ],tf)""l)
(m—+1)!
5S4 derivim acum de # - 1 ori, in raport cu y, formula de la (18)
a]){»”'%lf(x’ y) a)l+l
axp ayu-[-l = a—,;’,nilﬁl
wﬁ)(x) 6m+n—l—2f(z’ y) 14 P)
ot dptlly) 8
(m-1) ! gEm+1 gym (m4-1) | i
Punind aici ¥ = x, £ = £ si scizine d
04) 31 (25), ebtine E ¢ si scizind membru cu membru formulele
(’.)7.9"'”4“1;,“(;,2 =2 q}('l—l} (y) - 'L.f.ff"(x) alll-{—n-; 2f(£, y)
axp ayn-i--l (?”_i_])! azm{—l ayn+1

P H(y) = grtii(g) — () — B(n + 1) !. (24)

o T

m, n

25)

+ B(n+1)!.
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Fhcind in aceasta y = 0 §i jinind seama de (21), deducem cd
B = L grietifla,y) ul?) (%) am+2f(E, 7)
(n+1) ! gxr gyt (m+1) ! (nr1) ! 98" o
fnlocdind aceastd valoare a lui B in $¥(z) = 0, adici In
(@)
19 2) = p@(z) — —= (%) 197 — Bod(r) = 0
T) = T (T ' (7 i
V() = g90e) — = W) — Bl
obfinem
{ nt1f( 2
Y (z) = g(z) — WA i valy) . gt /% )
(m—+1)! (n+1)!  axton't?
(B) {2\ (@) mAnA2f(F
W@l PPE o o
(m+1) | (12—{—1) | 6Em+I 67]"_]
84 finem seama cd atunci cind ¥ — v avem & = £ gi cind folosim
notatiile (22) si (23) restul (19) se scrie
. = w)(x 6'”+'I!1f z, j;)
R:E i] (f’x’y)z ( ) "mi-!.( q +
: (m41)! 98 9y
u(ﬁ);
+ gay) — 2L ) (21)

(m+1) !

Daci se scad membru cu membru egalitifile (26)
apoi % cu x §i £ cu ¥, obfinem tocmai formula pe care voiam s-o stabilim

si (27) si se inlocuiesc

W) FYE) | |

RS T %,9) =

. T (m41)! 9E" T oy
(m+1) | (28)
qu;(y) ap+n-i-1f(x. ’f]} u(ﬁ)(x)-y(fi)(y) o _Lu—Ef(E“ ‘.q) ‘
e | AT Jl+1 i |

(1) axt oq it (mA1) | (n41)! 9E"" o |

Aici £ si » aparfin respectiv intervalelor J, §i J, adicd celor mai mici
intervale deschise care confin punctele %, %, %3 ---» Ymin _1'e5pec_t1v
LV T T Dupi cum s-a putut vedea din demonstratie, £ §i 7

sint aceiasi in tofi trei termenii de mai sus. .

Din cele ce preced s-a putut de asemenea constata ci restul for.mu]m
de derivare parfiald numericd (7) poate fi pus sub forma remarcabild Flf
la (28), in cazul cind x si y sint respectiv in afara intervalelor I, si I,, adici
a celor mai mici intervale deschise care contin punctele xy, %5, -« . ¥uiv

respectiv ¥y, ¥y, -+ » Y1 ; % s -
Formula (28) reprezintd extinderea la doui variabile a unei formule

binecunoscute a lui J. F. Steffensen [2]

11 — Studii si cercetdri de matematicd
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= H(l)iizem:;tzz;.r I_SeApgatef constata cd formula (28) poate si aibi loc $i in
s : cind zxe {1 $1 Ve Iz_; §L anume ! ea ar putea si subziste
e am putea garanta!) cd x nu coincide cu niciuna din cele 1
2?1 Ie:fé;nurealéa_ si distincte ale fungtigi 9?)(x) de la (13), iar y nu ar zoﬁu-:li_de
i 611EL Nm cele n — ¢ - ratiauclm reale si distincte ale functiei ¢ (y)

e d) ! e Eptem. convinge [drd greutate ci aceastd situatie are Iog :
W (.28)‘aca xely 5iyel, cici chiar in aceste ipoteze am stabilit for-

g0 . : L ;
- diuda;sﬂg:;:ezele P (%31 q 1&;1 valorile 0 sau 1, iar % coincide cu
! ;, cin = i inci i
e 0 P §1 ¥ coincide cu unul din punctele
Intr-adevir, si
: resupunem de e lu c3 i ddicini
: Var, sd pr Xempluca p =1sig =1 d
1131 9'(#) aflindu-se fntre punctele vecine din Pirul o R
rddécinile Ini §’(y) aflindu-se intre punctele vecing di i lxzj gl
atunci cf inci inci et
nientulmcuad f ggmmgg cu ticn 5 sag Y coincide cu un y,, e i‘nf{ll‘ég}rzeit i11(;(3l}1)11,{;e1,
SR cada peste o ridicing i i a a :
e na a lui ¢'(x) si ca y si cadi peste
3°. i a
S rﬁe]{nm poate constata ca restul formulei (7) mai poate fi pus sub
pla a unet sume de trei termeni daci facem urméitoarele ipote‘ze '
a) p si ¢ sint numere impare, :
b) m=2m' 41 :
— -1, n=2xn"+1 si i
0,ckby, by, .., 4 by, dar fn loc de g, iy, .. st 0, L A
OB AL( y)) R e
axz;u’-!—l ay2u’+1
lbja fresupunem, pentru simplificare, ¢ x — Y =1
entr i i iei .
u demonstrafia afirmatiei noastre se foloseste functia auxiliari

1
Ml 5) = = [l D= A=t D =, — ) - fl—t, — ]

C - A " [ ’
) derivata ¢ continud cind x ¢ I, si ye Vi

si se fine seama de faptul e

(P q) .
R alf30,0) = R22 (32 0, 0).

2m’, 2’ 2m’ 2n’
5 A ; x -
o 4°. Incazul cind p i g sint pari si in loc de «
0, 4= 6y, & Bl g b dar in Top de y o
1 gyenins L, S foloseste funcfia auxilia;:eiyg] ot el

) 1
Ml ) = - U6 D) S — )+ =, 0) b, — )],

i se i cf iarisi
S constati ci formula (28) 1aragt rdmine in vigoare

5°. Dacj i i
aven; 2 ;c% dei e;cemplu :ﬁ 2 Impar §1 ¢ par i in loc de x,, %, .
) - ras B w: 1ar  In loc de W S
0,0, 65, b gy, ..., 0 pentru a de SRR R
monstra cd restul formulei de

1) Asa d ia, f
) Asa dupi cum a atras atentia, in cazul unei singure variabile, M. L. Bro dski[3]
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derivare parfiali numerici poate fi pus sub forma unei sume de trei ter-
men se poate folosi funcfia ajutidtoare

s ) = 0f,7) — fl— 1 7) + = ) = =t =)

intr-o lucrare viitoare, care este in curs de elaborare, vom prezenta
un studiu aminuntit al formulelor de derivare parfiald numericd care
folosesc si noduri multiple. De asemenea vom prezenta o evaluare a restului
acestor formule si in cazurile cind nu se fac ipoteze de felul acelora din

lucrarea de fatfi.

BBIPAJKEHWUE OCTATKA B HEKOTOPBIX ®OPMVYJIAX
YLICJIEHHOTIO -WACTHOTIO AW®PEPEHLIMPOBAHMS

KPATKOE COAEPKAHHUE

Jlas octarka (opMy/bl HuCAeRHoro uacthoro auddepenuuposanns (7)
naetca ollenka (28), BepHas B TOM cJayyae, KOrjia X M Y HAxXO[sATCA BHe
HAHMEHBUINX OTKPHITBIX HHTEpBAMOB [; W [y, CONEPIKALINX TOUKH ¥y, X3, - - .,
Nmiy, COOTBETCTBEHHO ¥, Va, - - ., Yut1- OTOT Pe3yJbTaT MpeAcTaBisieT cobol
pacrpoCcTpaHeHHe Ha [Be NepeMeHHBIX OJIHOTO XOPOLIO H3BECTHOrO pesy./bTara
Credpdencena [2]. _

B crarbe paiorca u HEKOTOpble YacTHble CJyuyau, B KOTOpbLIX (opmy.ia
(28) BepHa Takxe ecauxely, H yel,. PesynbraThl npeAcraBiennble B HaCTO-
silelf CTATbe YTOUHSIOT 06JACTH AOCTOBEPHOCTH HEKOTOPHIX OLEHOK, JaHHBIX

B pyge [1].

I EXPRESSION DU RESTE DANS QUELQUES FORMULES DE
DERIVATION PARTIELLE NUMERIQUE

RESUME

Pour le reste de la formule de dérivation partielle numérique (7) on
donne 'évaluation (28), valable au cas olt ¥ et ¥ sont en dehors des plus
petits intervalles ouverts. I; et I, qui contiennent les points %y, %3, ..., ¥y,
respectivement y,, ¥y, ..., Ynyy. Ce résultat représente I'extension a
deux variables d’un résultat bien connu de J. Steffensen [2].

On indique aussi quelques cas particuliers ol la formule (28) est
valable également si xe I, et y € I,. Les résultats de ce travail précisent
les domaines de valabilité de certaines évaluations données dans le tra-

vail [1].
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