ASUPRA PROBLEMEI TRANSPORTURILOR
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1. Problema transporturilor este o problemi de programare liniar},
Ea se poate formula in felul urmétor :
Se considerd sistemmul de ecuatii liniare

n
Zwﬁzai, 8 =15 %5 oy My M=, (1)
i=1
m
._gwi,-=b,-, §=1,2,.,.., n, n=1, - (2)
unde
m n
Ea'g:zb,, a‘go, b;iﬂ' (4)
i=1 i=1
Numerele a; si b; sint date.
Se considerd de asemenea forma liniard
m kL
f=X 3 kyay ()
i=17j=1

cu necunoscutele z;;, in care numerele &; sint numere nenegative date.
Se cere si se determine solutiile sistemului format de ecuatiile (1), (2),
astfel ca 2, =0,4=1,2, ..., m;j=1, 2, ..., n, pentrn eare forma
liniard (5) ia valoarea minimi ').

1) O solutie a ecuatiilor (1) si(2) pentru care a3 =0, i =1,2,...,m;j=1,2,...,n¢

o vom numi pozitivi. O solutie pozitiva pentru care f ia valoarea sa minima o vom numi

optimald.
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O problem# care intervine in practici si care revine la problema
matematicd de mai sus este urmitoarea : Fie B, &,, ..., H,, (m =1),
centre care produc o anumitd marfd, iar V,, V,, ..., V,, (n = 1), centre
care consums aceastd marfi. Centrul #; produce @, = 0 unititi din
marta consideratd, iar centrul V; solicitd b, = 0 unititi din aceastd
marfd. Dacé se noteazid cu wx; cantitatea de marfi traﬁsportaté de la
B; la V;, iar cu k; costul transportului pe unitate de la H; la V,;, atuneci
(5) reprezinti costul transportului la toate centrele de consum. Prin urmare
problema formulatd mai sus revine la determinarea cantitiitilor x; de
marfd, astfel ca valoarea transportului si fie minimi. ’ L
- Se cunosc diferite procedee de rezolvare a problemei transporturilor,
In prezenta notd urmirim sé apliciim teoria grafelor la rezolvarea unui
caz particular al problemei transporturilor, studiat de Egervar ¥ ol 2

2. Sd atagim fiecirui centru de productie F, si fiecirui centru
de consum V; cite un punet in plan. Dacid unim fiecare din punctele
By, By, ..., B, cu fiecare din punctele V,, V,, ..., V., prin cite un seg-
n}enF de dreaptd h;, obtinem un graf [1]. Tn cele ce urmeazi vom nota
cu litera & acest graf.

o S:r.t (-.onsi(‘]_erém o solutie pozitivi !) a sistemului format de (1) 8l (2).
D3 notam cu litera S aceastd solutie. Si atasim muchiilor h;; ale grafului
¥ - o [ .' . ¥ 0

G 'v_ailomle oy "S'a, notam cu §(&) subgraful lui @, care se obtine din G dacd
ouu!‘;em muchiile %;; cirora le corespund componentele nule xy; din solutia
S. Graful 8(&) se numeste nucleul lui @ relativ la solutia S.

Fie My, M,,. .., M, virturi ale gratului & 8l Mgy Psgge ooy My g, TOU-
g]mle care unesc aceste virfuri, astfel ed h, ,,, uneste virful I, cu M,,,,
31_ 4_1-}.1, s crpan it s Daca M, coincide cu M,, iar celelalte virfuri sint

ei 'lngte,b.':?tl'lll‘f)l se .zme ci ]Ill:lch_lﬂe Pys s h%g -eey Iy_y ;. formeazd un
cerc. Se observa ca graful G considerat are proprietatea ci orice cerc al siu
confine un numir par de muchii [1].

- DEFINTTIA 1: O solugie pozitivg S a sistemuluwi format de ecuatitle (1)
$t (2) se numeste simpld dacd graful 8(G) nu conline nwict un cere.

DEFINITIA_ 2. Doud_ solugvi pozitive, distincte 8, si S, ale sistemului
fmfm,fu‘ de ecuatiile (1) $¢ (2) se numesc asociate, daci graful obfinut prin
reunirea grafelor Sy (G) si 8, (@) confine un singur cere.

. Obsewayw._ S? stie cd dacd S §i 8, sint solutii simple, atunci reunirea
grafelor 8y(G) si 8, (&), contine cel putin un cerc [L3:

; 3. In lucra,reg, [2] se _consideré; problema transporturilor in cazul
particular n =m i, = 1,4 =1,2,..., m; b, = L g =1, 2 icny e Vom
numi acest caz cazul (E). Are loc proprietatea : dacid numerele a; $1 b; sint

. ) Esle asigurata existenta a cel putin unei asemenea solutii. In cele ce urmeazi vom
considera numai solulii pozitive si le vom numi, simplu, solulii.
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toate intregi, problema consideratd se poate reduce la ‘cazul (E), consi-
derindu-se

i n

AR Yb=p *

1 i=1

M»

1

centre de productie gi tot atitea centre de consum.

4. LEMA 1. Dacd sint indeplinite conditiile din cazul (B), atunci
toate solutiile sistemului format din (1) si (2) sint simple.

Concluzia din lemé se observd cd are lo¢ deoarece in cazul (E), rezol-
varea sistemului considerat revine la a ataga in toate modurile posibile
fiecdrui centrn de consum V; cite un centru de productie si unul singur
E, i fiecirui centru H; cite un centru gi unul singur V;. Existd deci n !
golutii simple.

LEMA 2. Dacd in eazul (E), S estesolutia z,, =1, 2; =0,151 a

- . ! 7 to(n N .
ecuatitlor (1), (2), atunci existd 9 +2Y I solutii asociate cu 8.

=3\ kK

Penfru a demonstra lema 2 este suficient sid observam modul de
formare a solutiilor asociate lui 8. 84 notdm cu 8 o solutie asociatd lui S.
Pentru a obtine pe § (&) din § (&), trebuie s adaugim grafului S(G) cel
putin doud muchii din & care nu figureazi in S(@) si sd omitem altele doua
din 8 (@). Daci facem aceastd operafie in toate modurile posibile, obtinem

n » : : - . ~ o~ ~ n ;
(2) solutii asociate lui 8. 84 le notdm cu Sy, S;, ..., 8, b = (2) Ori-

care arfi 1 = k = h, graful E,G (@) U 8(@G) contine un singur cere gi anume
un cerc format din patru muechii.

Pentru a obtine solutiile asociate lui S, care nu se gasesc printre cele
I congiderate mai sus, trebuie si adaugim lui S(G) cel putin trei muchii
din @ gi 53 omitem altele trei. Ficind aceastd operatie in toate modurile

pogibile, obtinem 2 - solutii asociate lui 8. Fie S una dintre aceste so-

lutii, graful 8(¢)U 8*(@) contine un cerc format din gase munchii.

Se observi acum usor c¢i pentru a obtine o solutie 8* asociatd lui S
si astfel ca graful 8(@) |J 8® (@) sé contind un cerc format din 2%k muchii,
trebuie £ adaugim lui 8(G), & muchii din & si si omitem altele k. In

total se vor obtine 2 [ﬂ] astfel de solutii. Numirul solutiilor asociate

" 2o(n
(2) T 27.:;5 (k‘}-
Pentru a exemplifica, si considerim n = 4 si fie § solutia pentru
care S(G) are infifigarea din figura 1.

lui S este deci
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Pentru solutiile}§; asociate Ini 8, obfinem 16 grafe S,(G) dintre
eare fac parte urmétoarele (fig. 2, 3 si 4) :

£, £Es £Es £, 5 -
! £y £, £,
'j} X [‘ I
Fig. 1 Fig. 2
E" =y E._, ] Ej E:,.
Y Vi Vs % A
Fig. 4

Graful 8, (&) U 8 (@) are forma din fig. 5;
Graful 8, (6¢) U 8 (6) are forma din fig. 6.

i et : " -

9. ]lee _.8' 0 801111,‘3‘16 a ecuai;ﬂulor (1) si (2). Valoarea corespunzatoare
a lui f, in ipoteza ci sintem in eazul (E), este un numir de forma
L

; ki 5 pe care pentru a pune in evidents solutia §, sé-1 notdm cu #(§).

Rezultd cd pentru a calcula diferenta f(8;) — f(8,), unde 8, si 8, sint
asociate, este suficient sd considerim cercnl continut in §; (é)USz(G’).
Fie acest cerc format din muchiile &, h,, .. .y by din 8, (&) gi muchiile
by hoy ..., by din SE(G): Este suficient si sciidem din suma cheltuielilor
de transport corespunzitoare muchiilor h;, suma cheltuielilor de trans-

port corespunzitoare muchiilor 7,.

' TEOREMA, Dacd S este o solutic a ecuatiilor (1) si (2) considerate
wn cazul (B) i pentru orice solufie asociatd 8, avem {(8) = 1(8y), atunei
S este o solulie optimald. o ’

e Pent;ru demonstrarea teoremei si Presupunem ipotezele satisficute
§1 84 negam concluzia din enunt. Existd deci cel putin o sgolutie S§*
care nu e asociatd lui § §i pentru care f(8*)< f(8). Dar 8* nefiind
asociata lui 8, rezultd ci graful §*(@) (J S8(@) contine cel putin dous
cercuri I gi I',. In multimea solutiilor asociate cu §, existd o S(J)lui;ie 8,
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(G) si contind cercul T gi existd o solutie S,

astfel ca graful 8(G)U S,
G)U 8, (@) si contind cercul I'y. Avem

agtfel ca graful § (
J(8) — 1(8%) =F(8) —f(8) +1(8) —f(8,)=0
Prin urmare nu putem avea f(8*)<< f(8).

6. Din teorema enuntatéd rezultd ci pentru a gisi solutia optim# a
problemei transporturilor in cazul (E), este suficient si comparim solutii

£ c, f, £ & E, Es £y
v Vs v, AR ) Vs Ve
Fig. 5 Fig. 6

asociate intre ele. Tn lucrarea [2], rezolvarea problemei necesitsi un numéir
de cel mult

n: A n2(m2—mn) (02 —2n)+ ... + [0 —(n—1)n] =

n2(n — 1)

=n2(n-+1) —
( ) :
operatii de scadere.
Dacé aplicim proprietétile grafelor, conform teoremei enuntate,
procedenl de caleul utilizat necesitd in cazul considerat cel putin

2“) 2.4(”’)'9.‘(”) o FA(n—1
(2 +2a (M) 420 ()4 +4n-)

n

f fn
) +2Y% ( ) operafii de seddere.
2 k=3 k p

operatii de adunare si (

Prin urmare pentru » = 4 numdirul de operatii care se fac aplicind proce-
deul Ini Egervary J. este mai mic decit numéirul de operatii care se fac
aplicind procedeul grafelor.

Totugi, in ceea ce priveste intocmirea programului de calcul in
cazul (E), procedeul grafelor este mai ugor de utilizat. Aceasta se poate
observa atit in cazul (E) cit si in cazurile care revin la aceasta prin
descompunerea indicatd in [2]. In exemplul numeric dat in [2], procedeul
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grafelor se aplicd in felul urmator. Datele problemei sint cuprinse in
tabela 1.

Tabela 1
Vi v, Vs Vi
E; k=1 kyy =9 kiy=5]| k,=8
E, ky = 2 kyp =3 | Loy =10 ky =4
E, Iy = 3 kap =1 | kyg=4 | ky =1
E, ky =2 kyy =7 | Iyy =2 | Iy =38

Numerele k; din tabeld reprezinti cheltuielile de transport de la %, la Vi
Fiecare centru de productie produce o unitate din marfa consideratd
gl fiecare centru de consum necesitéi o unitate din aceastd marfi. Aranjim
numerele din tabela 1 in ordine crescitoare

0,1,1,1,2,2,2,3,3,4,. 4,5, 7, 8, 89

Completdm tabela 1 tinind seama de aceastd ordine :

v, Vi v, v,
E, 1 0 0 0
E, 0 0 1 0
By 0 1 0 0
E, 0 0 0 1

Valoarea corespunzitoare a lui f este 1 40 +1 + 8 = 10. Comparam
solutia considerati, cu solutiile care-i sint asociate. Se observi, imediat
ca solutia datd de tabela 2 este mai bund. In acest caz valoarea lui f
este 1 +1 +4 -2 =8, ' :
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e ————
Tabela 2

Vo Vs Vs, V,

E, 1 0 0 0

E, 0 0 0 1

E, 0 ) 1 -4 0 0

E, 0 0 1 0

S4 compard aceastd solutie cu toate solutiile care ii sint asociate
§i observam ca prinire acestea se gdsegte solutia datd de tabela 3,

Tabela 3
Vi i Vi Vi
E; 1 0 0 0
E, 0 1 0 0
E, 0 0 0 1
E, 0 0 i 2 0

pentru care valoarea Iui f este 1 4 3 41 + 2 = 7, care reprezintd valoa-
rea minimé a lui f. Aceastd proprietate de minimum se observid imediat
dacd compardm solutia dati de tabela 3 cu toate solutiile asociate ei.
Graful corespunzitor solutiei optimale este (fig. 7).

£, £, £, £,
v l/2 3 \4—
Fig. 7
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OTHOCUTEJBHO 3AIOAYN O IIEPEBO3KAX

PE3IOME

Pabora comep muT cpaBHuMTENbHOE HBYYeHNE METONlA PELICHUA 3a/[AUK
JUHEeHHOT0 MPOrpaMMUPOBanuA, npenaosxennoro K. drepeapu [2] u coo-
c06 rpados [1]. Ormewaercs, uro B onmpenensemom B paGore cayuae (E),
cnocolb drepsapu Gosee BHTOJEH, yeM criocob rpadoB, B 0THOIIEHNHN UHCJIA
onepanmii,

SUR LE PROBLEME DES TRANSPORTS

RESUME

Le travail constitue une étude comparative entre la méthode pour
résoudre le probléme de la programmation linéaire, due & J. Egervary [2] et
le procédé des graphes [1]. L’auteur fait remarquer que, dans le cas (#),
défini dans le travail, le procédé d’Egervary offre, par rapport au procédé
des graphes, ’avantage d’un nombre plus réduit d’opérations.
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