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1. Multe probleme economice pot fi formulate matematic in felul
urmator :

Si se determine @y, @y, ..., &, astfel ca sa salisfacd inegalitdlile :
z; 2 0, (j=1,2 ..., m) (1)

e
Zl a;;%; < by, (t=1,2, ..., m) (2)

=

st funcfia

an

f= X o0, (3)

sd fie maximd (sau minimi). '

Aceastd problemi numiti programare liniard a fost enuntatd si
rezolvatid pentru prima oard de L. V. Kantorovici in 1939 [5],
[6] si apoi independent de el, de G. B. Dantz ig in 1947, [1], care
s-a bazat pe o lucrare anterioard a lni T. L. Hite h e ook relativi
la. problema transporturilor, publicatd in 1941 [4].

Dintre metodele de rezolvare ale problemei de mai sus, cea mai
ugor utilizabilda este metoda simplex [7], [2]:

Programarea liniard se aplicd la problema transporturilor, la pro-
blema alegerii tehnologiei in vederea obfinerii numarnlui maxim de sorti-
mente complete, la alegerea tipurilor de produse pentru atingerea produetiei
maxime ete. :
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O categorie de probleme de amestec, se rezolvi de asemenea cu
ajutornl programirii liniare. In cadrul Tustitutului de calcul din Cluj,
s-a rezolvat o problemid de amestec privind fabricarea sticlei [8]. De
asemenea a fost pusd problema determindrii garjelor la cuptoarele de topit
fontd, in asa fel ca si se obtind o fontd lichidd de compozifie doriti,
cu cheltuieli minime.

2. Se da un tabel de materii prime cu compozitia §i costul lor.

' 1 kg materic primi contine Valoarea
T - unui kilogram
Materie prima Si M P S dinmatene
(kg) (leg) (kg) (kg) primi
“III: : ’ ay; I yy ' Uy ! yj f ey

Materiile prime M; se impart in nrmitoarele categoril :

Mol | ey Mo fonte brute obisnuite (FK),

I Tk o oy M fonte brute speciale (FX),

Meiqy ovoy M,_s Tontd veche (FV),
M, _, otel vechi (O0),
M, degseuri propuii (D).

Se cere o fontd lichidd de nrmitoares compozitie :

o { Si | Mn | p | S

Py — Pg ' Pi— ‘ Py—py | py— p;} [ = n (%)

unde pentrn fiecare element s-an presupus doud limite si care trebuie
obtinutd cu cheltuieli minime.

In cursul topirii, continutul in €, Si, Mn, P, S se schimbi dupi
felul cuptorului, al combustibilului, al timpului de topire, dupi debitul
de aer, grosimea patului de coes si temperatura de topire (regimul cup-
torului). Datoritd acestor conditii de lucru, compozitia incareiturii difers de

compozitia fontei lichide obtinute. Dacid notim cu Byy Diy7inny Uy i
respectiv by, by, ..., b; cantititile de C, Si, Mn, P, 8 continute intr-un
kilogram din inefircaturd, avem urmitoarele formule empirice

P = o; + Biby,
P, =o,+ B, b

unde o, i 3; sint constante care depind de regimul cuptorului (#, = a, —
= oz = oy = 0) [8]. Din formulele (4) se caleculeazi byy by, by, by si Tes-
pectiv bj, bi, by, bi. Continutul de carbon din incireiturs nu ne intere-
seazd in caleule (nici pentru materiile prime nu avem date precise despre
continutul de carbon), deoarece continutul de carbon al fontei finale se
atinge prin addugarea cocsului de petrol (in unele cazuri mai rarve cind

(+ = 0, .. o 4), (4)
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se cere o fontd. lichidd cu un procent mai mic de carbon; acest lucrn
se asigurd punind otel vechi in incarcatura). A

Cantititile x; luate din materiile prime M;, care dau un kilogram
de fontd de compozitia cerutd, trebuie deei si satisfacd urmitoarele
conditii : ] i

x>0, (4 =1, 2, -0
Y @ =1, (8)
i=1
b, < Y a,;x; < b, (¢ =1, 2, 3, 4).
j=1

Se mal impun conditii privind structura cristalind a fontei gi canti-
tatile disponibile de degeuri proprii. Pentru a avea o structurs granulari
suficient de find, la anumite fonte se cere si se introduc cel putin
P % fonta speciald care ne conduce la inegalitatea

. P
e 5 5 )
§i la toate fontele, o delimitare a fontei vechi, adicé

2 pf )
2, S 100 (7)
Cea mai mare parte a degeurilor proprii provine de la pilniile de
turnare §i o parte mai micd din rebuturi. Lia piesele Ir_u:ci pilniile de
turnare reprezintd un procent considerabil, iar la piesele mari, ‘un procent
mai mie. In acelasi timp, se stie ¢ pentru piesele de o anumits marime,
se utilizeazd o anumitid calitate de fontd lichidd (ca urmare a diagramei
Greiner-Klingenstein relativi la domeniul fontelor pel-]itice),. deci cantité-
tile disponibile de degeuri proprii pot fi stabilite pentru fiecare calitate
de fontd lichidd. Prin urmare avem gi conditia

1

P
WA = (8)
100

Problema garjelor revine deci la determinarea solutiei inegalititilor
(5), (6), (7), (8), care face minima functia

nm—

m

f: E C;j, (9)

J reprezentind costul unui kilogram de fonta lichida. )
Dintre valorile unitare ¢,, valoarea degeului propriu ¢, nu este.ﬁxatu.
Totugi pentru nevoile contabilifatii, s-a luatb 0 _valoare conventionald
pentru ¢, , care insd denatureazi problema noastri si nu cuor_lduce 'lal solutia
realmente cea mail economici. K clar ci toate cantitifile existente de
degeuri proprii, trebuie utilizate la retopire, daci nu la momentul respectiv,
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atunci mai tirziu, la yarjele urmitoare. Agadar intr-o perioadi mai mare
de timp, deseurile proprii in orice caz se folosesc in intregime. Prin
urmare, partea din fonta lichidd provenitd din deseuri proprii, nu trebuie
consideratd ca un nou produs. In acest caz, la calculul unei sarje, degeul
propriu nu intrd nici in cost, nici in cantitatea produsd. Pentru a face
costul unui kilogram de fontd lichida cit se poate de mic, trebuie si gisim
minimul funetiei

m-1
Gk
=i, (10)
1l

in loc de minimul functiei (9), cu respectarea ca mai sus a conditiilor
(), (6), (7), (8).

Observam cd dacéd se calenleazi garjele in acest fel, pe o perioada
mai mare de timyp, se va acumula o cantitate oarecare de deseuri proprii,
pentru ci in general nu se va merge la diferitele sarje cu degeurile
proprii pind la limita admisd de inegalitdtile (8). Trebuie s& se inter-
cileze atuneci citeva sarje calculate en un continut prescris de deseuri
proprii, bineinteles ficind iardsi cheltuielile minime in aceste conditii
schimbate.

Problema pusid in acest fel, nu se mai incadreazi in problema
programarii liniare, Admitind anumite erori, avem urméitoarele dous
posibilitdti de a o transforma intr-o problemi de programare liniari.

a) Fixdm dinainte =, in baza cantititii  disponibile de degeu
propriu. Atunci numitorul functiei (10) devine constant si avem o pro-
bleméd de programare liniari. Aceastd fixare arbitrard, nu va conduce
intotdeauna la rezultatul cel mai economic.

b) din (10) se gaseste

m—1

— 2 nl
F = E ("f'rf _F ¥ ] Ly s

i=1
unde degi /' este necunoscut, cunoagtem o valoare aproximativia # a lui,

§1 rezolvam problema de programare liniard cn functia

= T
_F4 gﬂ@j+ﬁm
=

U}

adicd in (9) se pune ¢, = F. Solutia acestei probleme ne di o aproximatie
care corespunde din punct de vedere practic.

Pentru a determina in mod exact compozitia sarjei celei mai econo-
mice, trebuie si studiem urmitoarea generalizare a problemei progra-
marii liniare.

£ CALCULUL SARJELOR CELOR MAI ECONOMICE 153

3. 8d se determine @y, xy, ..., w, astfel ca sd satisfaod inegalitagile (1)

s (2) 81 ca functia

m

Z e;x; - ¢y
p Rk o R (11)

m

El d;x, +d,

sd fie mazimd (sau minimi). Se presupune cd relatiile (1) si (2) abray
dupd sine

I

Yda 4d, >N 0. (12)

i=1

Vom extinde mai jos metoda simplex pentru acest caz mai general.

Transformdm inegalitdtile (2) in ecuatii, introducind noi necu-
noscute pozitive. Presupunem, pentru a nu modifica notatiile, ¢i noile
necunoscute figureazd deja printre @, @, ..., x,, atuneci avem un sistem
de ccuafil care se poate pune sub forma

U0

Ty - Z g‘f‘ﬁ'rf = Bi} Bi } 0?

N
F=nil1

(]
—

(Ba==tly o vnit) (il

Sau

e

Y o = B,, (=1, .ol (15")

- h
j=1

unde matricea (%), 7, j = 1, ..., n este matricea unitate. Conditia B, =0
implicd, ¢d anumite necunoscute an fost notate eu Lys Ty« - oy &, (pentrn
a obtine sistemul de forma (13) se poate aplica cunoscuta metodi a varia-
bilelor artificiale [6]).

Sistemul ordonat de numere (@, @,, ..., x,) se numeste un sistem
admisibil dacéd verificd ecuatiile (13) si inegalititile (1). Problema constd
in determinarea mazimului functiec (11) in multimea sistemelor admi-
sibile.

Un sistem admisibil (&, #,, ..., @,) se numeste un sistem marginal,
dacd x; = 0 pentru cel pufin m — » indici j. Mulfimea sistemelor admi-
sibile formeazd un poliedru convex intr-un subspatiun m — » dimensional
al spatinlui afin m-dimensional. Sistemele marginale sint virfurile acestui
poliedru. Avind in vedere ei functia (11) este monotoni in raport eu fie-
care din variabilele @, x,, ..., #, (¢ind celelalte devin constante), max #
este ating intr-un virf al poliedrului. Dacd max F este atins numai intr-
un virf, avem o solutie unicd, iar dacid acest maxim este atins in mai
multe virfuri, atunci toate punctele fetei determinate de virfurile respec-
tive, furnizeazi pentru F valoarea maximi.
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Introducem notatiile

o= Co+ X By By = do + X Bid;,
iz i1

n i
g = El ®pyCy — Gy hy = Z"l Gty —dyy, (= 1y 500y )3
Tunetia (11) devine
= 2[ . 95%; + o
3 I=nt
— Y b+ by
j=n+1
Sistemul (B;, By, ..., B,, 0, 0,...,0) este un sistem mavrginal,

Pentrun aceasta valoarea lui F este

Yo
I =22
Iy
Sé cdutdm un sistem marginal pentru care x, — 0, G =
=Bpyy = o000 =Ly =W = By = ... =2, =0 (r<n, k>n). Sis-
temul de ecuatii (13) determini restul necunoscutelor
. _ P
O = —,
CLg. =
7 (15)
; . Braik L 1 153 v 1 9 1 7o
T, = p, — —=%, (2 =1, B oy — 35 b Ay wawy B)e

Acest sistem trebuie sid verifice incd inegalititile (1) adies o >0 8l

B — Ei““—'"”') 0. (16)

e

Dacé o, < 0, conditia (16) se verificd de la sine; dacd o, > 0, impartim
cu el (16) si obtinem

EHET_> 0.

%
)

Presupunem £ fixat; conditia (16) va fi verificatd dacd alegem dintre
indicii 4, pentru care o, >0, pe acela drept r care face pe B minim,
L

. = min E,
ey %p >0 Oy
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k fiind fixat arbitrar si r astfel atasat lui &, sistemul de valori (15)
este un sistem marginal. Pentru el valoarea lui F egte '

Br

S e o
= +
| — ?r,,‘,;’; + By
Avem
_ . 1
Fy — Fy = (gohy, — ho!ﬁ?’k)‘E : “—_E—-— :
el ho(_hk—’—+ho]

Oogs

Al doilea factor este pozitiv, de asemenea si cel de-al treilea prin con-
difia (12). Prin urmare semnul lui #, — F, este dat de semnul expresiei

e = Goly, — hog - il
Daca (17) este negativ saw nul pentru orice k, atunci sistemul marginal

(BIE {32? R Bn?o! O

I
(daca (17) este negativ pentru orice % avem o solutie unica). Daecd (17')]
este pozitiv, pentru o valoare o lui k, atunci solufia marginald (15) dd
pentru I o valoare mai mare decit solufia marginald inifiald ey
0, ..., 0). Este recomandabil ea in calculele numerice i se aleagi pentru
k acel indice care face expresia (17) maximi. Daci pentru un £ care
face expresia (17) pozitivi, toti o, < 0, atunci se vede cid existd un
sistem admigibil cu #,>0, (¢ =1, 2, ..., n) si @, >0, iar restul de
m — n — 1 necunoscute fiind zero cu valori oricit de mari; in acest
caz max &' nu este atins.
Transtormém sistemul de ecuatii (13) intr-un sistem echivalent de
aceeagl formi, numai ¢ schimbim rolul necunoscutelor o, 81 @,

-y 0) reprezintd solutia problemei §i max F — o

m
_El = B (6 =1, 2, 1000 (18)
i=

unde matricea (of.;).) are proprietatea cd dacd extragem coloanele

1,2, ...,7—1, % » +1, ..., n, obtinem matricea unitate. Avem

. Uiy

= = Gy (¢ :f& "),
% (19)

o, o Bt f
i ?

g

; oy .

Bi=5—-tp, (¢£7)

[‘3 e (20)
i(-}f = 0 I

C"'rk
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La calculele efective procedidm in felul nrméitor. Formam tabela 1.

Tabela 1
By 1 0...0 Lyipta » o o Fak - w0 CpLm
Ba 0 s ) Oy, mt1 -+ - %,k - - « Oy om
fn 7___7__(_‘_7 0 e e 1 _ %mndtt v o e Ongk - . - Snum
Jo 12 _n D) In+1 oo Gk .o Jm
b ot e e e FiTn et D e Ty
Batr - - - HE s M

Stabilim valoarea indicelui & prin alegerea numirului cel mai mare din

Bs

ultima linie a tabelei 1, formim rapoartele — pentru o, > 0 gi stabilim
ik
indicele » prin alegerea celui mai mic raport. In acest fel am deter-
minat elementul pivot o, . Impartim elementele liniei a 7-a cu o, $i din
celelalte linii (in afard de ultima) sciddem linia » — @ amplificatd cu un
coeficient, astfel ca in coloana k s& apard 0. In acest fel obtinem un
tabel T ale cérui elemente le notdm cu aceleagi litere ca elementele res-
pective ale tabelei 1, punind in acest fel in evidentd analogia intre cele
doud tabele. In gfirgit formam ultima linie a tabelei 7, calculind
Yoly, — g, . Elementele o si B, ale noului tabel sint toecmai cele date

de formmulele (19) si (20), iar

i I ’ 9
G=0— "0  Gi=0— B
i Ore (2])
e Iy , hy
h; =h; — —* Opj hy = hy — £ B,
Ok e

Se observi c¢i membrii doi ai formulelor (15) si (20), sinb respectivi
egali, deci sistemul marginal care ne-a furnizat # = F, va apare in prima
coloand a tabelei 7.

Notam cu g;, g, ki, by, numerele atagate sistemului (18) in acelasi

fel cum g¢;, gy, h;, Iy corespund sistemului (13),

Ll 1 ]

" n oy o
= e i 'El T Gyl =G 'E}. c'(d-ii . U’u’) — &
= =

o

n n
; o
Tl b7 ] ’
= C; — Z g Gyl — (('.7.' == Z (‘fc"ik) = — <i [ o = {Jr_; v
Yrk

i=1 %ok

In mod analog avem

0 CALCULUL SARJELOR CELOR MAI ECONOMICE 157

Sistemului (18) respectiv tabelei T, ii aplicim acelagi procedeu pe
care l-am aplicat sistemului inifial (13) i tabelei 1 si continuim acest
procedeu pind cind numerele din ultima linie sint negative sau nule. Se
demonstreazid ca gi in cazul metodei simplex obignuite, [6], ¢i dupi
un numir finit de pagi, se ajunge la aceastd situatie. Rezultatul problemei
se citegte in prima coloand a unui ultim tabel astfel obtinut : in primele
n linii apar valorile nenule ale sistemului marginal optim, iar citul ele-
mentelor din ultimele doué linii este valoarea maxima a Iui F.

PACYET HAWUBOJIEE DKOHOMMYHBIX MUXT B MEYAX JJIA
MJABKHW YYI'VHA

PE3IOMIE

B pabGore pemaerca ojHa 2agavya 0 CMEIIHBAHUN, KACAOUAACA
3arpysKU CHpEBEeM Iedell JJA NIaBKH YyryHa TakuMm o0Opasom, 9To0BI
QY YHTh JKeIaeMylo OPOAYKIWIO NpH MUHHManbHON cebecrousocti,
y‘-II'IThlBaH oTnipeneJieHHbie 3aJaHHble YCJIOBUA.

B cwiry Toro, 9T0 cpefn CHphA ETYPUPYIOT TAK /e I 0TXO0AL IIPOH3-
BOJICTBA, BJIHNYHAA [[EHA KOTOPHIX BapaHee HEU3BeCTHA U TPUHHUMAETCH
paBHOIl 1[eHe TOTOBOI MPOJYKINA, 3aada NIPABOANT K caeayomemy 0000-
e JHHEHUHOIO nporpammupmsamm:

Omnpepemurs @; (7 =1, 2, ..., m) Takum 006pazsom, 4T0dBL y AOBIETBO-
purh nepasenctsa (1) um (2) u urober gpobs (11) Guima marcumanbHoOl (W/n
MunuMaabHOR). CiMmIerc-Mero) pacmpocTpandercsa na aTor Godee 00l
cayuait.

CALCUL DES CHARGES LES PLUS ECONOMI QUES DES FOURS
A FONTE

RESUME

Dans ce travail, les auteurs donnent la solution d’un probléme de
mélange concernant le chargement des fours & fonte avec des matiéres
premiéres, de maniére & obtenir le produit voulu aun prix minimum, tout
en satisfaisant & certaines conditions imposées.

Par suite du fait que les matiéres premiéres comprennent aussi
des déchets, dont le prix unitaire n’étant pas connu d’avance est consi-
déré égal au prix du produit obtenu, le probléme conduit & la généra-
lisation suivante du programme linéaire : _

Déterminer x; (j =1, 2, ..., m) de maniére qu’il satisfasse aux
inégalités (1) et (2) et que, par conséquent, la fraction (11) ait la valeur
maximum (ou minimum). En outre, la méthode simplex est étendue 2
ce cas plus général.
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