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1. Si considerim ectatia diferentiald de ordinul intii

Y = fl%9) (1)
si fie y(x) integrala ei care satisface la conditia initiald y(x,) = 1.
Presupunem ci in domeniul D, definit de inegalitdtile
| — % | < a |y — 3| < b, (2)

funcfia f(x,y) si derivatele sale partiale, in raport cu ¥ i ¥, pind la ordinul

al cincilea inclusiv, sint continte. !
Fie M, N si a’ numere pozitive alese astfel incit in domeniul D', defi-

nit de inegalititile

<0, (3)

|5— %] L', |9 — Yo

sa avem

o f(x, v) M
et 7 ) = D E
,f("l’ a\)‘ é E\ 2 a"_.a; ay,’; n = ]\M*I ! (‘l 11 ')r ‘3: 41 5)1 (J')
iar
gl N h a M1, (5)

2. Dmar‘éce, in cele ce trmeazi, intervine des nofitinea de ordin de
exactitate al undi procedeu de integrare numericd a ecdatiilor diferenfiale
de ordinul intii, reamintim definitia datd de L. Collatz [6].
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| ; : 3 toritd lui I. Bie-
Notind cu y(x) integrala exacti a ecuatiei diferenfiale (1), pe nodul | Vom folosi pentru aceasta, o metodd de lucru datoritd

; ] ’ ; s o ; ; bach [5]. N
%, $1cu y(x) integrala ei aproximativa, calculats cy ajutordl undi proceden ber o T trom se calctileazi
numeric dat pe acelasi nod, din intervalul [%,29+a’], si presupunem ci Pentrd aplicarea procedeului Iui Nystrd
y(%) si y(x) se pot dezvolta in serii Taylor cd centrul in punctul Xy 5 avem ; U= xl—;n k, (9)
: 9
— %, — 5
Y0 =y(a) + 552y () 4 LA ey 4y
1! 2! inde a0
= ey g 6) k=28 ky + 125k — 81 ks + 12D P
p | 0 . 4 .
cd notatiile
= = X — % (¥ — )2 (v — x,)?
(%) = y(%,) + 70 “1+__2‘!—“2+ "'+—;;!L‘l;b+ e (T) By = f(%,, ¥
' _ 1 =
Expon~ntul puterii [ui ¥ — », din ultimul termen in care coeficientii ky :f[%g = ey (% — %), Yo + 3 Ry (x xo)}’
d'n cele doud dezvoltiri coincid, se numeste ordinul de exactitate al proce- 6
deulus de integrare numericd. Astfel, dacs ordinul de exactitate al procedeu- e s, - 2 (x — %), ¥ + 4 ky(x — %) + = Fp(x — xo)].
lui de integrare numerici este $, atunci avem SISO i 25 =
e ok A 1 12 .
i a; =y (xo), ﬂg—y”(xﬂ)’ aﬁ_y{}"}(xn)J (8) kng[xo —l—(%—%o}'yn +Zk1(x——xo)—1~ kz(f\ "50)+
S R S e )] (11)
3. Pentru integrarea numerici a ecuafiei diferentiale (1), Kdtita 4 ® 2
[11] si Nystrém [12], folosind metoda 1ui R unge [13], ad stabilit 9 : 6 4 (=70 & 90 Bl e Bl
procedee de ord’nul al cincilea de exactitate. Aplicarea acestor procedee ks Zf[% + < (F— %), Y +5_1 N s 81~
necesitd calcu'area functiei f(x, y) pentrd sase perechi de valori (%, ).
Dezvoltind mai departe metoda Ilui Runge, Huta [7], [8], a B0y (e 4 i) Bylx — _«.:ﬂ)],
dat doud procedee de ordinul al saselea de exactitate, a ciror aplicare T 0 81
necesitd calcularea functiei f(x, y) pentru opt perechi de valori (x,y). Gene- 6 o 36 1 (x— x,) +
ralizind proprietatea care intefvine in metoda lui R 4 n ge, prof. D, V. ke :f[ro + —(x —x), ¥ + o Fa(x — % g P d
Ionescu [9], [10] a indicat o metods care permite obtfinerea de proce-
dee de orice ordin de exactitate, de integrare numericd a ecuatiilor diferen- 105 st o ) - 8y (x— « )J :
tiale de ord‘nul intii, a s’stemelor de astfel de ecuatii si a ecdatiilor diferen- <+ 75 (% — % T ’
tiale de ordinul #. Delimitiri ale erorilor, in procedeele date de prof. D. V.
ITonescu, au fost date de O. Aram3 [2], [3]. Folosind o metods Avem
d= Iu-rd datoritd lui J. Albrecht [1], E. Schechter [14] a dat 1 ! kT e (e — )P " (x,) +
o delimitare a erorii in procedeul de ordinul al patrulea de exactitate al Y(x) = y(x,) +Z=229"(%,) SR (%) + 31 - Vo
lui Kutta, cind acest proceded este aplicat succesiv, de mai multe ori. : 1! i
Rezultatele obtinute sint extinse apoi la sisteme -de ecuatii diferentiale, (= 2P (# — x,)° YO (x) + -
n legdturd cd fenomenele de acumulare ale erorilor care apar la procedeele =4 WY | Y8 () + TJ AU
de integrare numerici, E. Schechter [15] a dat de asemenea delimi- : " | A5l &
tari practice pentru o anumits categorie de procedee de integrare numerics, 4 delimitim eroarea |y(x) — y(#)| in procedeul de
k. e ropunem sa delimitam : Y _w
in general neliniare, ordinS{ﬂNaEI} gin(glea de exactitate al 1ti Nystrom, si anume si ardtdm
. g intervalul | — %,| < a’, avem
4. In aceasts lucrare, in ipotezele de 1a pet. 1, vom da o delimitare e | iy RS 19
a erorii in procedeul de ordinul al cincilea de exactitate al Ini Nystro m, 1y(%) — ;(x) < 2658,6 MN i (x — x,)8. (12)

de integrare numerici a ecuatiei diferentiale (1).

——
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Pentru stabilirea inegalit4tii (12)

pel » dezvoltind dupi puterile lui ¥ — 4

(%) = % ¥ — % , (% — #)? 7 =
(9 = y50) + =570 ) + ETE () o 2R i
(% — #g)* 58
S el VN T ORI e i ; — %)
o 20+ 51 =) A 2 6!%) YO [x +0(x —xp)],

Y®) =y(%) + ”1“92”‘"{;6(%) e ;xo B (%) + ... +

(¥ — a,)t (% — x)°
=%l A= H)
T )+ KO 40,0 — )]},
Procedeul este astfel construit ineit primii sase termeni ai dezvoltirii

Idi y(x) coincid cd

: . primii sase termeni dj oriani i
el Rk in dezvoltarea tayloriani a lui

Y2 =y(%) + 22y (n) 4 L gy b

21
(% — #,)° (5) (# — )8
e P - Y09 (%) +Wk(5) [%+6,(x — Ha) I

%a}‘_a a restringe generalitatea putem presupune ca ¥ — x, > ()
climinarea erorii rezultd atunci din egalitatea G :

Y(%)— y(x)=
de unde

(#

;fﬂy(s)[xu+9(xkx = (# — x) e
Gl o 51,192 [+ 01 (x—x,)], (13)

~ 1 5
190) =30 | <[ max |E1) 4 W e
|t—xy | =a’ | dad 51192 |#—2,| Sa* | d4P

1R (A 5 kg |1,

51192 sy, | =0’ | da® 51 192 lx__n;l"?i“' e J(:L‘— ,\:")G, (14)
o=
Trebuie deci si delimitdm pe | 2L | | @ | | 2% | ' ok, e

; 245 |’ X — | $1 | —| pe interva-

: 1l I'L* “ln[éa’- dx® dx® ax®

ortef

Pentru a simplifica calculele, convenim sj scriem sl
gxt oyt

in loc de

in felul acesta, de exemplu, f; va insemna of

7

De asemena, derivatele functiilor f, ks, k

torul operatorilor 5» kg le vom exprima cu aju-

Duf T i (:i,) fj *n—ilis 5
| ] X (15)
: D' =,,§'n (F sfiey, (16)

4
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pentru derivatele cirora sint valabile relatiile [4] :
(an)' = Dn+1f —I“‘ " Dﬂflfl Df, (17)
(D”fi)l == fit+mn B fis1 Df- (18)

Prin intermediul acestor operatori avem

P — DS 4 fDAf + f2 DOf + f3 D*f 4 f4 Df + 5 DfDf, +

axb
4 9f,D*Df, +12 2 DfDJ, + 10 DY, Df +16/,D*f, Df +
410 D*f, D*f + 10 f,D*fDf + 13 f1f(Df)* + 15 Dfy(Df)* +
+ 15 (DA,)2 Df 19)

De aici, potrivit notatiilor introduse si ipotezelor de mirginire (4),
avem

b
max | L] =32 MN + 416 M*N + 528 M3N -+ 104 MAN+ 2M5 N . (20)
i1, | = o’ | d4°
. . | dBk, 15 d%k .
Calculele necesare pentru delimitarea lui ‘—z-;‘ I (d ?:’ S Fi &1, s care
| aa® 23 da®

fac si intervind si ipotezele (5), sint analoage Tnsa foarte laborioase ; ele au
fost executate cd o magini electricd de calculat Rheinmetall.
Dim numai rezultatele, care sint drméatoarele :

max ‘:”*: = 2.904 MN - 8,936 M*N 4 2,498 M3 N, (21)
imro| S o | d¥
max | -Z% | — 349537604 NM -+ 221228,267 M2N -+
i—r | | 44°
+ 81190, 563 M2 N + 730,308 M4 N, (22)
max | | = 968433 428 MN -+ 178280,059 M2N - 25327,878 M3N +

dxd

|x—tp | = &'

+ 667,571 MAN . (23)

Inlocuind rezultatele date de egalitatile (20), (21), (22) si (23) in inega-
litatea (14) si efectuind calcdlele, obfinem.

ly (%) — (%)< (2658,469 M N + 1745, 629 M2 N - 247,811 M°N -+
Ms—1 , e Y
et (24)

Inegalitatea (24) ne dd delimitarca erorii care s-a obfinut prin metoda
de lucrd folositi, in procededl de ordinul al cincilea de exactitate al lui
Nystrom, de integrare numericd a ecuatiilor diferentiale de ordinul
intii. :

16,334 M4N + 0,003 M5N) (x — x,)® < 2658,5 MN
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OFI:}%I&EBEI%I//IIEHSQ%"EELUHOCTH B ITPUEME TIISITOrO ITOPS
T AL EMA YHUCJIEHHOTO I/H-ITEFPI/IPOBAHH’HKA
LIUAJIBHEBIX YPABHEHU M ITEPBOT'O I'IOP‘}'{,IIKJ%\alr

KPATKOE copn EP)KAHHE

B B nacrosmenm Tpyne aBTrop maer or
o 21“0 MOpsAJika TouHOCTH Hucrpéma
Bug Z?{;I%ﬂbHOI‘D ﬂypam—xeﬂnﬂ nepBoro
o) = . JI TIDHMEHEeH: g B
) A BHIIEyKazanHo
dopmyner (9) u (10) ¢ obosuavenusiny (11) R

9TOH nenn
Ty =R 6;0 pasnmaraiorcst mo crenensy ¥—Xo, KaK TOYHOEe pemienpe
H I n
A ’BbII{HCJI- pHuOMMIKeHHOE pemienye y(x) nuddepennuans
; CHIOE IIPH MOMOLLH (opmya (9) (10) i e

Lpaltn‘lqerme TIOTPENMHOCTA B mpHeme |
{UC/ICHHOTO  HHTErpUPOBaHUS Iuh-

et i ME—
ly () yA(J,JI < 2658,5 M N M_ll (1 —2,)5,

TZe npexnonaranm, uyro X—xp >0

LA DELIMITATION 160 Sl %
1 )E I’ ERREUR DA
L NS LE
DINIEGIoN NONER oL 2 LA B EE ST
QU EQUAT “FERE
TIELLES DU PREMIERQOI?I')IIIQ%NS Pl =

RESUME

Dans le présent travail 1’
_présent vail, 'auteur donne
1(:'1[15;11;;3 élr? procdede,(’iu cinquiéme ordre d’exactity
que de I'équation différentielle dy premier ordre (1), 4 la conditi
; ition

ini1 lale P{xo) — y 1 (= I ) «l t on du pIOCe € cons ere, on e1m Plole IES
t 0 1D IIC'_l. 1

A cette fin, on développe suiv

une délimitation de I’erreur
de de Nystrém, d’int égration

ant les puissances de Jo o

tal e X — x,, tant 'inté-

%ére;t?g?(:ti (%) que {1ntegra1e approximative ynfx) de 1°¢ . .
e (1), calculée & I'aide des formules (9) et (10) “anation dif

Compte tenus des hypothe
. I £ .
1 : ypothéses (4) et (5), on obtient 1a délimitation

19(%) — 3 (%) | < 26585 MN M =1 (.1
(#~2x0)8,
M—1 g

Ol on a supposé que x — x,> 0.

10.
11
12.
13.

14,

15.

: 1. Bieberbach, On the Remainder of the
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