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Se obfin pe aceastd cale rezolutiile standard din teoria algebrelor

asociative.

Se pot enumera multe aplicatii, dar ele fiind cunoscute, nu este

locul potrivit.
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OBSERVA’_,[‘II ASUPRA REZOLVARII SISTEMELOR DE
ECUATII CU AJUTORUL PROCEDEELOR ITERATIVEY
DE
ION PAVALOIU
(Cluj)

In lucrare se did un criterin de convergenti a procedeului iterativ de tip Gauss-
Seidel folosit la rezolvarea sistemului de ecuatii :

z = q(x, y)

y=1v( .
" In cadrul aceleasi probleme se dau apoi evaluirile erorilor in cazul calculului
exact si apoi in cazul caleculului aproximativ. De asemenea se di un criteriu de
convergenti pentru cazul cind sistemul de mai sus confine un numar k de ecuatii

cu k necunoscute.

INTRODUCERE

Fie dat sistemul de ecuatii :
= ¢z y)
y =49 (z, ),
unde despre funectiile ¢ §i ¢ presupunem cid indeplinesc urmétoarele
condifii :
a) Funectiile ¢ i ¢ sint definite pe domeniul D, inchis §i transforméi
acest domeniu in el insusi. A
b) Functiile ¢ si ¢ satisfac conditiile lui Lipschitz in domeniul D,
adicd existd constantele nenegative «, B, a sib asttel ca :

(1)

| o (@1 Y1) —@ (@, Us) | < | @y—25 | +B (Y1 —Y2 |

| g (2y, ¥1) —V(2ay Ys) | < |0 — 25| 40 |y —Ys ‘ pentru orice (z;,y;) € Dyi— 12+

1) Comunicare prezentatid la cea de-a doua sesiune stiinfifica a tineretului din 20 —22 mai
1966, Bucuresti.
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Pentru rezolvarea sistemului (1) propunem urmitorul procedeu
iterativ. Fie (@, 4,) € D un punct oarecare; atunci considerdim urmé-
toarele doud giruri :

(2) = @ (%i_1y Y1)
Y = ":b (%iyy-1), 0 =1,2,3,...,
In legituri cu sirurile (2) este bine cunoscut urmitorul rezultat [17]:

TEOREMA 1. Dacd funcliile ¢ §i ¢ satisfac conditiile a) $i b) cu
urmdtoarele restricfiic o + p <1, a+b <1 sau a +a <1, b+ B <1,
atunci sirurile (2) sint convergente cdtre limitele @ si y asifel cd punctul
M (z, y) constiture o solufie peniru sistemul (1), $i aceastd solufie este unicd.

Deoarece teorema 1 ne oferd conditii suficiente dar nu §i necesare
pentru convergenta sirurilor (2), existd multe cazuri in care constantele
v, B, @ §i bnu satisfac conditiile teoremei 1 gi totusi girurile (2) converg.
In aceastéi Noté ne propunem si dim conditii asupra constantelor «, B,
a 81 b diferite de cele prezentate in teorema 1 care cuprind pe acestea si in
plus in conditiile date de noi vor intra si alte cazuri pentru care sistemul
(1) admite solutie unicd §i solutia se calculeazd cu ajutorul sirurilor (2).

§ 1. PROPOZITII AJUTATOARE

Fie date doud siruri de numere nenegative :

G :{y(ugn ---59';1:--'}
Fo= Ao us os o ifwr v ok

Presupunem ci elementele celor doud giruri de mai sus sint legate prin
urmitoarele inegalitati :

r ’ ’
(1 2) jn < Oﬁfnfl + Bgn—l

r

gu“-<\ afu _{_ b’gn—l y = 1: 2! ey
unde «', " si a’, b’ sint numere reale nenegative. Sistemului de inega-
Litdfi recurente (1.2) ii atagim urmitorul sistem de ecuatii algebrice in
necunoscutele % gi f :

(1.3)

(1.1)

o' 4+ B h = kh,
a'lk + b = kh.

LEMA 1. Condifia necesard si suficientd pentru ca sistemul (1.3)
$d admitd o solutie (hy, ky), hy > 0, k; > 0, pentru care

(1.4) 0. hyloy < g1
este ca constaniele «', B’y a’ si b' sd satisfacd wrmdloarele inegalitdti :
o +b +a' B <2

(1 —a)(1—28)> ap.

Demonstrafie. Necesitatea. Din sigtemul (1.3) deducem urmitoarea
ecuafie in & :
(1.6)

(1.5)

B'hE — (" + Bla’ — &) h — o'a’ = O.
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Dac# la sistemul (1.3) adiugdm relafia : -

(1.7) * p=k-h

gi elimindm din cele trei egalititi obtinute pe % §i & si finem cont de ecuatia
(1.6), obtinem urmétoarea ecuatie in p :

(1.8) F(p)=p*— (b +Ba +a)p +ba' =0.

Tot din sistemul (1.3) mai deducem urmitoarea ecuatie in % :

(1.9) a'k?— (o' + B'a” —b') bk — p'd’ = 0.

Se observi ci ecuatiile (1.6) si (1.9) admit ridd#cini reale si deoarece ter-
menii liberi de la ambele ecuatii sint negativi, rezulti ci ambele ecuatii
admit regpectiv rddicini de semne contrare.

Fie (hy, h,) rddicinile ecuatiei (1.6) si (k,, k,) ridicinile ecuatfiei
(1.9) ; atunel riadicinile ecuatiei (1.8) vor fi p, = kb, 8i p, = k,h, §i aceste
ridicini sint totdeauna reale. Daci (k,, h;) este perechea de rddicini po-
zitive a ecuatiilor (1.6) gi (1.9), atunci evident ¢i p, > p, si p, > 0. Pre-
supunem ci p, << 1. Dar pentru ca aceastd inegalitate si fie satisficutd,

este necesar ca F (1) > 0 gi ?l-j%& < 1 ceea ce conduce la inegalitéi-

file (1.5).
Suficienta. Dacd inegalitdfile (1.5) sint indeplinite, rezultd ci :

F0)=0bda'">0
Fl)=(1—a)(1 —=28") —a' B >0
gi

P+ P =1 (¢) + 8" + a'p’) =
2 2
de unde rezulti cid p, <1, ceea ce trebuia demonstrat.

LEMA 2. Daci o', B, o' si b satisfac inegalitdiile (1.5) iar ele-
mentele girurilor (1.1) satisfac inegalitdfile (1.2), atunci ewistd@ o constantd
nenegativd ¢, pentru care
(1.10) fo< o B

gu<< 0 YR
si in plus seviile 3 f, st ¥ g, sint convergente.
i=0 i=1

Demonstratie. Fie (hy, k,) o solufie a sistemului (1.3) pentru care sint
satisficute conditiile lemei de mai sus. Presupunem ci# penfru n =1
avem :

i<

(1.11)
hh<<ehy
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se observia fard nici un fel de dificultate cd pentru ca aceste inegalitdti si
tie satisficute este suficient sid alegem pe ¢, astfel ca :

a'fy +b'gy l
hy J

Dar daci meoahmtﬂe (1. 11) sint satistdcute cu ¢, astfel ales, atunei vom
presupune prin inductie ¢ :

Tiegr = (i e
git* "‘<01h i ]‘”_ A

Dar bazindu-ne pe faptul ci sistemul (1.3) este verificat de solutiile h,
gi k; din (1.2) avem :

(4

(1.12) ¢, > max [ «'fy + B'go,

-+ B'hy) = ekt Bt

O L R B2 (0'Ry + b)) = R BN

Conform principiului inductiei, prima parte a lemei 1 este demonstrati.
Cea de a doua parte nu mai necesita nici un fel de demonstratie, deoarece
termenii celor dou# serii sint majorati de termenii a doué serii ,tapometrlce
cu ratia subunitars.

COMECD@A 1. Dacd o' +B' <1 gia’ +b <1 sau o' +a <1
si 8" + b’ < 1, inegalitdtile (1.5) sint satisfdcute.

LemA 3. Dacd elementele strurilor (1.1) satisfac wrmdloarele ine-
galitdti :

fu "‘-<‘ o' n—1 —i_ 5’9'.;4 _I_ 3
"-< a’f“ + b’gu—l —I— 87

unde & este o constantd pozitiva gi dacd o, B’, @ §i b’ satisfac inegalititile
(1.5), atunei existd o constantd pozitivi e, pentrn care :

(1.13)

fo< ot 4 —2—
1—h 1k
(1.14)
g < e+
1 — kK

Demonstrafia acestei leme este analoagi cu demonstratia lemei 1
§i de aceea aici nu ne vom ocupa de ea.

§ 2. TEOREMA DE EXISTENTA SI UNICITATE A SOLUTIEI

TEOREMA 2. Dacd funcliile ¢ §i § satisfac condifiile a) sib) siin
plus constantele «, B, a si b sint astfel ca inegalitdifile :
a+b+apf <2

(2.1)
1 — o)1 —b) > ap
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sd fie satisfacute, atunci sistemul (1) admite o solufie unicd in domeniul D,
dati de limitele sirurilor (2).

Demonstratie. Vom ardta mai intil cd sirurile (2) sint convergente.
Se observi eid sumele partiale ale urmatoarelor doud serii

.
(X) Z (#; — ;1)
(2.2) - =
o
(¥) o + 521 (¥ — ¥i-1)
coineid cu termenii sirurilor (2). Dar dacd notdm f, , = |®, — @,_1| i
Go-1 = Yu — ¥._1|, atuneci tinind cont de conditia b) gi de termenil giru-

rilor (2) gisim urmdtoarele inegalitdfi :

.fn ‘< O'j‘n—] + Byn—l

gn ‘< ('(; it _]_ bgu 1
acum folosindu-ne de lema 2, rezultd ci seriile (2.2) sint absolut conver-
gente si deci convergente. Dar aga cum am observat mai inainte, reznltd
ed existd doud numere T §i y, pentru care avem :

limz, == si lim y, = %.
n—yoo =00

Dacd tinem acum cont cd functiile ¢ §i ¢ satisfac condifia b), re-
zultd cd ele sint cnntmue pe domeniul D 81 deci trecind la limiti in ega-
litatile :

‘q"u+1 = ':P ('ﬂu? yn)
]
Yurr = ¥ (@us1 Ya)
obtinem :
x = ¢ (x, y)
sl
Yy =4 (%, v)
de unde rezultd ci x si y verifici sistemul (1). S& ardtim acum cid solutia
obtinutd este unica solufie a sistemulul (1) in domeniul D. Presupunem
¢ pe lingd solutia (x, ¥) sistemul mai admite gi o altd solutie (x,, 7,) dife-
ritd de prima. Vom ardta mai intii ci daca (%, 7) este o solutie a sistemului
(1) s1 (x4, ¥,) este un punct oarecare din domeniul U, atunci existd doud
siruri
= r n— P (':E.'e—lﬂ ?]u—l)?

aYu = ¢ (2 Yu_1)y

&y = @ (s Yo)y
Y1 = @ (@1, Yo,
pentru care

Im | — z,| =0
(2.3) v

lim |§ — y,| = 0.

R—y o
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Intr-adeviir, din faptul ci solutia (Z,7) verifics sistemul (1) si dacd tinem |

cont de condifia b) rezultd urmitoarele inegalit#ti :
= mﬂ—ll g ﬁly— yn—ll
'Tn| + bJ y = y‘n—lr!

din care dacd tinem cont de lema 1 rezultd ci au loc egalititile (2.3). Daci
(@05 Yo) $1 (24, ¥y) sint dousd puncte distincte din domeniul D si

I—x—_wﬂl"gmlﬁ

T, — © (mn—ly yraﬁl) 93';: P (‘T:. = ?:;"1)
:U.,:H'" (wﬂ, yn—l)? ?”:1!27 veey

sint girurile care le corespund lor, atunci vom arita ci :

’ li P
Yo =YX, Y1 _1), n=1, 2,...

Im |2, —z, | =0
(2.4) gl

lim Iyn T ?j’” = 0.

N=poo

Intr-adevir, avem :
|{L’n o ?j?’ll "< OE| 'T’In-fl T ‘Tr,:l -1 | + BI yn—l == ?)’:;—1{
¥ — Wol < a| @, — & | 4= bl Yya—Yn -l

Atunci din lema 1 rezultd egalitéifile (2.4). Dar din cele demonstrate mai
sus rezultd cd dacd {z,} si {y,} sint doud siruri pentru care :

i ¢. =%
= 00
llnl ?j” = y
n—poo

si {x;), {y.} sint doud siruri pentru care :
hm =, = %),
lim ¥, =¥,
atunel avem :
|1Z—Z| LT —2,| + |2, — o] + |2, —F|
17 =3 1T — %l + 19 — 40| + | ¥ — T -

Aceste inegalitati sint adevirate pentru orice n. Atuneci trecind la limiti
pentru # — co §i tinind seami de observatiile de mai sus avem :

T=x, 5l y=1
$i deei sistemul are solutie unici.

ConsECINTA 2. Din consecinta lemei 2 rezultd nemijlocit c¢d con-
difiile cuprinse in teorema 1 sint cuprinse si in teorema 2, dar in teorema 2
sint cuprinse $i alte cazuri pentru care teorema 1 nu ne poate spune nimie.
Acest lueru 1l vom ilustra prin urméatorul exemplu :

HEyemplul 1. Fie dat sistemul liniar :

x =012 8y —10,6
y = 0,00 # + 0,45y — 0,5.
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Despre acest sistem teorema 1 nu ne poate spune nimie, in schimb dacé
aplicdm teorema 2 obfinem sistemul

0,1 + 8h = Ik
0,06k + 0,45 = ik

care dupd cum se observid ratisface conditiile (1.5). De aici putem frage
conecluzia c¢i procedenl (2) aplicat sistemului de mai sus converge citre
solutia acestui sistem. Plecind de la #, = 0 8 ¥, = 0 in aproximativ 150
de iteratii se obfine pentru acest sistem wrmatcurea solufie aproximativi :
2 = —45,578936, y = —5b,0562631.

§ 3. EVALUAREA ERORILOR IN CAZUL CALCULULUI EXACT

Pentru a evalua erorile presupunem in acest caz cé avem posibili-
tatea si obtinem valorile exacte ale functiilor ¢ §i ¢ pe orice punct din
domeniul D. Congideram

'_‘.:Cu | “< i 'r,'!-?-p_'rrf'fﬂfll _I7 SRR + | ‘Tuﬁ-lﬁ'fllu I "é

< BREERE AL L o R,

! “ntp

de unde, trecind la limitd pentru p — oo, obtinem :

76” - 1]\‘-” ==
3.1 T—u | < i S S
1) | I<ay — iy

Analog obtinem pentru cea de a dona solutie urméitoarea evaluare :

g o b Ay
—frt < *
1T —¥. 1< 1yl

§ 4. EVALUAREA ERORILOR IN CAZUL CALCULULUI AFROXIMATIV

Aici vom considera c¢d nu avem posibilitatea & calculdm valorile
exacte ale functiilor ¢ §i ¢ pe punctele demeniului D, dar in gchimb
avem posibilitatea sd calculam valorile exacte a doud functii ¢, si
care sint definite tot pe domeniul D gi acest domeniu este transformat de
functiile ¢, 8i ¢, in el insusi. Presupunem de asemenea cé este dat un
numir pozitiv & pentru care avem :

| @ (‘1’71‘/) — %1 ("’?9 y) | < 3

(4.1) '
| b (2,9) — ¢4 (2, y) | <3 pentru orice (#, y) e D.
In locul sistemului (1) vom considera acum sistemul aproximativ :
(4.2) a* = ¢ (@*, y*)

yr =14, (=%, y*).
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In general despre funcfiile ¢, §i ¢, nu am presupus decit ci ele satisfac
condl‘g!llq (4.1) i nu putem sti dacid procedeul de tip Gauss-Seidel aplicat
acestul sistem converge. De asemenea daci ne propunem ca acest proceden
sd fie oprit la acel pas pentru care sint indeplinite simultan inegalitatile :

| Yo — U0 | < &

nu putem gti cd, alegind pe = arbitrar, la un anumit pas inegalitiitile
(4.3) sint satisficute. De aceea, in cele ce urmeazd vom da un criteriu_dupd
care trebuie ales e astfel ca inegalititile (4.3) s% fie satisficute. Intra-
devir, considerim procedeul iterativ aproximativ :

- . k%
Tpi1 = P1 (a’rrF IJ"I!)

Yo = Yp (251, U2)-
Avem
Tpry — Wy | <olay —ab 4| +PBlys —yi,| + 28
si
[Yaer —yn|l < a|an,, —ah| + byt —yi_o| + 28

Dacd finem cont de concluziile lemei 3 avem :

28
Gy —gh e et e s
(4.4) il L 5w 3 1— Iy ky
9
| Yois —Yal < @Byt + i,
11—y &y

de unde rezultd cd dacd alegem pe = astfel ca :

238 238N,
Aot le ARl |

(4.5) & > max {

la un anumit pas n' inegalitéitile (4.3) vor fi satisficute in mod necesar.
Fie acum ¢ ales ca in (4.5); atunci existdi un numir »’ pentru care :

(4.6) | Whrer — @ | < e
| Yaesr — Uhi |l £ e
avem
| — | <oel®—ag| + By =9l + &

Dacd finem cont acum de faptul cf, pentru ca sistemul (1.3) s# admits
o solutie (hy, k,) pentru care :

0Lk L g <1,

e
g o L 3
SR
A
7 s
o5
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este necesar ca « << 1 gi b < 1. Atunci avem :

as +3+B |y —
1—uo

Yar |

(4.7) |3[':' — .‘Eﬁf+1| \<__

Analog gisim pentru |y — ¥}, ., | urmétoarea evaluare :

be + 8 +al|lx _fi,:q"

(4.8) 1T — ¥l < =
Din (4.7) i (4.8) obtinem R

= ~ (0: _i_ [3) EJF_? B ’_-—'1* J

];C au.u—l|\<-_ 1—(.( +l_c"y Jn +1
(4.9)

bz + 8 a . o
y— %:r_ Sl S S| B "
'y yu ‘1‘ “< 14-!} l—b { 1

Din acest sistem de inegalitdti, tinind cont de inegalitifile (1.5), deducem :

(L—b) [(«+P) e+3]+P (be + 3)
(1—a)(1—10) — Pa

lZ — 1| <

(4.10)
(1—o)[be + 3] +a[(«+B) = + 8]

(1 — a)(l —b) — Ba

§ 5. GENERALIZARL
Congideram acum un sistem de k ecuatii cu b necunoscute de forma :

(5.1) 2y o T i) =y el

Asupra funetiilor ¢, ¢ =1, 2, ..., k, facem ipoteze analoage ca si

pentru functiile sistemului (1).

a’) Funetiille ¢,, i =1, 2, ...,k transformd domeniul D din
spatiul #, in el ingusi.
b’) Existd o matrice de constante nenegative B = (£9), 1,1 =1, 2,

., k, pentru care sint indeplinite inegalitéfile :

.
[0, (T oy - = oy 0} — @ (€, @, - - o] [ 21 Bi| a; — |
S
PR R,
) doudt puncte din domeniul D.

DENtIu orice (a3, g, - . -, @) §i 21, Ty ooy




1298 ION PAVALOIU 10

Avem urmitoarea teorems :

TroREMA 3. Dacd functiile ¢, @ =1,2 ...,k satisfac conditiile

a') si b') si elementele matricer B sint in asa fel ca sistemul
s § sa j

{jl + ﬁl Ial .+ [3] 73,1 7;2 ac }'1.-—1 = kl 7&2 D i

Bilal .y - Jthlh ...hk.—l— —1—{3‘ Bih, +
Jr SRR Sl ]LL._I = I hz S

BY b + BERy By 4 oo 4 BE Ry Ry o Ty By - BE = By, ... By

s fie compatibil gi sq  posede o solufie (hY, RSy ..., hY) h >0 i=1, 2,
-, k pentru care
(W i o e =il

atunct sistemul (5.1) are o solufie unicd in domeniul U care se poate obfine
ou ajutorul wrmdtorulug pmcedeu iterativ :

alit) — 13 (l} (i) i —1 n—1 e 3 e hE
et =opla™, e, Lonwt, el L=t i1 20k in=1.9.3.. . .

oricare ar fi punctul (29, 23, ..., a)) e D.
Demonstratia acestei teoreme se face in mod analog cu demonstratia
teoremel 2 si de aceea nu ne vom ocupa de ea.

Primita la redactie la 23 martie 1967

Institutul de caleul al Academiei
Republicii Socialiste Romédnia — Filiala Cluj

BIBLIOGRAFIE

1. b. TI. JEMBUOOBAY u TI. A, MAPOI, Ocnosn emwu’.u.'.me.szor‘i, samesamuru. T'oc.
w3, Qus. mar. aur. Mocksa, 1960, pp. 148—15

2. J. F. Traus, llerative Methods for the Solution of Equations. Prent:a Hall, Inc., Englewood
Cliffs, N. J., 1964, pp. 38—-39.

3. A. H. OCTPOBCHNIL, I'(’mrnm, Yypaspenitii w cucmen  ypasuenuii. TI37. wHOCTD. JUT.
Mocksa. 1963, pp. 83—94.

4. I. PAvAvLowu, Asupra unor inegalitdli recurenle si aplicafii ale lor. Comunicare tinuta la Se-
siunea Stiin{ifica a Institutului de Mine Peétrosani din 7—10 februarie 1966.

O CARACTERIZARE A SPATIILOR UNIFORME

DE

EUGEN POPA
(Iasi)

Se stie [1] cil definitia spatiilor uniforme se di cu ajutorul filtrului de anturaje
sau cu o familie de scmidistante. In Nota de fatd vom defini o ,,pseudo-
metricd‘, care induce o structuri topologici echivalenti cu cea de spatiu uniform.

DeriNiTIA 1. Fie D o mulfime ordonald, cu cel mai mic element d,
in care s-a definit o aplicapie : (d;, dy) — dy + dy ncit :

Dl) dy +d =d + dy =

(D2) d;, +d, =d, + d,

M3) dLdy=>d+d Ld+dy, yd € D

e : e Sl o g B
st existd o submultime D, C D, nevidd si dirijeid la stinga incit :

(D4) yvd € D, 3d, € D, incit : d;, + d;, L d
Multimea X fiind nevidd, vom numi pseudometricd o aplicatie

p: XX X — Ddacd :

(X1) p(#, ) =dy 2=y

(X2) ¢ (@, y) =p (¥, @)

(X3) o (2, y) <pl2, 2) + p(2 ¥), V2E X.
Vom nota cu (X, p, D) o mulfime in care s-a definit o pseudometrici.
Intr-un astfel de spatiu, multimea :

Blzyd)=1{@: plogg ) < a0}, vdeD

se numeste buli de centru x, Rezultd imediat ci 2, € B (w,, d), cici
o (wgy, @) = dy < d. De aszemenea, pentru orice doud bule B (z,d,),
B (z,, d,) existd dy L dy, dy < dy, multimea D, fiind dirijatd la stinga;
deci B (2, ds) C B (2, dy) N B (2, dy). In sflr:;at, fiind datd bula B (z,, d),
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