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© Dans ce travail on indique une maniére d’obtenir une classe de
méthodes itératives de type Newton pour la résolution des équations
Hpérationnelles dans les espaces de Banach.

Ensuite, on étudie les conditions de convergence de cette méthode.

Soit X un espace de type Banach et ¥ un espace linéaire normé.
iNous désignons par X2 le produit cartésien de l’espace X par lui-méme
it par D= {(y, v) « X2| & =y} la diagonale de l'espace X?,
1 Soit
Px) = 9,
P est une application définie sur X et 4 valeurs dans Y et 0 est
lément zéro de l'espace Y.
i1 De. plus, nous considérons une application F: X*— Y qui jouit de
(Propriété suivante :
) Flp =P,

st-d-dire F|, est la restriction de F sur D.

Nous désignons par F}, et F!, les: dérivées. partielles au sens de Fréchet
&', par rapport & x respectivement & .

Soit %, un élément quelconque de l'espace X. Nous supposons que
pplication Fi(x,, v,) < £(X, Y) posseéde une application inverse unique
= [Fu(x, y)17% ot y; e X, v
Nous considérons maintenant lés éléments ¥y = X donnés par les
lités suivantes

% = %, — TPP(x,), pour 4 =0, 1, 2, ... .
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Nous avons obtenir par conséquent une méthode d’itération pour la

régolution de lequation (1). S
Relativement a la convergence de la méthode (3) nous avons le

théoréme suivant: -
THEOREME. St Vélément initial %, « X, e le nombre yéel et positif

S sont chotsis de maniére telle que, pour chaque ¥ S ot S = x e X||lx—
— xo|| = 8}, les conditions swivanies sont remplies !

(i) Vapplication F admet des dérivées partielles ai Sens de Fréchet du
premier ordre pour chaque (x,y) = Int (S) x Int (S):

(i) ¥application F admel la dérivée partielle du second ordre (au sens
de Fréchet) par rapport a x, powr chaque (zy) e Int (S)x Int (S) et

sup {| F (x9) | (% ») e Int (S) x Int (S =M <+

o M est un mombre vél et nonnégatif;

(ili) powr chagque X e Int (5), Vapplication linéaive Fi(xx) admet
une application inverse bornée, ¢ est-a-dire

NIFs(x2) 12 28 < + oo, pour chaque % = Int (S):

(iv) Vapplication Fi(x,y) est bornée, c’est-a-dire

1| Fy(x, a) Il 2 & < 4 oo, pour chaque (%, y) = Int (S) x Int(S):

(v) g=¢(«+ ) < Lok =
alors:

() la suite (%,)n—0 donnée par (2) est convergente;

(jj) si ® = lm X, alors P{z)= 0,

n—+00

|y — x|l et /(L —0) =

cen - l”
(i) Hs — &l S
—q

Démonstration. Montrons que {es éléments de la suite (%), , appartien-
nent 4 Uensemble Int (S). 1/¢lément x, = Int (S). Pour x, uous avons'’
| %2 — %o ll =M <nyf(l —q) £ 3,

donc %, e Iut (S).

" Supposons maintenant que x;  Int (S), +=1, 2, ..., k nous pou-
vons alors montrer que X1 < Int (S).

De (3) nous déduisons les egalités suivantes:

(4) F(x;, %;) + Tl %) (%41 — %) = 8, pour 1=0, 1 ....

Alors nous avons les inégalités suivantes:

(5) || Flw;, xi-n) |l = Il Fl% wiot) — {Flaimy, xim1) + Falmion, %i-1) X
X (%, — xi—)p Il S (M[2) - || % — wo B i=12 ..o k.
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e (3) et de (iii), on dédnit:

| xigr — %)) = B - [ E(x %)l

utilisant (iv) on a:

W E(x w) || € 11 F (e, %) — Fl, x|+ T E( 2o IE =S

< ol % = Fe ||+ L F o xi0) ]I

nous éerivons g, = || F(x, xi-) ll o=1, 2, .., k;
o=l % — %l 1= 1, 2 o k15 8 = Flx, ) |l

1, %, ..., & alors on déduit de (3), (6) et (7)

o S (M) g S 8% B San ben i= L2 ok
n tenant compte de (8) on a :I’

) m; S Ble nio + i) =12 0k

n utilisant la formule ci-dessus et (8) on a:

M . M
0 € Blam 45 k) = B lo b =)
- \

2

ur}'i =12 ...,k
, Montrons maintenant que pour chaque 7 =1, 2, ..., ke — 1 ont lien

$ inégalités suivantes:
it F Ty
Moy

9 )7}1:[] s < M-

10 (% +

Supposons maintenant que les incégalités suivantes ont liew:

M = fa zZ ... 2 hi—-n Z fi-1-

1.'.7“ on a:
i L M
N 2B N (c/. +—,l} =g o1 < Ni-1

one ;< nioy. On' déduit de (12)
. g = micn =2 3., kb, Cest-d-dire
h =gy, 1=2, 3, .. Ak
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On conclut de (5) et (6) ety !

M ZBIF G, RSB0 sk o) B a0+ 2] = g o,
donc :
{13) 'y-ik_,r:l g" g0, =

. f'"'-. P .
En tenant compte des inégalités ci-dessus, on a

W = %)l St + 1 + .. —f—nlgnl(‘l—}—q%—.” ;:—(]k) < - <3
LT

A 1 — q
cest-d-dire, w4, < Int (S).
Soient p et #, deux nombre§ natutéles. 'On a
: v ¢ t
H Xntp — X, ” = st
1—gq
pour chaque p=1, 2, ..., et v =0, 1,....
Iin effet les inégalités ci-dessus donnent
np—1 e nbp—1 T el q“‘
. . N |
(1) wrs — %l = 20 llw —x%ll = 25 na S o 0 ¢ = .
5 i=1 . a4 i=n EE T Y .

Par conséquent, la-suite (x,)” = est une suite fondamentale.

Soit & = lim #x,. Montrons 'maintenant que "4 est tihe "s_o_lvﬁfi(')n de
H—cC d
I"équation (1). .
Il résulte de (8) que lim p, =0, c’est-a-dire F(x, &) == 0, donc P(s) =0,
n—+9D . vt i
En passant a la limite dans I'inégalité (14) pour p— o0, on a:

Hj_xn“ :

Le théoreme est ainsi démontré. o
Exemple numérique. Calculer par la méthode donnée la racine réelle
de I'équation

(1) . B2 4 2= 0,

Nous posons par exemple F(x, y) = %y — xy + 2. En ce cas, F, = 2 xy —
— vy, Fy=2a%— x et I =2y FEn posant x, = — 0,99 et § = 0,12 nous
avons M = 2,2, « =204, 8 = 100/242, 4, = 0,016, ¢ = 0,86 et /(1 —
—q 8. LR el
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De (3) on déduit

3 2 4
P Xy 2
gl = X, - ————, %= —099; n=0, 1,.,..
. 2%, — 2,

n tenant compte du théoréme énoncé, il est facile de démontrer que

hypothéses de ce théoréme sont vérifides et la suite (x,)° , est con-

rgente. De (2') nous obtenons pour la racine de I'équation (1), x,, = —

- 0,99996687.
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