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INTERPOLATION DANS DES ESPACES LINEAIRES
NORMES ET APPLICATIONS*

par . PAVALOIU a Cluj

1. Dans ce travail nous étendrons le probléme de l’interpolation in-
verse au cas des aopérateurs définis dans des espaces linéaires normés.
Pour ce faire, il sera nécessaire de mettre en évidence 'existence d’un
polynome généralisé d’interpolation dans des espaces linéaires normés
lequel devra étre effectivement construit. Le probleme d’interpolation
que nous traitons au point 3 de ce travail est compris en fait dans un
schéma général d’interpolation introduit par E. Moldovan [4]. Dans
la construction du polynome généralisé d’interpolation nous nous ap-
puierons sur la notion de différence divisée d’'un opérateur que nous
introduirons & partir de la définition donnée par A. Sergeev [9] pour
les différences divisées du premier ordre. Nous établirons de la sorte la
forme du polynome généralisé d’interpolation inverse, que nous utilis-
erons & la construction, en suivant cette voie, de certaines méthodes
itératives pour la résolution des équations opérationnelles.

2. Différences divisées généralisées. Pour faciliter la maniere de
s’exprimer on désignera par X" = X x X x --- x X le produit cartésien
de l'espace X avec lui-méme n fois. On désignera aussi par (X M - Y)
I’espace des opérateurs linéaires normé définis sur ’espace linéaire normé
X et a valeurs dans ’espace linéaire Y. On désignera d’une maniere ana-
logue par
(X(”) —Y) = (X = (X...(X 2 Y)...)) lespace des opérateurs n-
linéaires définis sur X” et a valeurs dans Y.

* Ce travail a été communiqué au 4-éme congres des mathématiciens d’expression
latine, Bucarest-Brasov, 17-24 septembre 1969.
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Les différences divisées généralisées seront définies en considérant 1’o-
pérateur

y=P(x)

ou P est défini sur I'espace X et a valeurs dans ’espace Y.
On considérera aussi un systeme de n éléments distincts de 1’espace
X, x1, T9,...,T, que 'on nommera des noeuds.

DEFINITION 1. S’il existe un opérateur [z, y; P] défini sur I'espace X?
et a valeurs dans [’espace (X(l) — Y) qui pour x = x; et Yy = Tiy1
satisfait a la propriété:

P(ziy1) — P (2;) = [2i, 2315 P] (Ti1 — 1)

alors l’élément [x;, zi41; P] € (X(l) — Y) est nommé différence divisée
de Uordre 1 de Uopérateur P sur les noeuds x;, x;i1

Par rapport au systeme de noeuds z;, ¢ = 1,2,...n et a I'opérateur
P on construit ainsi les différences divisées suivantes:

[I‘l,JIQ;P],[ﬂfg,l’g;P],...,[I‘n_]_,l’n;P].

On suppose par la suite que l'on a défini un opérateur [z, y, ..., u; P] sur
I'espace X't et & valeurs dans 'espace (X @) Y) a ’aide duquel on
obtient des différences divisées de 'ordre 7. Si les différences divisées de
I'ordre ¢ sont définies alors les différences divisées de 'ordre 7 + 1 seront
définies de la maniere suivante:

DEFINITION 2. S’il existe un opérateur [z,y,...,u,v; P| défini sur
Vespace Xt? et o valeurs dans Uespace (X(”l) — Y) qui avec les di-
fférences divisées de lordre i de l'opérateur P satisfait a la propriété:

[Thoa1s Tha2s - - o Thpir1s Pl = [T, Tha 1, -+ o Tps; Pl =
= [Tk, Tkt 1, -+ Thpit 1 P (Thtivr — Tk)
alors U’élément [Tk, k1, - .-, Thrit1; P] € (X(”l) — Y) sera dit diffé-
rence divisée de l’ordre i+1 de l'opérateur P sur les noeuds xy, Tk41,- - -,
Lh+i+1-
Si on donne successivement a k les valeurs k = 1,2,...,n — i — 2,

n — 1 — 1 on obtient les différences divisées de l'ordre ¢ + 1 suivantes;

[X1, 22, ..., Tpro; Pl ooy [Tn—ic1, Tn—iy ..., xn; P].



3 Interpolation dans des espaces linéaires normés 151

DEFINITION 3. La différence divisée [uy,usg, . .., ug; P] ot uy, us, . .., ug
sont des éléments de l’espace X, est appelée symétrique si on a l’égalité:

[ur,ug, ..., ug; P] = [us,, Usy, - - -, Us,; P]
ot (s1, 82, . . ., Sk) est une permutation quelconque des nombres 1,2, ... k.

3. Polynomes généralisés d’interpolation.A co6té du systeme de
noeuds distincts x; € X, ¢ = 1,2...,n on considére un autre systeme
d’élémentsy; € Y, ¢ =1,2,...,n. Ony cherchera un polynome généralisé
défini sur 'espace X de la forme

n—1
(1) P(x)=u+ Y Ap(e—ap)...(x—21)"
k=1
qui satisfasse a la condition:
P (z;) = yi, 1=1,2,...,n.
Concernant ce probleme on démontre le résultat suivant:

THEOREME 1. Si l'opérateur F défini sur l’espace X et ¢ valeurs dans
Uespace Y admet des différences divisées symétriques (conformément a
la définition , jusqu’a ordre n y compris, alors il existe au moins un
polynome de la forme qui satisfait aux conditions:

(2) P (z;) =y; = F (x;), 1=1,2,...,n
Démonstration. On va montrer d’abord que pour tout i = 1,2,...,n et
pour tout x # z; on a les identités:
(3) F(z)=F(x1) + [x1,22; F] (x —x1) + ...

+ [z, 20, ..z Fl(x —ximq) ... (. — x1)

+ [z, x1, . e Fl(r— ) ... (v —21)

Pour i = 1 cette identité est évidente. On suppose que cette identité est
vraie pour i = k, (k > 1) et on démontre qu’elle est vraie pour i = k+1.
En effet, pour ¢ = k on a

(4) F(x) =F (1) + [z1,22,; F] (x —x1) + ...
+ [z1, 29, ...,z F] (x — 2—1) ... (. — 1)
+ [z, x1, .ok Fl (2 —xg) . (v — 21)

09Dans la formule (1) Ag(z—xi)...(x —21) appartiennent a Despace
Y(k=1,2,...,n—1) et Ay sont des opérateurs k-linéaires, uo € Y.
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De la définition de la différence divisée, résulte 1'égalité suivante:
[:L‘a T1,--- I‘k,F] - [581,562, s 7$k+1;F] = [:Cu'xla s 7$/€+1;F] (1}—$k+1)

qui substituée dans va donner justement 'identité pour ¢ = k+1.
Il en résulte que pour tout le systeme de noeuds considérés a lieu
I'identité

(5) F (z) =F (z1) + [z1,22; F] (x — 1) + ...
+ [z1,22, ...y xn; F] (. — 2p—1) ... (x — 1)
+ [z, x1, .o Fl(x — ) ... (x — 21) .

Tenant compte du fait que les différences divisées sont des opérateurs
multilinéaires il résulte que 1’expression:

(6) P, (z) =F (1) + [x1,29; F] (x —x1) + ...+
+ [z1, 22, .. 20 F| (2 — 2p—1) ... (2 — 1)

est un polynome généralisé de la forme ([1).
Montrons que ce polynome satisfait aux propriétés 1' A cet effet
nous partirons de 1’égalité suivante

(7) Py () =F (21) + [z1, 22, F] (i —21) + ... +
+ [.%'1,.%'2,... ,:pi;F] (:L‘Z _-Ti—l)- .. (:ch — .’/Ul)
pour i = 1,2,...,n. Cette égalité résulte du fait que les différences

divisées sont des opérateurs multilinéaires et les termes qui vont suivre
dans la somme antérieure sont nuls, par ce qu’ils contiennent comme fac-
teurs x; —x; = 0. Si on part maintenant du dernier terme de la somme @

et si 'on tient compte du fait que I'élément [z1, z2, ..., z;; F| (x; — zi—1)
du fait que la différence divisée [z1,z2,...,z;; F] est symétrique peut
étre ecrit aussi sous la forme [z;_1,21,...,zi—2,z;; F| (z; — x;-1), alors

on a I’égalité

[21, 22, .., 2 F (2 — 1) =
= [z1,%2,. .., i—2, 2} F] — [xi—1, @1, ..., xi—0; F
= [5171,1'2,. . .,:z:i_g,xi;F] — [.CCl,:CQ,... ,xi_l;F] .

Substituant cette expression en on obtient:
P (z;) =F (z1) + [a:1,x2;F] (x;—x1)+ ...+
+ [wl,xg, ey Ly—2, X435 F] (xl - xi_g) ‘o (xz — 1’1) .

Avec I'égalité obtenue on procede de la méme maniere et a la fin on
obtient le résultat désiré. O



5 Interpolation dans des espaces linéaires normés 153

En ce qui concerne 'unicité du polynome généralisé d’interpolation on
se bornera a dire qu’il existe de nombreux examples des quels il résulte
qu’il n’existe pas pour tout systeme de noeuds et pour tout opérateur,
un polynome d’interpolation unique.

L’expression R (z) = [z, z1,22,...,2n; F] (x — xy) ... (x — x1) qui fig-
ure dans ’égalité sera nommée le reste du polynome d’interpolation
généralisé.

4. Polynomes d’interpolation inverse généralisés. Le probleme
de l'interpolation inverse, dans le cas des fonctions d’une variable réelle
a été posé a propos de la résolution numérique des équations algébriques
et transcendentes.

Dans le travaile [5] l'auteur utilise cette méthode & la résolution
numérique des équations a 'aide des procédés itératifs a plusieurs pas.
Les erreurs évaluées a son aide, ne sont pas toujours les meilleures,
ainsi qu’il a été montré dans le travail [6]. Cela ne nous empéche pas
d’utiliser cette méthode pour trouver des procédés itératifs a plusieurs
pas qui puissent étre appliqués ensuite a la résolution des équations
opérationnelles. De ce point de vue, la méthode parait étre assez générale.
Par la suite on va essayer de généraliser le probleme de I'interpolation
inverse pour le cas des opérateurs dans des espaces linéaires normés.

Soit y; = F (x;), i =1,2,...,n.

DEFINITION 4. S’il existe un opérateur [u,v; x| défini sur l’espace Y?
et a valeurs dans l’espace (Y(l) — X) qui pour u = Y;, v = Yi41 Satisfait
a la propriété

(8) Wis Yir1: F] (F (xi41) — F (25)) = Tig1 — 25

alors Uélément [y;, yiv1; 2] € [Y(l) — X] est nommé différence divisée
inverse de l'ordre 1 de l'opérateur F' sur les noeuds y;, y;+1 € Y.

Les différences divisées de ’ordre 2, 3, . . ., se définissent d’une maniere
analogue comme au point 2.

En ce qui concerne la différence divisée inverse du premier ordre on
démontre le résultat suivant:

LEMME 2. Si lopérateur [x;,x;11; F] admet un inverse alors, la di-
[férence divisée inverse [y;,yir1;x], existe et peut étre fournie par la
relation:

[Yis Yir1: @] = [, Tig1; F]™

Démonstration. En effet I'opérateur [z, x;41; F] ™' € (Y(l) — X) peut
étre considéré lui aussi par l'intermede de F' comme défini sur ’espace
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Y2, Mais en tenant compte de I'égalité:
F(xiy1) = F(25) = [z, 21 F] (25401 — 24)
et en appliquant & cette égalité 'opérateur [z;, x;11; Frl on déduit:
(s, wig1; F) 7 F (wiga) = F ()] =
= (@i, wis1; F) ' @i, wig1; F] (i1 — 23)
= Tip1 — Tj-
D’ou, il résulte que I'opérateur [:Ei,a:iH;F]*l satisfait a 1’égalité @D
qui intervient dans la définition de la différence divisée inverse. Alors,

évidemment, on peut prendre comme différence divisée inverse, ’opéra-
21 . ~ . . .
teur [x;, zi41; ] lui-méme ce qu’il fallait démontrer. O

LEMME 3. Si les différences divisées de l'ordre 1 et 2 de l'opérateur
F sur les noeuds x;,x;1+1,xiro existent et si les différences divisées de
Uordre 1 sont des opérateurs admettant des inverses, alors il existe aussi
la différence divisée inverse de l'ordre 2 et elle a la forme:

(9)

[Yis Yit1, Yit2; 7] =

= — [#i41, @is2: F] 7 [0, @i, Tigos F [0, @igo; F 7 (@i, wig, F]7)
Démonstration. On a
—[it1@ira; ) @i i oo Pl wivs F) T (F(wige) — F(x3)[wi@ie; F] ' =
= — [@it1, Tita; [@i, Zip1, Tig2; F] (@i — 23) [0, Biga; F]™
{[wiv1, Tiyo; F] = [s, 215 F1} 26, 2415 F)

— @i, i1 F)

Ft
== [$i+1,$i+2,F]_1
-1

= [Tit1, Tito; F]
= Wit 1, Yi+2; 2] — [Yi Yit1, 7]

= [Yi, Yit1, Yiro; 2] (F (zire) — F (21))

Ce qu’il fallait démontrer. O

Evidemment, la forme générale des différences divisées inverses, de
lopérateur F' se complique quand leur ordre croit. Pour les besoins
pratiques on peut se borner seulement aux différences divisées des deux
premiers ordres.

De la méme maniere dont on a procédé au point 3, on écrira a
I’aide des différences divisées inverses le polynome d’interpolation inverse
généralisé. Pour cela, il va falloir supposer que les différences divisées
inverses, existent et qu’elles sont des opérateurs symétriques (dans le
sens de la définiton 3).
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Dans ce cas, tenant compte du théoréme [I|on peut écrire le polynome
d’interpolation inverse suivant

(10) P(y) =21+ [y, yz 2] (y —y1) +- -+
+ Yy, Y 2] (Y = Y1) - (Y — Y1)

ou 1 est le noeud pour lequel F' (1) = y1 et [y1,y2; 2], ..., [y1, Y2y - - - Yn; 7]
sont les différences divisées inverses de 'opérateur I’ d’ordres respective-
ment 1,2,...,n— 1.

5. Application des polynomes d’interpolation inverse a la
résolution approchée des équations opérationnelles.
Soit donnée I’équation opérationnelle:

(11) Fz)=0

ou I’ est un opérateur défini sur I’espace linéaire normé X et a valeurs
dans I'espace linéaire normé Y'; 0 sera 1’élément zéro de I’espace Y. On va
supposer que 'opérateur F' admet pour x € D ou D est un domaine de
lespace X - un opérateur inverse x = F (y) . Si 'équation admet une
solution dans le domaine D, alors évidemment cette solution se calcule
en remplacant dans 'opérateur inverse F,y par 0, c’est-a-dire que:

z=F(0).

On choisira dans le domaine D un systéme de n noeuds =1, s, ..., T, €
D et on désignera par y1,y2,...yn € F (D) les valeurs de 'opérateur F'
sur les noeuds 1, x9,...,x, cest-a-dire y; = F(z;), i = 1,2,...,n.
On va supposer que l'opérateur F' admet sur le systeme de noeuds
T1, T2y T, T, TF x50 =1,2,...,n,et x € D des différences divisées
inverses, symétriques.

Dans ce cas, le polynome d’interpolation inverse est un polynome
d’interpolation pour 'opérateur F.

Alors, on a ’égalité suivante:

(12) F(y) =1+ [y1,y2;2] (y —y1) + - ..
+ 1, v2s 5 Yns 2 (Y = Y1) - (Y — y1)
+ Wy Y@ Y —ynl - (Y —y1)
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ou [y, y1,Y2, - Yn; | (Y — Yn) - .. (y — y1) est le reste du polynome d’in-
terpolation . Si on néglige dans 1’égalité le reste, et que 'on
remplace y par 6, alors on obtient pour la solution z de I’équation
une valeur approchée, c’est-a-dire

(13)
T~ P(0)

= a1 =yl yn o+ D" e ] a2 -,
il en résulte, si ||[0, y1, Y2, - .., Yn; z]|| < M < 400 I’évaluation suivante:
(14) 1z =P O)| < Myl - [lynll -

Dans I'inégalité on remarque que P (#) constitue une approximation
pour T d’autant meilleure que les nombres ||y1]|, ||y2l|,- - -, [|yn|| sont plus
rapprochés de zéro.

On utilisera maintenant la méthode pour déduire quelques mé-
thodes itératives a plusieurs pas qui sont utilisées a la résolution des
équations opérationnelles.

Méthode de la corde. [7], [9] Soient z(?), z() € X deux approxima-
tions initiales de la solution & de I’équation et y©, y( les valeurs
de Dopérateur F sur les éléments z(9) et (1) alors, on désigne par z(?)
I’expression:

2(2) = (0 _ [y(o),y(l);x]y(o)

qui est obtenue en conservant seulement les deux premiers termes de
la somme 1' En remplacant maintenant I’élément z(©) par z(2) on
obtient ’élément z3) de la sorte:

23 = (1) _ [y(l),y@);:n]y(l).
En procédant ainsi de suite, on obtiendra le procédé itératif suivant
2k = p(k=2) _ [y(k_2),y(k_1);x]y(k_2), k=23,..., 2%zt e X
ou y(i) =F (as(i)) ,1=0,1,2,... . Si on tient compte de I’égalité:
[y(k_Q),y(k_l);a:] - [x(k—Q)’x(k—l);F]*l

(qui suppose que les conditions du lemme 2 sont remplies). On obtient
le procédé itératif de la corde, c’est-a-dire;

2®) = g6=2) _ [5(=2) (k=1 p] 71 p (5 (k-2))

k=23,...,20 20 ¢ X,
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L’analogue de la méthode de Tschébycheff. [I], [2], [3]. On va
conserver maitenant les trois premiers termes de la somme et on va
choisir comme approximations initiales trois éléments z(0), 2V (2 ¢ X.
En utilisant ces approximations et en procédant comme dans le cas de
le méthode de la corde, on va obtenir le procédé itératif suivant:

ou y(k) =F (a;(k)) , k=2,3,... En tenant compte du lemme [3|on a

2®) =g (k=3) _ [p(b=3) g (k=2) F]*lp(w(k—?»))
— [ak=D) g k=3), 7 k8 g k-2) ph-D); )

x [2#3), =1, F] T R (2 F9) L [k g1, p] 7 R (p(R2))

pour k= 2,3,4,... et 20,z 22 ¢ X,

En utilisant la méthode de I'interpolation inverse on obtient des pro-
cédés itératifs & un nombre arbitraire de pas. Ainsi, en conservant
tous les termes de la somme , on obtient un procédé itératif a
n pas. On choisit donc comme approximations initiales n éléments
M 2@ 2" e X et comme au par avant on considere le procédé
itératif suivant:

knt1) o (k+1) _ [ (k+1)

+ (_1)71—1 [y(k:—i—l)7 o y(k—l—n);x] y(k+n—1) o y(k‘-‘,—l)

:L‘(

pour k=0,1,..., ou y(i) =F (x(i)) , t=1,2,... On a obtenu ainsi une
classe de méthodes itératives a plusieurs pas.
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