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SUR L'INTERPOLATION A L'AIDE DE POLYNOMES
RACCORDÉS

pal

ro¡r pÄvÄr,olu

à Cluj

1. Soit Í(x) < C"-t une fonction borrrée, définie dans f intervalle
la, bf et soit a,: xo 1 \ 1 ,., <
lø, bl'

Supposons qu'on connaît les valeurs de 1a fonction /(ø) dans les
u0 + | nõeuds d.e divisions de f intervaTle lø, ó] ainsi que les valeurs des
dérivées successives d.e la fonction f(x) dans 1e noeud initial xo.

Nous posons:

(1)

Soil Q,1a classe d.e toutes'1es fonctions d.éfinies dans l'intervalle lxu, x*]
et qui d,ans chaqun des intervalles Itc¿-t, %¿) 'i ' 1, 2, . . ., wt soît identi-
quement égales à un polynome P*.(x) de degré ø.

D é f i ni ti o n. On øþelle þol,ynorne røccordé de l"ord're n - l, chøque

fonction g@) qui øþþørtient à La. cl,øsse Q* et þor,r'r løqwell'e no'u,s a'ao'ns

(z) Pf,'@) - Pf,t*,(xn), 'u7'0,'i,'.'.'.',i _i
Soit les valeurs données (1) - on d.emancle d.e déterminer 1e polynome

P(x) raccordé de l'ordre n - | qui satisfait aux conditions:

(3)
P(x¡):6r, i-0, 1,...,ffi

Poù(fro) : þþ, It:1,2, .,., n - |
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(4)

I, e m m e 1. Si l,'ou, dontte l,es aaleurs

f{Ð(ø) : pe, h,:0, l, ..., jx - |

Í(c): yo, c+ø

oòt, c est wn þoit+t de l,'interuølle lø, bl øl,or s il e xiste wn seul, þoljtnorqxe cle d,egr é n,,

Q"@) de Iø forrne Q"@):l^o.¡(x - ø)i qu,i søtísføit øux cond,itiotos (4)

d,ans les þoints a. et c. i:o

Dénconstrøtion: jtrcljvant que le poly¡orrre Q,,þc) satisfait aux condi-
tions (4) nous obtenons pol1r Ia détermination de ø7, j : 03le système
d'équation linéaires algébriques suivant :

(5) 
l'la'¡:Pt' L:0' 1""'n-l

ao l- ar(c - ø) + . . . +,y-u(c ø),, : .fu

I,e déterminant du s)'stèrne a la forme :
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Si P(ø) et R(ø) sont deux polynomes de clegré n cytiappartiennent
à la classe (p* et qui sur 1es noeuds xs¡ x1, ø, satisfout aux conditions

RG)(xo) : p[, h : *.1 - 1, R(xo) : ws, R(xr) : oq,
(B)

o{Ð(xr):þ'Í, lr: I, n - l, p(*r) : øtr, p(xr) - r,,

alors 1a conditions nécessaire et suffisante pour clue dans le point #1 noüs
ayons

(9) P@(*r.) - R(t')(xt), h. : l, tt, - |
est qu'entre þ1, þ8, h:1, 2, ... , % - l, 1,t,s, xLþ l'on ait les relations:

2

n-k-1 Lrto fr

+A II
¿:fl- h+1

i L, x,-þf
I

I

l

I

i

I

(10)

oh

þÍ: Ð þ8*o il

Étant donné que nous avons supposé q'e c / ø, il résulte que A l0et en conséquence, la systéme (5) a une solution uniclue.
Ðn résolvant le système (5) nous obtenons pour o(0, . , . ¡ d1¡ les valeurs

suivantes :

avt&t: 
7T '

L:0,1, ..,,n - |

(u) A::'" -î ,01,, -A*1, fi t rt,';-;

D érnonstra.tion.

Nécessité:les polynomes P(ø) el R(x) déterminés sans ambi-
guité par les conditions (B) ont la forme :

î p'o@ - *")' + 1,,, -:,_ b' _ !tr,,_,1(* _ *o)*R(x) : t, * --r, ¿! , 
L o_g ã tt'x,l-, )

(t2)

P(x):,,,+,i_!\t*- .'v .lT-Þ_ 
"fu\(*- 

*,),

Si nous écrivons maintenant qúe ces polynornes satisfont aux conditions
(9) nous obtenons successivernent les relations (10).

Suf f isance. Si entreþ!, þi,k: L,2, ..,, n - l,,r,ts, 1i1, i1 existe
les relations (10), alors on vérifie directement par calcul que lespolyno-
mes (12) satisfont aux relations (9).

Conséquence. Si les valeurs (1) sont données, a1ors, ilexiSte
un système unique de valeurs

Þi, ¿: l, '11,, _ 1, j :Tn - |

qui avec les valeurs (1) déterminent sans ambiguité un polynome raccordé
de l'ord.re h - l, qui satisfait aux conditions (3).

0
0

0
0

9

I
0

ó
1

0
1l

A--(6) :fIit(c-ø)",r-l

4:O

a

(7)
n -l-- yo - l3o ¡-\ Írh,

" (c-o)" ilr h t(c - o)"-h

L e m m e 2. Soit (xo, xr, %z) un système d.onné d,e trois noeud,s com_
sécutifs, tel, que I,'on øi1,,

Lxr: *r- %o10, Lxr- xz \*0,
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Ires valeurs 1i, i:1,1'n, - l, j : l, n - | sont clonnées par les
formules de récurrence suivantes :

Pour 1a détermination d.u polynome U(ø) nous procédons ainsi qu'il
suit : Soit xp 1 x 1 ttn+t, Utilisant rnaintenant les formules de récurrence
(I3) nous calculons successivement les valeurs :

þtr, þ1, ..., þL-r, þi, i : l:n=1
I-7e polynome U(x) polJt xp < fr < frp¡1 prend alors la forme suivante :

n -l Ai

(14) u(*):*u*Ð?ø- xu)'* A¡(x - x¡)"

où

(13) þi*,:"-ä' or*" ff * o, o:i,*,k , L,xi-i,

j : 1,2,,,, tt, - l, i : 0, 1, ..., ttt, - 2

o11

Á. 
- 

lr¡+t - ut _
At'i

,r-l *
L---,,i,:Ç1qx-2
h:l h I Lfr1t-ß ,r -l þ'aAp: up¡, - r,tp

^4
Ð
N:- I ø!^frhet

LX¡:lt¡+t-*¡,i-0,m-2

Des lemnes I et 2 i1 résulte la théorème suivant:

et

Lxe:frn+r-frn

TrrÉoRÈì n r. Si 1es valeurs (l) sont clonnées, ølors à. Iø fon'ction f(x)
corresþoncl utc sewl, þol'ynome raccord,é d,'orclre n - | qot'i þrend' ces aaleu'rs
sct'r les noewds x¿, i : 0, m.

Désignons par S,o(U, P) l'espace linéaire des tous les polynonles rac-
corclés d'ordre n - | de f intervaTle lxr, ø,,], Nous avons 1a conséquence
suivante :

Conséc1 uence. I,'espace Sr(U, P) est ul1 espace linéaire de di-
nrension vn + n.

Le calcul des coefficients du polynome U(x) potr

xn 1 x < xk+L h,: 1, no

ainsi qu'on le voit, est facilement algorithmisable, donc les résultats peu-
vent s'obtenir simplement à l'aide d'une machine électronique chiffrique
de calcul.

Dhnonstration, Le théorème I f.ait correspondre à chaque vecteur

(*r, , . ., wrr, þL, , , ., þi-')
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un polynome raccordé déterminé sans arnbiquité w(x) eS,,(U, P).
Inversementles égalités (1) font qu'à cha ue polynome U(x) €S,(U, P)

correspond un vecteur unique
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Ire lemrne 2 et sa conséquence fournissent un proçéc1é pratique de ca1-
cu1 de la valeur approximative de 1a fonction f(x) en chaque point,

% (lø,b), xlx¡, i:0,m
si on donne les valeurs (1).

Si u(x) est le polynome raccord.é d.'ordre n - | qui satisfait aux con-
ditions (3) alors nous entend.ons par sa valeur approximative de la fonc-
tion f(x) dans 1e point x la valeur du polynome u(x) dans le point x et,
écrirons f(x) = u(x).


