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SUR L’INTERPOLATION A I’AIDE DE POLYNOMES
RACCORDES

par
ION PAVALOIU

a4 Clyj

1. Soit f(x) € C*71 une fonction bornée, définie dans l'intervalle
[a,b] et soit a = %, < %, < ... < %, = b une division de lintervalle
[a, b].

Supposons qu’on connait les valeurs de la fonction f(x) dans les
m + 1 noeuds de divisions de lU'intervalle [a, b] ainsi que les valeurs des
dérivées successives de la fonction f(x) dans le noeud initial x,.

Nous posons :

flx) =, 2=1,0...,m

(1)
Oy =pt =12 ...,0—1

Soit P, la classe de toutes les fonctions définies dans l'intervalle [x,, %]
et qui dans chaqun des intervalles [#;_q, #;] ¢ =1, 2, ..., m sont identi-
quement égales a un polynome P,(x) de degré s.

Définition. On apelle polynome vaccordé de U'ordre n — 1, chaque
fonction o(x) qui appartient & la classe (P, et pour laquelle nous avons

i=1,2...,m—1
(2 PR(x) =P () 4 _o1 1
Soit les valeurs données (1) — on demande de déterminer le polynome
P(x) raccordé de l'ordre » — 1 qui satisfait aux conditions :

Px)=w, i=01...,m

(3)
PW(xg) = pt,  h=1,2, ..., n— 1
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Lemme 1. Si Von donne les valeurs
fP@) =pf, E=0,1,...,n—1

(4)
f(c) =Y CFa

ot ¢ est un point de Vintervalle [a, b] alors il existe un seul polynome de degrémn,
"

Qu(x) de la forme Qu(x) = ) oi(x — a)f qui satisfait aux conditions 4)
bt
dans les points a et c. i

Démonstration : Ticrivant que le polynome @,(x) satisfait aux condi-
tions (4) rous obtenons pour la détermination de «;, 4= 0, n le systéme
d’équation linéaires algébriques suivant :

Hu=p, 1=01...,2—1
(5)
w4 a{c —a) + ... + ou(c — a)* = v,

Le déterminant du systéme a la forme :
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Si P(x) et R(x) sont deux polynomes de degré n qui appartiennent
a la classe P, et qui sur les noeuds x,, x;, %, satisfont aux conditions

R®B(x) = po, k=1,n—1, R(%) =uy R(x)=u,
(8) _
PO(x)=pf, k=1, 0 — 1, Plx;) = uy, P(x,) = u,

alors la conditions nécessaire et suffisante pour que daus le point x, nous
ayons .

9) PB(x) = RW(x,), k= 1,7 —1
est qu'entre p% pF k=1, 2, ..., n — 1, uy, uy, Lon ait les relations:

"

(10) P = pr —}—A 11 i A xn=h

i=n—k+1
ol

AR iy
Axg ST Ay

(11) A=

D émonstration.

Nécessité: Les polynomes P(x) et R(x) déterminés sans ambi-
guité par les conditions (8) ont la forme :

wy —ty A 2o

xo)i

n—1 i
Pol¥
R(x) = uy -+ Zl 2

7"
0

=1 i lAxT

+[M 0 _lw—m"

b0 0L ik 4 0 0
QuppLibyease, 10 . 0 0
6 A= 5 o lll— TIongme- )
. . P . = i=0
00 ...(#E-1! 0
le—a. .. (c—a1!(c—ar

Etant donné que nous avons supposé que ¢ 3£ a, il résulte que A £ 0
et en conséquence, la systéme (5) a une solution unique.

" En résolvant le systéme (5) nous obtenons pour ®gs + . ., oy les valeurs
suivantes :

(@) 1 |
:Yo—‘ﬁo_”_ Be

e—a)" =1kl —a)" Tk

‘Lemme 2. Soit (x), %y, x,) un systéme downé de trois noeuds con-
sécutifs, tel que Pom ait,

Axy = 2%, — %5520, Axy = x, — %, £ 0.

(12)

n»lp ) e n—1 Pi
PM=%+E‘ -ﬁ”‘~2 IJMMwm

i=1 A TS QALY

Si nous écrivons maintenant que ces polynomes satisfont aux conditions
(9) nous obtenons successivement les relations (10).

Suffisance. Sientrept pt k=12, — 1, u,, u,, 11 existe

les relations (10), alors on vérifie dlrectement par calcul que les polyno-
mes (12) satisfont aux relations (9).

Conséquence. Si les valeurs (1) sont données, alors, il existe
un systéme unique de valeurs

phi=Tm—1,;=1n—1

qui avec les valeurs (1) déterminent sans ambiguité un polynome raccordé
de l'ordre # — 1, qui satisfait aux conditions (3).
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Les valeurs pl, i=1,m — 1, j=1,n—1 sont données par les
formules de técurrence suivantes :

' ©w—j—1 Y AI; n .
(13) poa= o0 a4, I & Axt

3
=0 k! h=n—j+1

g=120 . m=1,4=0,1, ..., m— 2

olt

A= - = . 1::0,;47477—2

et
AM = Xiy1 — ¥i, 7 = 6,17’1/ — Q
Des lemnes 1 et 2 il résulte la théoréme suivant:

THEOREM B 1. Si les valeurs (1) sont dommées, alors @ la fonction f(x)
correspond un seul polynome raccordé d’orvdre n — 1 qui prend ces valewrs
sur les noeuds x;, 1 =0, m.

Désignons par S,(U, P) Uespace linéaire des tous les polynomnies rac-
cordés d’ordre # — 1 de lintervalle [#,, #%.]. Nous avons la conséquence
suivante :

Conséquence. L'espace S,(U, P) est un espace linéaire de di-
mension w -+ #%.

Démonstration. Le théoréme 1 fait correspondre a chaque vecteur

(MO; vy %m;P(l]: 00y g_l)

un polynome raccordé déterminé sans ambiquité u(x) € S.(U, P).
Inversementles égalités (1) font qu’a chaque polynome U(x) €S.(U, P)

cotrespond un vecteur unique

(UO, 2 e ey U'mv; j)é: 00y Pg_l)

Le lemme 2 et sa conséquence fournissent un procédé pratique de cal-
cul de la valeur approximative de la fonction f(x) en chaque point,

;E[“:b]: ;ixi: 1’.=w

si on donne les valeurs (I).
Si u(x) est le polynome raccordé d’ordre # — 1 qui satisfait aux con-
ditions (3) alors nous entendons par sa valeur approximative de la fonc-

tion f(x) dans le point x la valeur du polynome u(x) dans le point % et
écrirons f(x) o2 u(x).
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Pour la détermination du polynome U(x) nous procédons ainsi qu'il

suit : Soit %, < ¥ < %4y Utilisant maintenant les formules de récurrence
(13) nous calculons successivement les valeurs:

{; p%) ---;p;e—l: j)iﬂ:]:l;%——l

Le polynome U(x) pour x < # < #p4q prend alors la forme suivante :

n—1 ,i
P :
(14) U(x) = we + 21 —’j (x — x)' + Ap(x — x,)"
oit
g o 3 i e
Az = oitagT
et "

Axp = Xpp1 — X
Le calcul des coefficients du polynome U(x) pour
<5< Hppy R=1,m

ainsi qu’on le voit, est facilement algorithmisable, donc les résultats peu-
vent s’obtenir simplement 4 l'aide d’une machine électronique chiffrique
de calcul.
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