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SUR L’ORDRE DE CONVERGENCE DES MÉTHODES

D’ITÉRATION

par

ION PĂVĂLOIU

Dans l’ouvrage [1] C. Brezinski a défini la notion d’ordre de conver-
gence d’une suite et une notion de comparaison des vitesses de conver-
gence de deux suites.

Dans l’analyse numérique un ensemble de méthodes de résolution des
équations conduit a l’approximation des solutions des équations con-
sidérées par des éléments d’une suite convenablement construite.

Si nous pouvons construire une suite dont les termes approximent la
solution de l’équation donnée, alors il est très important de connâıtre
la vitesse de convergence de cette suite vers la solution de l’équation
considérée.

Dans cette note nous chercherons un rapport entre l’ordre de con-
vergence de deux suites qui ont la même vitesse de convergence. Nous
appliquerons les résultats à un problème de convergence des méthodes
numériques pour la résolution des équations.

Soit (X, ρ) un espace métrique et (un)∞n=0 un suite d’éléments de
l’éspace X. Nous supposons que la suite (un)∞n=0 converge vers l’élément
u ∈ X.

Nous désignons par r un nombre réel et positif quelconque.

Définition 1. [1]. Nous disons que la suite (un)∞n=0 a l’ordre de con-
vergence r s’il existe deux constantes positives C1 et C2 de telle manière
que pour chaque n = 0, 1, . . . , ont lieu les inégalités

(1) C2ρ (un, u)r ≤ ρ (un+1, u) ≤ C1ρ (un, u)r , n = 0, 1, . . .

En ce qui concerne l’ordre de convergence d’un suite, dans l’ouvrage
[1] on démontre le théorème suivante.

Théorème 1. Si suite (un)∞n=0 a l’ordre de convergence r, alors r est
unique.

Soit maintenant (un)∞n=0 , un ∈ X, n = 0, 1, . . . , et (vn)∞n=0 , vn ∈
X, n = 0, 1, . . . , deux suites qui convergent vers la même limite u ∈ X.
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Définition 2. [1]. Nous disons que la suite (vn)∞n=0 converge au
moins aussi rapidement que (un)∞n=0 si sont vérifiées les inégalités suiv-
antes:

(2) ρ (vn, u) ≤ Cρ (un, u) , n = 0, 1, . . . ,

où C est une constante positive indépendent de n.

Définition 3. [1] Nous disons que les suites (un)∞n=0 , un ∈ X, n =
1, 2, . . . , et (vn)∞n=0 , vn ∈ X, n = 1, 2, . . . , ont la même vitesse de
convergence s’il existent deux constantes positives C1 et C2 telles que,
pour chaque n = 0, 1, . . . , sont satisfaites les inégalités:

(3) C1ρ (un, u) ≤ ρ (vn, u) ≤ C2ρ (un, u)

Remarque 1. Il est facile de montrer que si les inégalités (3) ont
lieu, alors évidemment, pour chaque n = 0, 1, . . . , ont lieu les inégalités

(4) 1
C2
ρ (vn, u) ≤ ρ (un, u) ≤ 1

C1
ρ (vn, u)

Remarque 2. En ce qui concerne l’ordre de convergence d’une suite
nous montrerons maintenant, par un exemple simple qu’il existe des
suites sans l’ordre de convergence.

Soit X = R et (an)∞n=0 une suite de nombres réels définie à l’aide des
égalitès.

(5)

{
a2k+1 = 1

2k+1 , k = 0, 1, . . . ,

a2k = 1
kk
, k = 1, 2, . . .

La suite (xn)∞n=0 définie ci-dessus est convergente verso 0.
Nous montrerons que cette suite n’a pas d’ordre de convergence au

sens de la définition 1.
Des inégalités (1) nous déduisons les inégalités suivantes:

C2 ≤ ρ(un+1,u)
ρ(un,u)

r ≤ C1, n = 0, 1, . . . ,

d’où il résulte que pour la suite (un)∞n=0 posséde un ordre de convergence
r il est néccesaire qu’il existe un r de telle manière que la suite (δn)∞n=0

donnée par l’egalité δn = ρ(un+1,u)
ρ(un,u)

r , n = 0, 1, . . . , soit bornée.

Mais, dans le cas de la suite (5) on a

δn = an+1

arn
, n = 0, 1, . . . ,

suite qui n’est pas bornée, parce que sa sous-suite (δ2k)
∞
k=1 n’est pas

bornée pour aucun r > 0 parce que nous avons:

δ2k =
a2k+1

(a2k)
k = krk

2k+1 , k = 0, 1, . . . �

Maintenant nous démontrerons le théorême suivant:
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Théorème 2. Si les suites (un)∞n=0 et (vn)∞n=0 un, vn ∈ X, n =
0, 1, . . . , ont la même vitesse de convergence, et si l’une des deux suites
a un ordre de convergence, alors l’autre suite a le même ordre de con-
vergence.

Démonstration. Pour préciser les idées nous désignons par r l’ordre de
convergence de la suite (un)∞n=0. Parce que les deux suites ont la même
vitesse de convergence il résulte les inégalités:

(6) C1ρ (un, u) ≤ ρ (vn, u) ≤ C2ρ (un, u) , n = 0, 1, . . . ,

et tenant compte que la suite (un)∞n=0 a l’ordre de convergence r résulte:

(7) C ′
rρ (un, u)r ≤ ρ (un+1, u) ≤ C ′

2ρ (un, u)r , n = 0, 1, . . . ,

où C1, C2, C
′
1, C

′
2 sont des constantes positives, indépendantes de n.

De (6) et (7) on déduit:
(8)

ρ (vn+1, u) ≤ C2ρ (un+1, u) ≤ C2C
′
2ρ (un, u)r ≤ C2C′

2
Cr

1
ρ (vn, u)r , n = 0, 1, . . .

Toujours de (6) et (7) on déduit:
(9)

ρ (vn+1, u) ≥ C1ρ (un+1, u) ≥ C1C
′
1ρ (un, u)r ≥ C1C′

1
Cr

2
ρ (vn, u)r , n = 0, 1, . . .

Des inégaliteś (8) et (9) il résulte la double inégalité:

(10)
C1C′

1
Cr

2
ρ (vn, u)r ≤ ρ (vn+1, u) ≤ C2C′

2
Cr

1
ρ (vn, u)r , n = 0, 1, . . .

où les constantes
C1C′

1
Cr

2
et

C2C′
2

Cr
1

ne dépendent pas de n.

Du théorème 1 il résulte que la nombre réel et positif r pour lequel
ont lieu les inégalités (10) est unique.

Par la suite nous appliquerons les résultats exposés ci-dessus pour
préciser l’ordre de convergence des méthodes numériques de résolution
des équations opérationnelles.

Soient X et Y deux espaces linéaires normés et soit

(11) P (x) = θ

une équation, où P : X → Y est une application et θ est l’élément nul
de l’éspace Y .

Nous désignons par x̄ ∈ X une solution de l’équation (11) et nous
supposons que nous avons construit une suite (xn)∞n=0 d’éléments de
l’éspace X, qui converge vers x̄.

En practique nous ne parvenons pas toujours à obtenir exactement la
solution x̄ de l’équation (11) mais nous pouvons approximer l’élément x̄
par un élément convenable de la suite (xn)∞n=0.
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Il est également important de connâıtre quelle est la vitesse de con-
vergence de la suite (xn)∞n=0 vers x̄ et d’évaluer quel est le nombre de pas
tel que x′n considéré comme une appoximation de la solution x̄ puisse
remplacer cette solution avec un précision donnée à l’avance.

Mais nous ne connaissons pas l’élément x̄ et c’est pourquoi il est très
difficile d’appliquer les résultats exposés dans cette note pour étudier la
vitesse de convergence de la suite (xn)∞n=0.

Un critérium simple pour vérifier que xn,approche x̄ est de voir quelle
est la distance entre le nombre réel ‖P (xn)‖ et 0. A partir de cette
remarque nous proposons de’étudier la vitesse de convergence de la suite
(P (xn))∞n=0.

Nous supposons maintenant que l’application P est continue et alors
du fait que x̄ = lim

n→∞
xn il résulte que lim

n→∞
‖P (xn)‖ = 0.

Par des notions analogues aux notions présentées dans la première
partie de cet ouvrage, nous pouvons préciser la notion d’ordre de con-
vergence pour la suite (xn)∞n=0 qui approche la solution x̄ de l’équation
(11). �

Définition 4. Nous disons que la suite (xn)∞n=0 a l’ordre de conver-
gence r relativement à l’équation (11), s’il existe deux constantes posi-
tives, ρ1, ρ2 de telle manière que pour chaque n = 0, 1, . . . , on ait:

(12) ρ1 ‖P (xn)‖r ≤ ‖P (xn+1)‖ ≤ ρ2 ‖P (xn)‖r ,
Il résulte évidemment du théorème 1 que si (xn)∞n=0 a l’ordre de

convergence r, alors r est unique.
Nous considérons maintenant deux suites (xn)∞n=0 et (yn)∞n=0 dont

nous supposons qu’elles ont le même limite x̄ ∈ X où x̄ est la solution
de l’équation (11).

Par analogie avec les notions précisées dans les définitions 2 et 3 nous
présentons les définitions suivantes:

Définition 5. Nous disons que la suite (xn)∞n=0 converge au moins
aussi rapidement que (yn)∞n=0 relativement à l’équation (11) si sont
vérifiées les inégalités:

(13) ‖P (xn)‖ ≤ ρ ‖P (yn)‖ , n = 0, 1, . . .

où ρ > 1 est une constante indépendante de n.

Définition 6. Nous disons que les suites (xn)∞n=0 et (yn)∞n=0 ont la
même vitesse de convergence relativement à l’équation (11) s’il existe
deux constantes positives ρ1 et ρ2 de telle manière que pour chaque n =
0, 1, . . . , on ait:

ρ1 ‖P (xn)‖ ≤ ‖P (yn)‖ ≤ ρ2 ‖P (xn)‖ .
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Une conséquence du théorème 2 est la suivante.

Théorème 3. Si les suites (xn)∞n=0 et (yn)∞n=0 ont la même vitesse
de convergence relativement à l’équation (11) et si l’une des deux suites
a un ordre de convergence relativement à l’équation (11) alors, l’autre
suite a le même ordre de convergence relativement à l’équation (11).
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